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PREFACIO 


La fisica molecular estudia la forma molecular del 
movimiento, es decir, el movimiento de grandes conjuntos de 
moléculas. Las dos partes de la cuestión: 1) el estudio de las 
peculiaridades de la forma molecular del movimiento por si 
misma y 2) el dominio de los métodos para examinar los 
sistemas de muchas particulas y el de los conceptos corres- 
pondientes, son igualmente esenciales. La segunda parte 
de la cuestión rebasa los márgenes de su aplicación para la 
forma molecular del movimiento. Sin embargo, es útil 
conocer los conceptos principales de la fisica estadistica y la 
termodinámica precisamente basándose en los sistemas 
moleculares, ya que en primer lugar tenemos que chocar con 
ellos en la práctica cotidiana. Eso es una circunstancia 
metodológica importante puesto que la dificultad en estudiar 
muchas cuestiones no está en que ellas son complicadas en 
realidad, sino en que no las vemos en la experiencia 
en cuyos márgenes han sido elaborados los principales 
conceptos fisicos y las representaciones sobre el espacio y el 
tiempo. Por ejemplo, la mecánica clásica se considera sencilla 
y la cuántica, compleja. Pero en realidad, el problema de la 
inercia es, sin duda alguna, mucho más complicado que el 
problema de cuantificación, y es más dificil comprender por 
qué dos sólidos no pueden ocupar un mismo sitio en el 
espacio que por qué dos fermiones no pueden poseer un 
mismo juego de números cuánticos. 

En la época en que la fisica molecular fue arraigando en 
la enseñanza como una rama de la fisica, la atención fun- 
damental se prestaba al estudio de las peculiaridades de la 
forma molecular del movimiento como tal. En lo sucesivo el 
„centro de gravedad” se desplazaba constantemente hacia el 
estudio de las regularidades estadisticas y del método 
termodinámico, basándose en el ejemplo de los sistemas 
moleculares. En este caso la forma molecular del movimiento 
se convierte en una forma particular, en la que se muestran 
las regularidades generales. Estas tendencias se manifiestan en 
los programas correspondientes para los Centros Docentes. 
El libro que ofrecemos a la atención de los lectores, está 
escrito teniendo en cuenta estas tendencias. 

En el libro se expone también el material que sale del 
tema del curso tradicional de la fisica molecular, pero que es 
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necesario para resolver tareas más amplias que el simple 
estudio de las caracteristicas de los sistemas moleculares. Se 
trata en primer lugar de los gases electrónico y fotónico. 
A pesar de que este material no es obligatorio en el 
programa existente de la fisica molecular, su estudio, aunque 
sea de manera potestativa, seria necesario ya que desarrolla 
en los estudiantes una visión mås profunda de la distribución 
en el cuadro estadistico de la descripción de los fenómenos. 

De lo dicho acerca de la dificultad relativa de los 
conceptos clásicos y cuánticos se desprende que si durante el 
curso se encuentra un material experimental que permite 
introducir unos u otros representaciones y conceptos 
cuánticos, sin duda es necesario hacerlo. Claro está que no se 
trata de resolver de modo cuantitativo la correspondiente 
tarea cuántica, sino de interpretar los resultados del 
experimento en los márgenes de las representaciones 
cuánticas. Verbigracia, después de que se haya estudiado la 
teoria clásica de la capacidad calorífica del gas ideal, la 
dependencia experimental entre la capacidad calorifica del 
hidrógeno molecular y la temperatura no es menos cómoda 
para este fin que los resultados de los experimentos de 
Stern - Gerlach en la física atómica. 

Otra circunstancia principal que condiciona la necesidad 
de emplear los conceptos cuánticos, es la existencia de una 
argumentación suficientemente estricta de la fisica estadistica 
que es posible sólo en los límites de los conceptos cuánticos. 
Es natural hablar sobre la entropia con respecto a la 
probabilidad termodinámica y al carácter discreto cuántico 
del estado. Ello también tiene importancia desde el punto de 
vista puramente metódico: el estudiante se da cuenta de que 
el curso general de la fisica no es un curso previo que en lo 
sucesivo va a precisarse, sino un curso de la fisica moderna 
completo y finito en los limites de su tarea. 

Otro libro del autor “Mecánica y teoria de la relativi- 
dad"* trata de la exposición del material en las conferenci 
a combinación de los métodos deductivo e inductivo y de 
otras cuestiones análogas. Por supuesto lo dicho en el 
mencionado libro sigue en vigor para el presente manual. 

Este libro ha sido escrito, basándose en una experiencia 
del autor que en el transcurso de muchos años da 
conferencias en la Facultad de Fisica de la Universidad 
M.V. Lomonósov de Moscú. 


El autor 


*! A.N. Matréer, Mecánica y teoría de la relatividad. Moscú, 
1976 (en ruso). 


Capítulo 1 


Método estadístico 


Punto inicial: la descripción dinámica del sistema de 


muchas partículas es irrealizable desde el punto de vista 


técnico, inservible, desde el punto de vista teórico 
e inútil, desde el punto de vista práctico. 

Idea principal: el sistema de muchas partículas se 
caracteriza por los parámetros y regularidades que 


tienen carácter estadístico. 
Aparato matemático: teoría de variables y procesos 
aleatorios. 


$ 1. MÉTODOS DE EXAMINAR LOS SISTEMAS 
DE MUCHAS PARTÍCULAS 


iterizan los estados de 
jsregación y se describen los 
modelos de los sistemas de 
muchas particulas. 
Se revela lo inservible de la 
descripción dinámica de los 
sistemas de muchas particulas 
desde el punto de vista teórico, 
la vanidad desde el 
vista técnico y lo ini 
el. punto de vista práctico. Se 
exponen las peculiaridades 
ipales de los métodos 
mico y estadistico. 


LÍMITES PARA APLICAR LOS MODELOS DE 
MATERIAL Y DEL CUERPO RÍGIDO. En la mecánica se 
examina el movimiento de cuerpos materiales, cuyas 
propiedades pueden simularse en forma de conceptos de 
punto material y cuerpo sólido. Esto significa que en el 
primer caso no se toma en consideración la estructura 
interna y la extensión espacial del cuerpo material, en el 
segundo, se tiene en cuenta sólo la distribución de la propie- 
dad de inercia (densidad) en el volumen que ocupa el cuerpo 
material, para un caso particular, cuando esta distribución 
permanece constante con el tiempo. De esta manera en el 
segundo caso tampoco se investigan las propiedades internas 
y el movimiento interno de los cuerpos materiales. Para el 
movimiento de un cuerpo sólido como un todo la dis- 
tribución de la densidad se considera prefijada. Por lo tanto, 
los modelos del punto material y cuerpo sólido son 
inaplicables para estudiar las propiedades internas de los 
cuerpos materiales cuando es importante saber su estructura 
y el movimiento de las partes del cuerpo una respecto a otra. 

MODELO DEL CUERPO MATERIAL. Se sabe que los 
cuerpos materiales están compuestos por átomos y moléculas. 
También se conoce la estructura de las últimas. Por ello, 
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como modelo de un cuerpo material puede servir un 
conjunto de átomos y moléculas que interaccionan entre sí 
según ciertas leyes y que se mueven de modo adecuado. Los 
propios átomos y moléculas que forman los cuerpos 
materiales, pueden representarse mediante distintos modelos 
en dependencia de las circunstancias y del carácter de los 
fenómenos en cuestión. Er unos casos se les puede considerar 
como puntos materiales, en otros, como cuerpos materiales 
sólidos, en los terceros, es necesario tener en cuenta su 
estructura y movimiento internos. La mecánica cuántica 
permite estudiar totalmente la estructura de los átomos y las 
moléculas y por lo tanto todas sus propiedades pueden 
considerarse conocidas y, por consiguiente, se conocen 
también las caracteristicas de los modelos con los que se 
representan en cada situación concreta. 

La interacción de los átomos y las moléculas y su 
movimiento también son conocidos, en principio. En unos 
casos este movimiento se estudia desde el punto de vista 
puramente clásico con los mismos métodos que el 
movimiento de los puntos materiales y cuerpos sólidos, en 
otros es indispensable tener en cuenta las regularidades 
cuánticas, características para el movimiento de las 
micropartículas. Estas leyes son conocidas en la mecánica 
cuántica. Aquí no es tan esencial su contenido; es importante 
constatar sólo que son conocidas y permiten en principio 
estudiar el intercambio y el movimiento de los átomos y las 
moléculas de que constan los cuerpos materiales. 

Por eso en calidad de modelo de un cuerpo material sirve 
un conjunto de átomos y moléculas, cuyas propiedades, leyes 
de movimiento e interacciones son conocidas. 

MASAS DE LOS ÁTOMOS Y LAS MOLÉCULAS. En la 
física molecular no se acostumbra a caracterizar las masas de 
los átomos y de las moléculas por sus valores absolutos (en 
kilogramos), sino por magnitudes adimensionales relativas 
que se denominan masa atómica relativa A, y masa 
molecular relativa M,. 

Como Masa atómica unitaria m, se toma la 1/12 de la 
masa del isótopo del carbono "C: 


masa del isótopo del carbono ' 


=1,66-107 * kg. 
T2 k 


(0 


La masa molecular relativa o la masa relativa de la 
molécula, se determina por medio de la fórmula 
Mm _ Masa de la molécula 


M,= 
m, masa *C 


-12 [adimensional], (1.2) 


1. Método estadistico 


donde mm es el valor absoluto de la masa de la molécula, 
kg. Una fórmula semejante determina también la masa 
atómica relativa, sólo hay que tomar en calidad de My €n 
(1.2) el valor absoluto de la masa del átomo. 

Los valores absolutos de las masas atómicas se hallan, 
según el orden de la magnitud, en los límites apro- 
ximadamente de 10735-10"% kg, y las masas atómicas 
relativas, en los límites de 1-10?. Los límites de los valores de 
las masas moleculares relativas son mucho más amplios y se 
extienden desde la unidad hasta centenares de miles de 
unidades (véase el $ 49). 

CANTIDAD DE SUSTANCIA. En el sistema SI la cantidad 
de sustancia se caracteriza por el múmero de sus clementos 
estructurales. Éste se expresa en moles. Un mol es igual a la 
cantidad de sustancia en el sistema en cuestión que contiene 
tantos elementos estructurales cuantos elementos estruc- 
turales (átomos) contiene 0,012 kg del isótopo de garbono 
13C, Asi, pues, según la definición, un mol de cualquier 
sustancia contiene el mismo número de elementos estruc- 
turales. Este número recibió el nombre de constante (número) 
de Avogadro que es igual a 


-3 

n 0012k8 ya 107? Kg 
12m, 

=6,02-10% mol ~ ', (1.3) 


mol`’ = 


donde m, fue determinada en (1.1). De (1.3) se desprende que 
m, Na = 107? kg/mol. (1.4) 


El concepto de mol pertenece al número de elementos 
estructurales de la sustancia. Por lo tanto, éstos siempre 
deben indicarse, pues la definición de la cantidad de sustancia 
en moles pierde el sentido. Por ejemplo, es incorrecto decir que 
un recipiente contiene dos moles de agua. Hay que decir que 
en el recipiente hay dos moles de moléculas de agua. Esto 
significa que en él se hallan 2-6,02-10% moléculas de H¿O. 
Si, por ejemplo, cierto volumen contiene 10% electrones 
libres, puede decirse que en éste hay 10**/(6,02-10**)= 1,66 
mol de electrones. Si cierta cantidad de agua posee, por 
ejemplo, un mol de moléculas de agua H,O, ésta contiene 
2 moles de átomos de hidrógeno y un mol de átomos de 
oxígeno, ó 10 moles de protones, 8 moles de neutrones y 10 
moles de electrones (las moléculas del agua pesada y los 
isótopos no se toman en consideración). 

En la fisica molecular se usa también el concepto de masa 
molar que se determina como la masa de un mol de 
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El estado de agregación de 
la sustancia se determina por 
la relación entre la energia 
cinética media y la potencial 
media de interacción de las 
moléculas: la energia cinética 
media de los gases supera 
considerablemente al valor 
absoluto de la energia 
potencial media de 
interacción de las moléculas, 
las energias de los liquidos 
son aproximadamente iguales 
y para los sólidos el valor 
absoluto de la energia 
potencial media de 
interacción de las moléculas 
es mucho mayor que su 
energía cinética media 
(Recuerden: la energía 
potencial de interacción 
durante la atracción es 
negativa!) 


20 


sustancia: 
M = Monos Na (1.5) 


donde mps es la masa de la molécula. La masa molar se 
expresa en kilogramos por mol (kg/mol). Al tener en cuenta 
(12) y (1.4), la fórmula (1.5) adquiere el aspecto 


M = My: 107 ?/m, =107 3 M, kg/mol, (16) 


donde M, es la masa relativa adimensional, definida en (1.2) 
Verbigracia, la masa molar de la sustancia que consta de 
isótopos de carbono '*C, es igual a 12-10” * kg/mol. Las 
masas atómicas relativas se citan en la tabla de Mendeléiev. 
lares relativas pueden hallarse con una 
ión en forma de una suma de las masas 
tomos que componen la molécula, ya que la 


relativas de 
energía del enlace quimico de los átomos en la molécula y el 


defecto de masas que le corresponde, son muy pequeños, 
La cantidad v de moles está relacionada con el número 
n de elementos estructurales (moléculas) de cierta cantidad de 


sustancia mediante la fórmula 
Na- an 


Multiplicando el nominador y denominador del segundo 
miembro de (1.7) por la masa de la molécula y tomando en 
consideración que My» =»m es la masa de la sustancia, 
además teniendo en cuenta (1.5), hallamos que 


v=m/M. (18) 


ESTADOS DE AGREGACIÓN DE LA SUSTANCIA. El 
estudio de la interacción entre los átomos y las moléculas 
mostró que a distancias relativamente grandes entre ellos 
actúan las fuerzas de atracción y a distancias pequeñas, las de 
repulsión. Según su naturaleza, estas fuerzas son de origen 
electromagnético. La existencia de las fuerzas de repulsión 
a pequeñas distancias no es más que un atestiguamiento del 
hecho de que los átomos y las moléculas ocupan cierto lugar 
en el espacio y. por lo tanto, impiden que otros átomos 
y moléculas ocupen el mismo sitio. 

Los átomos y las moléculas se encuentran en movimiento, 
por eso poscen determinada energía cinética. Es obvio que 
las fuerzas de atracción tienden a enlazar los átomos y las 
moléculas en un todo único, mientras que la existencia de la 
energia cinética en las moléculas y átomos impide la 
tendencia de unirlos. El resultado final de esta “lucha” de dos 
tendencias depende de su intensidad relativa. Si la tendencia 
a desunir es mucho más intensa que la de unir, la sustancia 
se halla en estado gaseoso, pero si la tendencia de unir es 


v= 
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más intensa, la sustancia se encuentra en estado sólido. 
Cuando las intensidades de las dos tendencias son 
aproximadamente iguales se forma el estado liquido. Lo 
dicho anteriormente tiene un carácter cualitativo ya que no 
se dio la medida cuantitativa del concepto “intensidad” 
Como medida cuantitativa pueden servir la energía potencial 
de atracción y la energía cinética. Si la energía cinética 
sumaria de los átomos y las moléculas es mucho mayor que 
la energía potencial sumaria de su atracción mutua (según el 
valor absoluto, puesto que la energia potencial de atracción 
es negativa), la sustancia se encuentra cn estado gaseoso; si es 
mucho menor, entonces se halla en estado sólido. El estado 
líquido se forma, siendo las energias casi iguales. 

La explicación de las propiedades de la sustancia partiendo de 
las nociones sobre su estructura molecular, el movimiento 
e interacción de las moléculas es el objeto de la teoria 
cinético-molecular de la estructura de la sustancia. La menttonada 
teoria se creó paulatinamente en el transcurso de muchos siglos. 
Una gran aportación en su desarrollo la hizo M.V. Lomonósow. 

RASGOS PRINCIPALES DE LOS ESTADOS DE AGRE- 
GACIÓN. Por cuanto el estado gaseoso se forma reprimiendo 
totalmente la tendencia de las moléculas al enlace, la 
sustancia en estado gascoso no conserva ni la forma, ni el 
volumen. Estos últimos se determinan mediante el recipiente 
en el que se encuentra la sustancia. Al no haber ningún 
recipiente, la sustancia tiende a ocupar todo el espacio. El cua- 
dro del movimiento molecular tiene el siguiente aspecto: la 
mayor parte del tiempo cada molécula se mueve sin 
interacción alguna, luego en una región pequeña cambia la 
dirección de su movimiento a causa de chocar con otra 
molécula. La distancia que pasa la molécula entre las 
colisiones supera centenares y miles de veces el diámetro de 
las moléculas. Las colisiones simultáneas de tres moléculas 
y de una cantidad mayor son muy raras. La trayectoria de 
una molécula por separado tiene el aspecto: 


En estado sólido las moléculas y los átomos están 
enlazados fuertemente entre sí. La sustancia en estado sólido 
conserva tanto la forma como el volumen. Durante la 
deformación (variación de la forma o del volumen) surgen 
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fuerzas que tienden a restablecer la forma y el volumen. Las 
moléculas o los átomos del sólido se sitúan en lugares 
determinados y forman una red cristalina, Ellos oscilan 
alrededor de ciertas posiciones medias, denominadas nudos 
de la red cristalina; por regla general, no pueden abandonar 
una región pequeña en las proximidades de los nudos. La 
linea a lo largo de la cual tienen lugar las oscilaciones y la 
amplitud de éstas varian con el tiempo, pero durante lapsos 
mayores en comparación con el periodo de las oscilaciones. 
A lo largo de una linea fija se realiza una cantidad bastante 
grande de oscilaciones antes de que la dirección de la linea 
de las oscilaciones varie. Teniendo esto en cuenta, la 
trayectoria de una molécula puede mostrarse como una 
sucesión de oscilaciones lineales de diferentes amplitudes y en 
distintas direcciones: 


El estado liquido se caracteriza por la tendencia de la 
sustancia de conservar el volumen, sin mantener su forma. 
Señalemos que la forma esferoidal de los líquidos en 
condiciones de ingravidez no contradice esta afirmación. El 
liquido adquiere siempre la forma que corresponde a las 
fuerzas que actúan sobre él. En condiciones de ingravidez 
sobre él actúan las fuerzas de tensión superficial y la forma 
esferoidal corresponde a la condición general de estabilidad. 
Las moléculas en el liquido se encuentran cerca la una de la 
otra, como si se rozasen. En cambio sus posiciones relativas 
no están fijas y ellas varían con relativa lentitud las 
posiciones la una con respecto a la otra. La trayectoria de 
una molécula puede imaginarse aproximadamente de esta 
manera 


A veces las moléculas se unen en grupos que constan de 
una gran cantidad de moléculas, con la particularidad de que 


2% 


1. Método estadistico 


El gas ideal existe sólo en la 
mente, pues en el mundo 
real él no puede subsistir en 
principio: la suposición de 
las moléculas puntuales y la 
ausencia entre ellas de la 
interacción a distancia 
equivale al reconocimiento de 
que éstas existen fuera del 
espacio, es decir, equivale 

a su inexistencia. 


La descripción dinámica del 
sistema de muchas partículas 
es irrealizable desde el punto 
de vista técnico, inservible 
desde el punto de vista 
teórico e inútil desde el 
punto de vista práctico. 


Los métodos termodinámico 
y estadistico del estudio de 
los sistemas de muchas 
partículas se completan mu- 
tuamente, 


su disposición de agregación está ordenada de un modo 
determinado. En este caso los liquidos poseen ciertas 
propiedades características para los sólidos cristalinos 
(cristales liquidos) En la actualidad se han elaborado 
bastante bien las teorías de los estados sólido y gaseoso. La 
teoría del estado liquido es la menos estudiada. 

MODELO DEL GAS IDEAL. El modelo más simple de un 
sistema de muchas particulas es el gas ideal. Según la 
definición, es un gas que consta de particulas materiales pun- 
tuales de masa finita, entre las cuales no existen fuerzas que 
actúan a distancia y las cuales chocan entre si por las leyes 
de colisión de las esferas. Es necesario scñalar que las 
partículas chocan entre si precisamente por las leyes de 
colisión de las esferas, ya que las particulas puntuales, 
hablando en rigor, experimentan sólo colisiones frontales que 
conducen sólo al cambio de dirección en sentido inverso de 
las velocidades de las particulas a chocar sin variar las 
direcciones de sus velocidades en cualesquiera otros ángulos. 
Los gases suficientemente enrarecidos son los que más 
corresponden a las propiedades del gas ideal 

La sencillez del modelo del gas ideal lo hace idóneo para 
trabar conocimiento con los métodos para estudiar los 
sistemas de muchas partículas y con los correspondientes 
conceptos. 

MÉTODO DINÁMICO. Entre una colisión y otra, las 
partículas se mueven según lineas rectas. Las leyes de las 
colisiones y los choques contra las paredes del recipiente en 
el que se encuentra el gas, se conocen. Por eso, sabiendo las 
posiciones y las velocidades de todas las particulas del gas en 
cierto momento de tiempo, puede calcularse su posición y las 
velocidades en todos los siguientes momentos de tiempo. Más 

i de ello existe la necesidad, no es dificil hallar, en 
principio, las posiciones y las velocidades de todas las 
particulas en todos los momentos de tiempo anteriores. Las 
posiciones y las velocidades de todas las partículas en cual- 
quier momento de tiempo dan una información más 
completa y detallada sobre el sistema de partículas. Sin 
embargo, toda esa información en su forma directa es vasta 
para nuestra mirada imaginaria e incluso su simple fijación 
sobrepasa las posibilidades de cualesquiera medios técnicos, 
sin hablar ya de la vanidad técnica de su tratamiento 

En efecto, a condiciones normales en 1 cm? de aire hay 
unas 277-101? moléculas. Esto significa que para escribir en 
cierto momento de tiempo las posiciones y las velocidades de 
todas las moléculas se necesitaria fijar 6-2,7-101? números. 

Igún dispositivo los fijase con una velocidad de un millón 
de números por segundo, se necesitarian 6-27-10'% 526 
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millones de años. Si según estos datos fuese indispensable 
calcular, por ejemplo, la energía cinética de las partículas, 
con la particularidad de que se contará con una velocidad de 
un millón de operaciones por segundo, se necesitarian 
aproximadamente 21 nes de años, sin contar los dos 
millones de años para fijar los valores de la energía cinética 
para todas las moléculas. Y eso sólo para un momento de 
tiempo para las moléculas en 1 cm? de aire a condiciones 
normales. Está claro que semejante tarea es irrealizable desde 
el punto de vista técnico. 

Pero no sólo esta circunstancia hace que el examen 
dinámico sea imposible y desprovisto de perspectiva. Es que 
la información sobre particulas aisladas ya de por si en su 
forma directa es inservible para un análisis teórico. Por 
ejemplo, mil millones de moléculas en este volumen en 
relación numérica significa menos que un hombre con 
relación a toda la población del Globo Terrestre. Por eso si 
tuviésemos una información detallada sobre toda la gente 
que habita la Tierra, la pérdida de la información sobre un 
individuo sería más esencial que la pérdida de la información 
sobre el mil millones de moléculas en el sistema en cuestión, 
Está claro que para estudiar el sistema de partículas en total, 
semejante volumen de información por si mismo no es tan 
importante. Esto es importante para estimar el papel de los 
elementos de información que nos ofrece la descripción 
“dinámica. Pero aún más importante es el resultado directo de 
esta circunstancia. Supongamos que un mil millones de 
moléculas sufrieron cambios en las direcciones de las veloci- 
dades. Es evidente que estos cambios son tan poco 
importantes para todo el sistema de partículas, como es fútil 
para la humanidad en total la aparición, por ejemplo, de un 
dolor agudo de muelas en una de las personas. En cambio las 
variaciones insignificantes ya dentro de unas fracciones de 
segundo conducirán a un cambio completo de las posiciones 
y velocidades de todas las particulas y, por lo tanto, a una 
variación total de toda la información en la forma que se 
examina. Esto está relacionado con que a condiciones 
normales cada una de las moléculas sufre unas 10? colisiones 
por segundo. Por lo tanto si se varía un poco la dirección de 
la velocidad de una de las moléculas, ya en el transcurso de 
m-107?s las otras 2” moléculas cambian de velocidad, 
y como consecuencia, cambian también sus posiciones en el 
espacio en comparación con las que tendrían al no cambiar 
la velocidad de la molécula inicial. Esto a su vez significa que 
una pequeña variación, por ejemplo, de la dirección de la 
velocidad de una molécula conduce muy pronto al cambio de 
las velocidades y posiciones de todas las moléculas, Lo dicho 
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. Enumere los principales 


elementos del modelo de la 
sustancia en la fisica mole- 
cular, 


>. ¿En qué consisten los 


criterios — principales — de 
distimos estados de agre- 
gación de la sustancia? 


. ¿Por qué la descripción 


dinámica del sistema de 
muchas partículas es irrea- 
lizable desde el punto de 
vista técnico, inservible desde 
el pumo de vista teórico 
e inútil desde el punto de 
vista práctico? 


l. ¿En qué (en rasgos gene- 


rales) consiste el método 
termodinámico de la des- 
cripción del sistema de 
muchas partículas? 


muestra que semejante forma de información es fútil para el 
análisis teórico del comportamiento del sistema en total y es 
inútil desde el punto de vista práctico. 

De todo lo dicho puede hacerse una deducción de que la 
descripción dinámica del sistema de partículas múltiples es 
irrealizable desde el punto de vista técnico, fútil, desde el 
punto de vista teórico e inùtil, desde el punto de vista 
práctico. 

MÉTODO ESTADÍSTICO. Lo dicho sobre la descripción 
dinámica mos permite inmediatamente deducir que para 
estudiar el sistema de partículas múltiples, la información 
debe tener un carácter generalizado y no tiene que pertenecer 
a una particula aislada, sino a un conjunto de una cantidad 
grande de partículas. Los correspondientes conceptos deben 
referirse también no a partículas aisladas, sino a grandes 
conjuntos de particulas, La nueva forma de información y los 
nuevos conceptos requieren otro método de examen. Este 
método se denomina estadistico. Las leyes del 
comportamiento de los conjuntos de un gran número de 
particulas que se estudian por los métodos estadisticos, se 
denominan regularidades estadísticas. En la fisica los 
métodos estadísticos tienen una aplicación más amplia que 
los dinámicos. Esto está relacionado con que el método 
dinámico es eficaz sólo al aplicarlo a los sistemas de pequeña 
cantidad de grados de libertad. Pero la mayoria de los 
sistemas fisicos tienen una inmensa cantidad de grados de 
libertad y pueden estudiarse sólo empleando métodos 
estadísticos. Además, por su naturaleza, las regularidades 
cuánticas son estadisticas. los métodos 
estadísticos es indispensable utilizar también para estudiar los 
sistemas con pequeña cantidad de grados de libertad sólo si 
en el comportamiento de estos sistemas los efectos cuánticos 
son esenciales. Todo esto señala el enorme papel de los 
métodos estadisticos y las regularidades estadísticas en la 
fisica. 

MÉTODO TERMODINÁMICO. El sistema de particulas 
múltiples puede examinarse de otro modo, sin interesarse por 
su estructura interna. Siendo este el enfoque, hay que emplear 
los conceptos y las magnitudes fisicas que se refieren al 
sistema en total. Por ejemplo, el modelo del gas ideal en 
estado de equilibrio se caracteriza para dicho enfoque por el 
volumen, presión y temperatura. Las investigaciones ex- 
perimentales están previstas para establecer las relaciones 
entre estas magnitudes, y la teoría debe construirse a base de 
ciertas posiciones generales (por ejemplo, el principio de 
conservación de la energía) y mediante su ayuda explicar 
estas relaciones. Semejante teoría por su carácter es 
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fenomenológica. No se interesa por los mecanismos internos 
de los procesos que determinan el comportamiento del 
sistema en cuestión en total (conjunto); este método de 
estudio de los sistemas de particulas múltiples lleva el 
nombre de termodinámico. 

Los métodos termodinámico y estadístico del estudio de 
los sistemas de particulas múltiples se complementan mu- 
tuamente, El primero de los métodos se caracteriza por su 
generalidad y permite examinar los fenómenos sin conocer 
sus mecanismos internos. El método estadístico permite 
comprender la esencia de los fenómenos, establecer la 
relación entre el comportamiento del sistema en conjunto y el 
comportamiento y las propiedades de las particulas y los 
subsistemas aislados. Su aplicación combinada contribuye 
a una solución eficaz de un problema cientifico u otro, 


Ejemplo 1.1. ¿Cuál es la masa molar del agua H,O? 
¿Cuántos moles de moléculas de agua hay en 1 kg de agua? 
¿Cuántas moléculas de agua hay en 1 g de agua? ¿Cuál será 
la masa de una molécula de agua? 

La masa relativa de la molécula de agua M, = 18. Por lo 
tanto la masa molar de agua M=18-1073 kg/mol. La 
cantidad de moles en 1kg de agua cs v= 1 kg/(18 x 
x 107? kg/mol) = (10/18) mol = 55,6 mol. La masa de la 
molécula de agua — Mm = Mm, =18-1,66:1072? kg = 
=299-107** kg. La masa de agua m= 1 g= 10>" kg 
contiene n= M/Mo = 107 ?/(2,99-107 34.10% molé- 
culas. 

La cantidad de moléculas en 1 g de agua se puede hallar 
de otra manera, con ayuda de la constante de Avogadro. La 
masa de agua 1073kg es v=[107*/(18-107 3)] mol = 
0,0556 mol, por eso la cantidad de moléculas n = vN, = 
0,0556-6,02- 10% = 3,34. 10%, 

Ejemplo 1.2. Se sabe que el volumen que ocupa una 
molécula de agua AV=3-107 ?% m?, Hallar la densidad del 
agua. 

Puesto que la masa de la molécula de agua May = 
= 299-107 ?® kg, su densidad p=M,/AV=10* kg/m? (las 
moléculas pueden considerarse empaquetadas densamente). 


u 
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§ 2. CONCEPTOS MATEMÁTICOS 


Se examinan los ptos 
principales de la teoria de las 
probabilidades y los métodos 
de estudio de los sucesos 
aleatorios, 

Se analizan las caracteristicas 
principales de las variables 
aleatorias 


PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. En el párrafo anterior 
se mostró que por una parte, la información sobre las 
posiciones y velocidades de todas las particulas aisladas del 
sistema de un gas ideal es la información posible más 
completa, pero por otra parte en su forma directa es 
inaplicable para analizar las propiedades y el com- 
portamiento del sistema. Para poder emplear la información 
que hay en estos datos es necesario reducirla a ciertas 
características generalizadas del conjunto de partículas de 
modo que éstas reflejen las propiedades más esenciales de 
este conjunto, sean fácilmente visibles y matemáticamente 
enunciadas. Estas cuestiones están elaboradas en la teoría de 
las probabilidades y en la estadistica matemática. Gfandes 
cursos matemáticos están dedicados a la exposición completa 
de estos problemas. En el presente libro se dan sólo las 
mínimas nociones matemáticas indispensables. La 
concretización fisica de los conceptos matemáticos se lleva 
a cabo principalmente en el ejemplo del gas ideal. Para 
estudiar con más detalle el aspecto matemático de este 
asunto, el lector deberá recurrir a los cursos correspondientes. 

SUCESOS ALEATORIOS. La renuncia a la descripción 
dinámica del sistema de particulas múltiples conduce al 
cambio del planteamiento de la cuestión sobre los problemas 
de la descripción. Si en el volumen que ocupa el gas ideal, 
separar una pequeña región espacial, a la pregunta de cuándo 
la particula dada se encuentre en su movimiento dentro de 
esta región, no se le podrá dar una contestación determinada, 
Tampoco puede contestarse con certeza a la pregunta de si 
esta particula se halla en la región en cuestión en cierto lapso 
concreto. Por lo tanto, la estancia de la particula en cierta 
región del espacio es un suceso aleatorio. 

El carácter aleatorio de algunos sucesos es subjetivo, es 


conocimientos o las posibilidades técnicas para su pronóstico 
exacto. Pero con más frecuencia resulta que el carácter 
aleatorio de éstos es objetivo, principal, y el mismo 
planteamiento de la pregunta sobre la predicción exacta de 
los sucesos carece de cualquier sentido fisico. 

Por ejemplo, examinemos un “suceso” que consiste en que 
en cierta región del espacio, en alguna calle, una persona 
“choca” con un coche. Este choque fue resultado de una 
secuencia de acontecimientos que finalizó con la llegada del 
coche al lugar del suceso en el correspondiente momento de 
tiempo. La otra cadena de acontecimientos está relacionada 
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con la persona y terminó al llegar el hombre al punto del 
suceso en el mismo momento de tiempo. Las cadenas de los 
acontecimientos relacionadas con el coche y la persona, no 
están enlazadas fisicamente entre sí, es decir, las variaciones 
en la cadena de los acontecimientos, relacionados con el 
coche, no conducen a cualesquiera cambios en la cadena de 
acontecimientos, relacionados con el individuo. Por lo tanto 
no se puede, en principio, predecir exactamente el choque de 
cierto coche con cierta persona. Semejante planteamiento del 
problema no tiene sentido fisico por la propia esencia interior 
de los acontecimientos en cuestión. Este suceso es aleatorio 
en sentido objetivo y no por carecer de conocimientos o de 
posibilidades técnicas de su pronóstico. 

El movimiento de las microparticulas se describe 
mediante las leyes de la mecánica cuántica. En principio, su 
posición no puede predecirse con exactitud. Por eso la 
posición de una microparticula en cierta región del espacio es 
un suceso aleatorio por su naturaleza y no por falta de 
nuestros conocimientos o posibilidades técnicas. Esto 
corrobora la afirmación hecha anteriormente de que la 
mayoria de los sucesos en el sistema de particulas múltiples 
son aleatorios. 

Para los sucesos aleatorios es necesario utilizar conceptos 
especiales y un aparato matemático correspondiente. De todo 
esto se ocupa la teoria de las probabilidades. 

VARIABLES ALEATORIAS. En un gas ideal las coorde- 
nadas y las velocidades de las moléculas aisladas en cierto 
momento de tiempo no pueden tomarse como números, cuyo 
valor exacto puede predecirse de antemano. Son variables 
aleatorias. Las regularidades, relacionadas con las variables 
aleatorias, las estudian la teoria de las probabilidades y la 
estadistica matemática. 

PROBABILIDAD. En la ciencia y práctica se investiga una 
enorme variedad de sucesos aleatorios, pero el resultado más 
general se enuncia siempre en la misma forma: bien el suceso 
tuvo lugar o bien no ocurrió. La tarea de la teoría para 
predecir los sucesos aleatorios se reduce a buscar una 
característica cuantitativa de estas posibilidades “bien ... bien” 
y se efectúa mediante el concepto de probabilidad. 

DEFINICIÓN DE FRECUENCIA DE LA PROBABILIDAD. 
Dividamos el volumen ocupado por el gas ideal, en dos 
partes iguales. Consideraremos que podemos distinguir las 
partículas una de otra y observar la posición de una partícula 
aislada sin ocasionar mediante la observación una influencia 
esencial sobre su movimiento y el estado del sistema investi- 
gado en su conjunto. Admitamos que el sistema se encuentra 
en las mismas condiciones externas. Examinemos el suceso de 
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H 
La pregunta por qué de dos 
sucesos equiprobables se 
realiza en el experimento 
dado un suceso y no el otro, 
carece de sentido. En la edad 
media se discutia semejante 
problema. Ante los ojos de 
un burro (“asno de Buridán”) 
se encuentran de modo 
absolutamente simétrico dos 
porciones iguales de heno, 
asi que no hay ninguna 
circunstancia que obligue al 
burro preferir una porción de 
heno a la otra, ¿Qué suce- 
derá con el animal? Algunos 
afirmaban que el asno 
moriria de hambre. El asno 
no está de acuerdo con 
semejante lógica. La ciencia 
tampoco. 


que la particula en cuestión se halla en una de las mitades 
del volumen. Entonces el resultado de cada observación se 
reduce a la afirmación de que el suceso tuvo lugar, o sea, la 
particula se encuentra en la mitad dada del volumen, o bien 
no ocurrió, O sea, en esta mitad clla no está. Designemos: 
N es el número total de observaciones o “pruebas”; N es el 
número de pruebas en las que el suceso tuvo lugar, es decir, 
la partícula se hallaba en la mitad examinada del volumen; 
A es el propio suceso. La probabilidad de que surja el suceso 
A se determina mediante la fórmula: 


P4)= lim S4. en 


saa N 


En este caso se realizó una cantidad muy grande (N — <c) 
de pruebas en el sistema que se halla en condiciones 
invariables. En vez de exigir pruebas sobre un mismo sistema 
en condiciones invariables, se puede tratar de un conjunto de 
pruebas aisladas sobre un gran número de sistemas iguales. 
Este gran número de sistemas iguales se denomina conjunto 
de sistemas. Por eso en la fórmula (2.1) el número N4 es el 
número de sistemas en el conjunto en los cuales la particula 
resultó estar en la mitad dada del volumen y N, el número 
total de sistemas en el conjunto. Claro está que ambas 
definiciones son completamente equivalentes. Sin embargo, al 
calcular teóricamente las probabilidades en condiciones 
concretas una de esas definiciones puede resultar más 
cómoda que la otra. 

Si se realiza una cantidad bastante grande de pruebas, el 
cálculo de las probabilidades según la fórmula (2.1) es una 
simple operación matemática. Pero si se intenta mediante 
esta fórmula calcular teóricamente la probabilidad de cierto 
suceso, resultará una cosa muy complicada ya que no queda 
claro de qué modo predecir la cantidad de pruebas N, en las 
que tendrá lugar este suceso. En cambio, precisamente a ello 
se reduce el problema al estudiar unos procesos u otros que 
se describen mediante la probabilidad. A examinar seme- 
jantes tareas, con frecuencia, ayuda la combinatoria. Usando 
ésta “se calculan” los factores que “favorecen” el comienzo de 
cierto suceso en la serie de todos los sucesos. En este caso el 
concepto inicial es el intuitivo sobre los sucesos equi- 
probables, cuya expresión matemática es simplemente la 
afirmación de que ellos aparecen con la misma frecuencia, lo 
que a veces permite calcular el número N, en la fórmula (2.1) 
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y por ello mismo determinar la probabilidad. En lo posterior 
¿ste método se aplicará reiteradamente. Ahora lo mostra- 
remos en los ejemplos más elementales. 

En el caso del movimiento de una particula en un 
volumen, dividido mentalmente en dos partes iguales, no 
existen ningunos hechos fisicos que hagan más preferente la 
estancia de la particula en una de las mitades mencionadas 
del volumen que en otra. Por lo tanto la estancia en cada 
una de las mitades es equiprobable y es equiposible detectar 
la particula en cualquier mitad del volumen en el transcurso 
de cada observación o prueba dada. Por ello, siendo la 
cantidad de observaciones N grande, en la mitad de los casos 
la particula se observará en una parte del volumen, y en la 
otra mitad de los casos, en otra, y como consecuencia, N4 = 
=N/2, y P(A)= 1/2. Las consideraciones análogas pueden 
aplicarse al analizar el lanzamiento de una moneda y la caida 
de la “cara”, el lanzamiento de los dados, etc. En todos los 
casos el problema se reduce a calcular los resultados 
equiposibles de las pruebas. Por lo tanto, el cálculo de la 
probabilidad por la fórmula (2.1), aplicando los métodos 
combinatorios, se efectúa de la siguiente manera: si la prueba 
puede conducir a N casos equiposibles y de estos N casos Na 
veces surge el suceso A, su probabilidad se da mediante la 
fórmula (2.1). Por ejemplo, al tirar un dado de seis caras, en 
las que se escriben los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, los casos 
equiposibles durante los N lanzamientos del dado, es 
aparición de cualesquiera de estos números en la cara 
superior. En los N/6 casos tiene lugar la aparición, por 
ejemplo, del número 1. Por consiguiente, para este suceso 
N, =N/6 y la probabilidad 2(1)= 1/6. Del mismo modo se 
calculan las probabilidades de la aparición del dos, tres, etc. 


Pl)=2(0) =P(6)= 1/6. 


Señalemos que en este caso el sistema estadístico es un 
dado aislado y el conjunto, el de N dados iguales 

DENSIDAD DE PROBABILIDAD. Si el suceso se 
caracteriza por magnitudes que varian continuamente, la 
definición de la probabilidad mediante la fórmula (2.1) carece 
de sentido. Por ejemplo, no tiene sentido la pregunta de cuál 
será la probabilidad de que la velocidad de la particula sea 
igual a 10 m/s. El motivo es que el “número” de todas las 
velocidades posibles no puede ser calculado, ya que la 
velocidad es una magnitud continua. El conjunto de los 
sucesos en este caso no es numerable y su descripción 
probabilistica se efectúa mediante la densidad de probabili- 
dad. 

Examinemos un recipiente cerrado con un gas que se halla 
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en condiciones externas constantes. Las moléculas del gas se 
mueven caóticamente en el recipiente, aunque ello, claro está, 
no significa que todas las partes del volumen del recipiente 
sean para ellas equivalentes. Por ejemplo, si el recipiente se 
encuentra en el campo de gravedad, las partes inferiores del 
recipiente son para las moléculas más “preferentes” que las 
superiores, pero sin embargo, las moléculas se hallan en 
todas las partes del volumen. Admitamos que mediante algún 
procedimiento podemos determinar la posición en el espacio 
de cierta molécula separada de las otras, sin perturbar su 
movimiento y sin variar su posición mediante la medición. 
Durante diferentes observaciones la molécula resulta estar en 
distintos puntos. Dividamos todo el espacio, incluyendo el de 
fuera del recipiente, en pequeños volúmenes AV. Es obvio 
que el número de semejantes volúmenes es infinito (i = 1, 2, 
-.). El número de observaciones lo designaremos por N. En 
cada observación la molécula se detectará en algún volumen 
AV, Supongamos que durante N observaciones (N — 00) la 
molécula se halla N, veces en el volumen AV. Entonces, 
conforme a la definición (2.1), la probabilidad de descubrir 
las moléculas en el volumen AV durante la siguiente 
Observación es 


N, 
V)= lim. 
man- pay 


Si se trata de un recipiente cerrado, entonces en todos los 
volúmenes AV, fuera del recipiente la molécula no se ha 
encontrado ni una sola vez, es decir, N,=0 para estos 
volúmenes y la probabilidad de detectar moléculas en los 
volúmenes fuera del recipiente P(AV) = 0. 

En el interior del recipiente esta probabilidad, hablando 
en rigor, se diferencia de cero e incluso no es constante para 
volúmenes iguales AV. Por ejemplo, estando el recipiente en 
el campo de gravedad, esta probabilidad cerca del fondo del 
recipiente es un poco mayor que en la parte superior. Sin 
embargo, esta probabilidad depende del volumen AV, y por 
eso es incómodo aplicarla en calidad del concepto inicial. Por 
ello se utiliza el concepto de densidad de probabilidad que se 
define mediante la igualdad 


an PAY) Ns 
AA > AE (2:2a) 
Nan 


donde x, y. z son las coordenadas del punto, al que se reduce 
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El reconocimiento del 
carácter aleatorio de los 
sucesos no significa la 
ausencia de la correlación 
causal entre ellos. La 
correlación causal de los 
sucesos es universal y el 
carácter de determinación 
puede ser diferente, por 
ejemplo, la determinación 
puede ser sólo estadistica. 


El carácter aleatorio de los 
sucesos no significa que no 
se les puede dirigir 

y controlar. Para elevar la 
probabilidad de que te toque 
la loteria, hay que comprar 
más billetes de lotería, La 
posibilidad de influir sobre 
los sucesos aleatorios se 
enunció hace mucho tiempo 
por el proverbio: “A Dios 
rogando y con el mazo dan- 
do”. 


un volumen infinitésimo AV. Asi, pues, la densidad de la 
probabilidad es la probabilidad de la estancia de la molécula 
en un volumen infinitésimo, relacionado a la magnitud del 
volumen, es decir, se determina del mismo modo que las 
demás “densidades”, por ejemplo, la densidad de la masa p = 
= lim (Am/AV). Al igual que (22a) puede determinarse la 
¿o 

densidad en una variedad bidimensional (superficie), uni- 
dimensional o multidimensional de un número de mediciones 
superior a tres. 

De (22a) se desprende que si se realizan Nọ obser- 
vaciones, en el volumen dV en las proximidades del punto (x, 
y. =) la molécula se detectará en 


dN =Noflx. y. 2)dV=Nof(x, y. :)dxdydz 


casos. En un volumen finito V, la molécula se hallará 
NIV) =No pe y. =)dxdydz 


veces. De aquí se desprende que la probabilidad 2(V,) de la 
molécula de ser detectada durante la observación en cl 
volumen V,, es igual a 


NV) 
PV) =- DE pe y. )dxdydz 
Asi, pues, el conocimiento de la densidad de probabilidad 


permite hallar la probabíñidad para cualquier región donde se 
define la densidad. Para un gas en un recipiente cerrado la 
densidad de probabilidad en los puntos fuera del recipiente es 
igual a cero. 

Si se toma en calidad de Y, todo el espacio V, +00, para 
cada prueba la particula se encontrará en algún punto del 
espacio y, por consiguiente, la cantidad de observaciones de 
la particula en el volumen Y, oœ es igual a la cantidad de 
pruebas Ny, o sea, N(V, =)= No. Para la probabilidad de 
encontrarse la molécula en el volumen V, + <c (es decir, en 
algún punto del espacio) 


N(V, +00) 


PV =)= 


Í Ax. y, z)drdydz. 


La condición 


J St y, 2dxdyd: 


se denomina condición de normalización de la densidad de 


(2.2b) 
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Fig 1. Interpretación conti- 


nual de las probabilidades 


probabilidad. Ella muestra que para cada observación la 
molécula se detectará en algún punto del espacio, es decir, 
expresa el hecho de existencia de la molécula. 

Si se sabe que la molécula se encuentra en un volumen 
cerrado Y, limitado por las paredes del recipiente, la 
condición de normalización adquiere el aspecto 


ffav=1. 
+ 


Admitamos que no hay nada que impida a las moléculas 
sentir que distintas regiones dentro del recipiente no son 
equivalentes. Por ejemplo, el recipiente se encuentra en un 
sistema de coordenadas por inercia (es decir, no existen 
campos de gravedad) a temperatura determinada. En este 
caso queda obvio que la densidad de probabilidad es igual 
a una magnitud constante: f =const. Su valor se encuentra 
de la condición de la normalización 


SaV=f JaV=f.V=1. 
v v 


Por lo tanto, la densidad de probabilidad en este caso es 
Sfo=1/V 

Si ahora se toma el volumen Y, que es una parte del 
volumen Y, para No observaciones la molécula se detectará 
en este volumen 


Y 
MV) =No [hd V= Napf av= No T 


veces. Por cso la probabilidad de encontrar la molécula en el 
volumen V, es igual a 


PIV) = NAVN o = V/V. (2.20) 


Esta fórmula es válida sólo para una densidad de 
probabilidad constante dentro del volumen Vy si se sabe que 
la molécula se halla con seguridad en este volumen. Sin 
embargo, a causa de su evidencia es cómodo ilustrar los 
teoremas generales de la teoría de la probabilidad con ayuda 
de dicha fórmula. La demostración estricta de los teoremas se 
efectúa en virtud de la definición general de la probabilidad 
en 

ADICIÓN DE LAS PROBABILIDADES DE DOS SUCESOS 
INCOMPATIBLES. Supongamos que hay dos sucesos, mu- 
tuamente excluyentes. Por ejemplo, si en el volumen V existen 
dos volúmenes V, y V, que no se intersecan (fig. 1), la 
presencia de la particula en el volumen Y, excluye su estancia 
en el volumen Y. Por lo tanto, la presencia de la partícula en 
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el volumen V, y su estancia en el volumen V, son sucesos 
incompatibles. 

Examinemos un suceso que consiste en que la particula se 
encuentra bien en el volumen V,, o bien en Y. La probabili- 
dad de este suceso es 


Y+V Y y, 
A 


PV, +V)= 
es decir, es la suma de las probabilidades de la estancia de la 
particula en los volúmenes V, y Y. La fórmula (2.3) expresa 
la regla de adición de las probabilidades de sucesos 
incompatibles. 

Apliquemos esta regla al lanzamiento de los dados. La 
caida de los números 1, 2, ... en la cara superior son sucesos 
incompatibles. Por ello la probabilidad de que en la cara 
superior caiga, digamos, ó 1, o bien 2, es igual a 


PAI + 2) = PA) + 20) 


Así, pues, la fórmula general para la adición de las 
probabilidades de los sucesos incompatibles A y B tiene el 
aspecto 


P(A + B) = P (A) + P (B), 24) 


donde P(A + B) es la probabilidad de que suceda bien el 
suceso A, o bien el suceso B. La presencia simultánea de los 
sucesos Á y B se excluye, mientras que la ausencia simultánea 
de ambos sucesos se admite. 

NORMALIZACIÓN DE LA PROBABILIDAD. Supongamos 
que se conocen todos los casos equiposibles de las pruebas en 
el sistema dado que componen en conjunto cierta cantidad 
de diversos sucesos incompatibles (casos) cómodos de 
numerarlos con los indices 1, 2, ..., n. Designemos por N, la 
cantidad de casos de las prucbas en los que se realizó el 
suceso denotado por el indice i. Conforme con eso 


Ni +tNit.. +N, = YN, 


a 


N (2.5) 


Por consiguiente, 


donde P,=N,/N es la probabilidad del iċsimo suceso. La 


an 
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robabilidades y de 
la probabilidad condicional 


fórmula 
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se denomina condición de la normalización de las probabali- 
dades. Ésta afirma que el conjunto en cuestión de los sucesos 
incompatibles es completo, o sea, cada caso de las pruebas 
pertenece a este conjunto. 


ADICIÓN DE LAS PROBABILIDADES PARA UN CASO 
GENERAL. Si las condiciones son tales que se hace posible la 
aparición simultánea de los sucesos A y B, la fórmula (2.4) 
para sumar las probabilidades debe cambiarse. Sea la canti- 
dad general de las pruebas N. En los casos de estas pruebas 
en N, casos sucedió el suceso A y en los casos Na,tel suceso 
B. En los casos restantes no ocurrió ni el suceso A, ni el 
suceso B. Pero entre los casos de aparición de los sucesos Na 
y Na existen unos, cuando tuvieron lugar simultáneamente 
los sucesos A y B. Designemos la cantidad de semejantes 
sucesos por Nas. Estos casos se tenian en cuenta dos veces: 
una vez junto con el suceso A y la otra, con el suceso B. Por 
eso el número total de los sucesos A o B es jgua) a 
Nasa = Na + Ng- Nan 


Al dividir ambos miembros de esta igualdad por N, 
obtenemos 


P(A + B) = P (4) + P (B) — P (AB), en 


donde 


la probabilidad de la aparición conjunta de los sucesos 
A y B. Si ésta es nula, es decir, los sucesos son incompatibles, 
la fórmula (27) se transforma en (24) 

Un aspecto muy evidente adquiere la fórmula (2.7) en el 
caso de interpretación continual de la probabilidad [véase 
(22c)]. Supongamos que las regiones V, y V, se intersecan 
(fig. 2). Designemos la zona de su intersección por Vz. El 
volumen de la región que se obtuvo a causa de la adición de 
V, y Y, es igual a V,+ V,— Vn. Por consiguiente, la 
probabilidad de que la partícula se halle en este volumen es 
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igual a 


PIV + Vo) 


= PV) + PV) PV). 


donde # (V, ,)= V, z / Ves la probabilidad de que la partícula 
se encuentre en la zona de intersección de los volúmenes. 

PROBABILIDAD CONDICIONAL. La probabilidad de la 
aparición del suceso A a condición de que tuvo lugar el 
suceso B, se denomina probabilidad condicional de que 
veurra el suceso 1 y se designa por 21/B) 

Dado que el número total de casos de las pruebas, 
durante los cuales ocurrió el suceso B, es igual a Na y de esta 
tidad total en Nip casos tuvo lugar el suceso A, 


ra la definición continual de la probabilidad la 
probabilidad condicional 2(V,/V,) de que la partícula se 
encuentre en el volumen V; en caso de hallarse en el volumen 
Vy, se reduce a calcular la probabilidad de aparición de la 
partícula en el volumen V,, en caso de encontrarse ésta en el 
volumen V,, por tanto 


PYV) = Y ¿V. 


La fórmula (2.9) es cómodo transformarla, dividiendo el 
numerador y denominador del segundo miembro por N 


NasíN _ PAB) 
IN PB) 


PA/B)= 


(2.10) 


donde 2(4B) es la probabilidad de la aparición simultánea 
de los sucesos A y B, definida por (2.8) 
La expresión (2.10) escrita en forma de 


P (AB) = P (B) P (A/B) = P (A) P (B/A) Ran 


se denomina fórmula de multiplicación de las probabilidades 

SUCESOS INDEPENDIENTES, Los sucesos se llaman 
independientes si la probabilidad de que ocurra uno de ellos 
no depende de si sucedió otro suceso o no. Esto significa que 
si, por ejemplo, el suceso A no depende del suceso B, 
P(A/B)=P(4). Para los sucesos independientes la fórmula 
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(2.11) adquiere la forma 
PLAB) =P (MPB), (2.12) 


Ésta se usa con frecuencia tanto para calcular la probabilidad 
de la aparición simultánea de los sucesos independientes, 
como también para comprobar la independencia de los 
sucesos en cuestión. 

LA FÓRMULA DE MULTIPLICACION DE LAS 
PROBABILIDADES PARA MUCHOS SUCESOS se obtiene 
directamente de la expresión (2.11) Por ejemplo, la 
probabilidad de que los sucesos A B. C ocurran 
simultáncamente, se da mediante la expresión 


E = P(AB)P(C/AB) = PLA) P (B/A) P (C/AB). 
Qu) 


En caso de sucesos independientes 
PLABO) = PAP BIRNO). (2.14) 
Esta igualdad expresa la condición necesaria y suficiente 
de la independencia de los tres sucesos. 
VALOR PROMEDIO DE UNA VARIABLE ALEATORIA 


DESCRETA. Si una variable aleatoria X toma una serie de 
valores Xy. Xx. su valor promedio se determina 


mediante la igual 


(2.15) 


Entre los valores de x; pueden haber iguales, por eso es 
necesario reagrupar la suma según ¡ en el segundo miembro 
de (215), para que existan x; sólo diferentes: 


C) = ENN xp (2.16) 
7 
donde N= Y N,, con la particularidad de que N; es el 
7 
número de términos iguales en la suma de (2.15) que tienen el 
mismo valor de x}. Puesto que (N,/N)=2, es la probabili- 


dad de que X adquiera el valor x, la fórmula (2.16) para el 
valor promedio puede escribirse de esta manera 


ean 
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s 


Fig. 3. Significado. geométrico 
del valor medio: el área bajo 
la recta (9), entre fo y ti es 
igual al área bajo la curva i) 


Fig. 4, El valor medio depen- 
de de la variable de promedio 


ÉS 


Esta fórmula determina la esperanza matemática de la 
variable aleatoria teniendo en cuenta la probabilidad. 

VALOR PROMEDIO DE UNA VARIABLE QUE CAMBIA 
CONTINUAMENTE. Este valor se calcula por una fórmula 
semejante a (2.15). Sea (1) una función con respecto a r. 
Entonces su valor promedio en el intervalo desde tọ hasta t, 
se prefija por la fórmula 


con la particularidad de que el índice 1 de los paréntesis 
acterizan la mediación, muestra según qué 
variable se efectúa la mediación. Si hay que indicar el 
lo de tiempo (to, 1,) en el que se encuentra la media, 
esto también puede señalarse en el primer miembro de la 
igualdad en el signo de la media. En cambio, en la mayoría 
de los casos de la mediación, la variable por la cual se realiza 
la mediación, se conoce bien y no se designa por ningún 
intivo Correspondiente, La interpretación geométrica del 
dor medio de <p), se da en la fig 3. 
Es necesario señalar que el valor medio depende de la 
variable por la cual se realiza la mediación, Por ejemplo, al 
moverse un punto material por una Semicircunferencia, su 
distancia media con respecto al diámetro será diferente 
(fig. 4) si se promedia por el camino a lo largo de la 
semicircunferencia y si se promedia por el camino del 
movimiento de la proyección de este punto según el diámetro 
de la circunferencia: 


La expresión (2.17) se generaliza para una variable 
aleatoria que cambia continuamente. mediante la fórmula 


co= f yd, 2.18) 


donde f(x) es la densidad de probabilidad de la distribución 
de la variable x. 

DISPERSIÓN. El “esparcimiento” de la variable en las 
inmediaciones de su valor medio se caracteriza por la 
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dispersión. Ésta se determina mediante el cuadrado medio de 
la desviación entre la variable a examinar y su valor medio 
y se da por la fórmula 


«(e DP) = CE? — 20) + (YT 
=> (Or. 


(2.193) 
La raiz cuadrada de la dispersión se denomina desviación 
a 0 estándar, 
La fórmula (219a) puede escribirse con más detalle, 
teniendo en cuenta (2.17) y (2.18): 

a) para una variable aleatoria discreta 


Zi VP, ¿-(2.19b) 


b) para una variable aleatoria continua 


o= Î PS dx. (2190) 
4 


FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN DE LAS PROBA- 
BILIDADES. La probabilidad de que la variable aleatoria 
x tome los valores inferiores a cierto número prefijado Xo 
o sea, x< xo se da mediante la fórmula 


PU<x)=FU)= Y 9, (2.20) 
a<r 


La función F(xp) definida en (2.20), se llama función de 
distribución de las probabilidades. 

Para una variable que cambia continuamente la función 
de distribución de las probabilidades se expresa, conforme 
a (220) a través de la densidad de probabilidad f(x) 
mediante la fórmula 


Ftx)= Í Std. 22) 
De (2.21) se desprende que 


Jis) = AF (dx. 222 
Usando esta fórmula, las expresiones que contienen 
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f(x)dx pueden escribirse de nuevo, teniendo en cuenta dF (x) = 
= fix)dx. Por ejemplo, la fórmula (2.18) puede representarse 
de la siguiente manera 


co= ] xd. (223) 


Teniendo en cuenta (220) y (221), la probabilidad de que 
la variable aleatoria x tome el valor que yace en el intervalo 
x, < x< xa se expresa por la fórmula 


Pix, <x<xp= [fdx= [dFlx)=F(x)=F(x)). (224) 


Ejemplo 2.1. En la urna hay n=30 bolas blancas y m= 
= 10 bolas negras, que en lo demás son idénticas entre si. 
Las bolas se mezclan bien. Hallar las probabilidades 2(m) 
y P(b) de sacar una bola negra y blanca de la urna en el 
transcurso de una prueba. Comprobar el cumplimiento de la 
condición de la normalización. Hallar las probabilidades de 
la extracción sucesiva de dos bolas negras, dos blancas, una 
bola negra y otra blanca, de una bola blanca y otra negra si 
después de la primera prueba la bola sacada se devuelve a la 
urna y si ésta no se devuelve, 

Dado que no existen ningunas circunstancias que 
aseguren unas condiciones preferentes de sacar alguna bola 
concreta (blanca o negra). la probabilidad de extracción 
durante la prueba para todas las bolas es la misma e igual a 
In +m). Por consiguiente, según la fórmula de adición, la 
probabilidad de extraer en el transcurso de la prueba una 
bola negra es 


Plb)= lAn +m) + lAn +m) +.. + 1n + m) = 

n veces 
= njin + m) = 0,75. (2.254) 
Del mismo modo, la probabilidad de sacar una bola blanca 
Pin) = min + m) = 0,25. (2.25b) 


Ya que estos dos sucesos forman un conjunto completo 
de todos los casos posibles de la prueba, ellos deben 
satisfacer la condición de la normalización de la probabili- 
dad. La comprobación de esta circunstancia sirve al mismo 
tiempo de control de que el cálculo realizado es correcto: 


P(b)+Pin)= nin +m) + min + m) = 1. (2250) 
Si se realiza una extracción sucesiva de dos bolas, 
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= == 


Den la definición de la 
probabilidad. 

¿Qué propiedad del conjunto 
de los sucesos hace posible 
normalizar la probabilidad? 
¿Cuál es el sentido de la 
magnitud que diferencia la 
fórmula de adición de las 
probabilidades en el caso 
general de la fórmula para 
los sucesos incompatibles? 
¿Depende el valor medio de 
la variable por la que se 
efectúa la mediación? Cien 
ejemplos que confirmen su 
respuesta. 

¿Qué es la desviación 
estándar y qué es lo que 
caracteriza? 


entonces serán cuatro los casos posibles de los sucesos: 
blanca —blanca (bb), negra—negra (nn), blanca=negra (bn), 
negra -blanca (nb). Dado que estos cuatro casos forman un 
conjunto completo de los casos posibles, sus probabilidades 
deben satisfacer la condición de la normalización 


Plbb) + Pan) +2 (bn) + 2(nb)=1 (226) 
Si después de la primera prueba la bola extraida se de- 
vuelve a la urna, la probabilidad de sacar la bola de 


determinado color en la segunda prueba es la misma que 
durante kı primera. Por lo tanto, 


2, (b)= 2; (b) = nin +m) =0,75: 


am 
2#, in) =#,(n)= min + m) =0.25. 


La probabilidad del caso de la segunda prueba mo depen- 
de del resultado de la primera prueba, es decir, los sucesos de 


la primera y segunda pruebas son independientes. Por cso 


por 
probabilidades: 


P (bb) = 2, (b):2,(b) = [n/(n + m)]? = 0.5625: 
Pinn) = 2, (02, (n) = [m/n + m]? = 0,0625; 
P (bn) = 2,(0)2,(m) = [n/n + m] [m/n + m)] = 0,1875; 
P inb) = 2, (032 ,(b) = [mAn + m)) [nAn + m] = 0,1875. 


La condición de normalización tiene el aspecto 


n Y m \ mm ma 
(5) (4%) Ha em 

Si después de la primera prueba la bola extraida no se de- 
vuelve a la urna, el resultado de la segunda prueba depende 
de lo que sucedió durante la primera prueba, o sea, en la 
segunda prucba chocamos con la probabilidad condicional. 
En la primera prueba las probabilidades de extracción de la 
bola negra y blanca, lo mismo que en caso anterior, se 
prefijan mediante las fórmulas (2.254) y (2.25b). Durante la 
segunda prueba las condiciones cambian. Si en la primera 
prueba se sacó una bola blanca, la probabilidad de extraer 
una bola blanca durante la segunda prueba es 


P (b/b) =(n— in +m — 1) =0,744, (228) 


ya que en la segunda prueba en la urna habia sólo n +m — 1 
bolas y de ellas n— 1 eran blancas. Del mismo modo, las 
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probabilidades condicionales de otros casos de la segunda 
prueba se dan por medio de las fórmulas 


Paja) =(m— Din +m—1)=0,2308; P, (b/n) = 
= năn +m — 1)=0,7692; P,(0/0)=m(n+m-=1)= 
=0,2564. 


Las probabilidades condicionales durante la segunda 
prueba no satisfacen Ja condición de normalización, puesto 
que los sucesos correspondientes no se excluyen mutuamente. 
Por ejemplo. la bola blanca puede sacarse tanto después de 
extraer una bola negra, como también después de sacar una 
blanca. etc. 

La probabilidad de que se saquen sucesivamente dos 
bolas blancas, de acuerdo con la fórmula (2.11). será igual a 


Pi) =P (092 ibb) = "M7 m 0,75-0,14% = 
nim nm 


=0.5577. 

De la misma manera 
Pinn) = 2, (032 (0,0) = [min +9) [in — Din +m- 19] = 
IS = 0.0577; 


P ibn) =P, (b)P inb) = [nn + m] [m/n + m— 11] = 
=0,75-0,2564 = 0,1923; 


Pb) =i mbn [of e] Con = 
=0.25-0,7692=0,1923. 


El conjunto de sucesos de dos pruebas forma un sistema 
completo de sucesos mutuamente excluyentes y debe 
satisfacer la condición de normalización. Comprobemos esto 


nm i) mim- 1) 


(eminem) 


De este modo se comprobó también el hecho de que en el 
cálculo se han tomado en consideración todos los casos 
posibles de dos prucbas. La igualdad a la unidad de la suma 
de las probabilidades de las pruebas aisladas 


0.5577 + 0,0577 + 0.1923 + 0,1923 = 1 


pude servir de verificación de la corrección de los cálculos 
númericos. 
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No podemos observar el 
estado microscópico de un 
sistema de muchas particulas 
por las mismas causas por 
las que es imposible la 


movimiento. Más aún, 
tampoco podemos seguir la 
variación de los estados 
microscópicos. ¿Cómo 
demostrar entonces que éstos 
existen y cambian? Tenemos 
la posibilidad de observar 

y medir distintos parámetros 


interacción con el sistema en 
10. De aquí se deduce 


del sistema de particulas 
y sobre la variación de los 
microestados. 


Dado que en la urna hay aproximadamente tres veces 
más bolas blancas que negras la probabilidad de los sucesos, 
en los que entre dos bolas extraídas una, por lo menos, sea 
blanca, supera en un grado considerable, la probabilidad del 
suceso, cuando no se saca la bola blanca, es decir, cuando se 
extraen dos bolas negras. Casi en un 60 por 100 de los casos 
se extraerán dos bolas blancas y casi en un 40 por 100, una 
bola negra y otra blanca. Dos bolas negras se sacarán menos 
que en un caso entre diez. 

Ejemplo 22. En cierta región las observaciones del tiempo 
durante muchos años mostraron que en un 20 por 100 de los 
dias en noviembre el cielo estuvo despejado y en un 20 por 
100 de los dias nublados llueve. Determinar, ¿cuál será el por 
ciento de días en noviembre que llueve y cuál será la 
probabilidad de que un dia prefijado de antemano sea 
lluvioso? 

La probabilidad de un dia despejado 2(d) es igual a 0,2. 
Por lo tanto, la probabilidad de un día nublado es, 22(n) = 
=1-P(d)=08. Sólo los dias nublados puden ser 
lluviosos, por eso la probabilidad de un dia lluvioso en 
condiciones del problema es condicional. La probabilidad de 
que el día sea lluvioso, a condición de que éste sea nublado, 
es P(l/n)=0,2. La probabilidad de que el día sea lluvioso, 
a condición de que el dia sea despejado, es 2(1/d) =0. Por 
ello la probabilidad de que el día sea lluvioso, según la fór- 
mula de multiplicación de las probabilidades es igual a 
P (n1) =2(0)2(1/n) =0,8-0,2=0,16, 


es decir, en esta región el 16 por 100 de todos los días en 
noviembre son lluviosos. 
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croscópico del sistema y se 
analiza la relación entre ellos. 
Se examina el concepto de 
conjunto estadistico de los 
sistemas y se describe un 
conjunto microcanónico. 


DEFINICIÓN DEL SISTEMA. Se denomina sistema una zona 
finita del espacio con los objetos fisicos a investigar que hay 
en ella. Los límites del sistema pueden ser tanto materiales 
(por ejemplo la pared de un recipiente) como también 
imaginarios, trazados mentalmente en el espacio. Éstos pue- 
den ser inmóviles o móviles. Los limites pueden ser 
penetrables o impenetrables para la sustancia, a través de 
éstos o bien es imposible transportar la energía, o bien se pue- 
de, con la particularidad de que en el último caso los límites 
se clasifican por las formas de energía que pueden 
transportarse a través de éstos. 
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? 


1. ¿Cómo puede estimarse el 

orden del lapso de nivelación 

de la presión en un gas? 

¿Con qué magnitudes se 

caracterizan los estados 

macro y microscópicos del 
gas? 

3. ¿Cuál es el carácter común 
de la relación entre los 
estados macro y microscón 
picos? 


El sistema se caracteriza no sólo por las peculiaridades de 
sus limites, sino también por las propiedades quimicas 
o fisicas de la sustancia que se encuentra en la zona del 
espacio ocupado por el sistema. La clasificación de los 
sistemas mediante estos rasgos se dará en el libro, según la 
necesidad. El primer sistema con que comienza el estudio, se 
denomina gas ideal. Entendemos como gas ideal el conjunto 
de partículas puntuales de masa finita, la colisión entre las 
cuales transcurre según las leyes de un choque absolutamente 
elástico de las bolas. Además, no existen otros proce- 
dimientos de interacción entre las particulas, es decir, 
a distancia finita no hay fuerzas de interacción. 

ESTADO MACROSCÓPICO. Supongamos que en cierto 
volumen V se encuentra un gas ideal. Además, supongamos 
que los choques de las particulas contra las paredes del 
recipiente son absolutamente elásticos y la masa del 
recipiente es muy grande, merced a lo cual el estado de 
movimiento a causa de los choques de las particulas contra 
sus paredes no varía. Asi, pues, el gas encerrado en el 
volumen V, no intercambia energía con los cuerpos 
materiales que se hallan fuera del volumen V, o sea, es aisla- 
do. Para esta condición, el gas en el recipiente está aislado de 
cualesquiera influencias exteriores y todo lo que pueda su- 
ceder con él, ocurre como consecuencia de causas internas. 

Al pasar un lapso suficiente, durante el cual el sistema 
está abandonado a su propia suerte, el estado del gas se hará 
estacionario (inmóvil) y no cambiará con el tiempo. En esta 
afirmación no queda claro lo que se tiene en cuenta al decir 
“un lapso suficiente” y “el estado del gas se hará 
estacionario”. Una precisa característica cuantitativa de estas 
expresiones y de los conceptos correspondientes puede darse 
sólo a continuación, cuando se estudie el comportamiento del 
gas. Ahora es suficiente limitarse a las representaciones 
intuitivas de que sean cuales sean las distribuciones iniciales 
de la presión y temperatura en el gas, dentro de cierto lapso 
éstas se igualan por todo el volumen del gas y en lo sucesivo 
permanecerán constantes, invariables con respecto al tiempo, 
es decir, el gas adquirirá el estado estacionario. 

Un lapso suficiente” es el lapso, durante el cual ocurrirá 
la nivelación de las temperaturas y presiones. Éste puede 
valorarse como resultado del estudio de los fenómenos de 
transporte. Ahora indicaremos sólo que la igualación de la 
presión se determina mediante la velocidad del sonido »,. Si 
L son las dimensiones lineales del recipiente, el tiempo de 
igualación de las presiones, según el orden de la magnitud es 
igual a L/v,. Dado que a condiciones atmosféricas normales, 
1,3330 m/s, este tiempo para L=1lm es igual, apro- 
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1 

Si el sistema no está aislado. 
existe la posibilidad de un 
estado estacionario que no es 
de equilibrio. 


El conjunto de semejantes 
sistemas aislados con la 
misma energía se denomina 
asociación microcanónica. 


ximadamente, a 3-107*s, Se le puede considerar muy 
pequeño si partimos de nuestra sensación macroscópica del 
tiempo. Pero partiendo de las caracteristicas microscópicas 
del movimiento de las moléculas, es enorme, Por ejemplo. 
a condiciones iguales en el transcurso de 1 s dicha molécula 
experimenta unas 10° colisiones con otras moléculas, Por eso 
“desde su punto de vista", el intervalo de 3:107°s es 
enorme, ya que durante este tiempo ella sufre más de un 
millón de colisiones con otras moléculas, El estado del gus 
que se caracteriza por su presión, temperatura y volumen, se 
denomina macroscópico. 

La presión, temperatura y el volumen son ejemplos de 
parámetros macroscópicos que caracterizan el estado 
macroscópico del sistema. Éstos pueden ser interiores 
y exteriores. Los parámetros determinados por los objetos 
fisicos del sistema, se denominan internos y los definidos por 
los objetos físicos que no componen el sistema, exteros. Una 
misma magnitud puede ser tanto un parámetro interior, 
como exterior. 

ESTADO MICROSCÓPICO. La información más completa 
sobre el gas se obtiene al testificar las posiciones y las 
velocidades de todas sus partículas (véase el $ 1). Numeremos 
las particulas de gas mediante los indices (=1,2,..., n, es 
decir, en el volumen en cuestión hay m partículas, Este 
número es enorme. Si el volumen L? =1.cm*, a condiciones 
atmosféricas normales, n = 2,7-10** particulas. El estado del 
gas que se caracteriza por las posiciones y velocidades de 
todas sus partículas, se denomina microscópico. 

Por lo tanto, el estado microscópico del gas se caracteriza 
por 6n números: 3n coordenadas (x; y,. 2) de todas las 
partículas y 3n componentes (tu. 1,,, 1.) de sus velocidades, 
Estos números (véase el $ 1) hay que considerarlos como 
variables aleatorias. 

Por consiguiente, el estado microscópico del gas puede 
describirse sólo aplicando los métodos estadísticos, utilizando 
el concepto de probabilidad. Las coordenadas y velocidades 
son magnitudes que varian continuamente y se describen de 
modo estadístico con ayuda de la densidad de probabilidad 
(véase 22a), siendo que en lugar de las velocidades de las 
particulas se toman, en calidad de variables independientes, 
sus impulsos. Por eso cl estado microscópico puede 
representarse como un punto en el espacio 6n-dimensional 
(3n coordenadas y 3n proyecciones de los impulsos de las 
particulas), denominado espacio de fase. La densidad de 
probabilidad f, se denomina función de distribución de los 
estados microscópicos. Es cómodo designar por (X, 2) el 


$ 3. Estados microscópico y macroscópico del sistema 3 


conjunto de 3n coordenadas y 3n proyecciones de los 
impulsos de las particulas, por {dX d2) el producto de las 
diferenciales de las correspondientes 3n coordenadas y 3n 
proyecciones de los impulsos de las particulas (véase el $ 12). 
La función de distribución se normaliza por la unidad (véase 
2.2b) y f, {dX dP} es la probabilidad de que el microestado 
que se caracteriza por los valores de las variables (X, 2) se 
encuentra en el elemento {dX d2) del volumen del espacio 
de fase en las inmediaciones del punto (X, #). Hablando en 
general, la función de distribución no depende sólo de 
(Y, 4), sino también del tiempo, los parámetros exteriores 
y de la energia total del sistema. 

El valor medio de la función Q(X, 4) se define de la 
misma manera que (2.18), por la fórmula 


LUX, PY = JOX. PIX. A... AX dP} 01) 


donde los puntos denotan las magnitudes de las que depende, 
además de {X, 22). la función de distribución. Este valor es 
un parámetro macroscópico interior del sistema. De (3.1) se 
ve que los parámetros macrostópicos interiores dependen en 
general de los parámetros exteriores. 

Para mayor evidencia de los razonamientos y comodidad 
de los cálculos es útil con frecuencia pasar de las variables 
que varian continuamente (X, 2) a las variables que cambian 
discontinuamente, es decir, considerar que las coordenadas 
y los impulsos de las particulas varian a saltos y adquieren 
una serie discreta de valores. Merced a ello, el microestado 
puede describirse, prefijando 6n números y su probabilidad 
(en vez de la densidad de probabilidad). La relación entre 
semejante descripción de los microestados y la descripción 
con ayuda de la función de distribución es análoga a la 
relación entre las descripciones probabilisticas de las 
variables aleatorias continuas y discontinuas, examinadas con 
suficiente detalle en el $ 2. En el libro se usarán, en depen- 
dencia de las circunstancias, ambos enfoques 

ESTADO DE EQUILIBRIO. El do  macroscópico 
estacionario de un gas que se encuentra en un volumen V 
lado del medio exterior, se llama estado de equilibrio. En 
sus caracteristicas macroscópicas  - presión, 
temperatura y volumen - conservan con el tiempo sus valores 
constantes, con la particularidad de que la presión 
y temperatura tienen valores constantes en todas las partes 
del volumen. Por partes del volumen se comprenden partes 
suficientemente grandes, en las que hay una cantidad muy 
grande de particulas. 

Al determinar el estado de equilibrio, es esencial la 
reserva del aislamiento del sistema. Si el sistema no está 
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aisl 


puede existir un estado estacionario que no sea de 
equilibrio. Si, por ejemplo, con ayuda de fuentes exteriores de 
calor, diferentes partes del recipiente en el que se encuentra el 
gas, mantienen una temperatura constante, pero diferente, en 
el gas se establece un estado estacionario, es decir, un estado 
que no varía con el tiempo, en cambio éste no es de 
equilibrio. En este caso la presión en todas las partes del 
volumen es igual, mientras que la temperatura en todas las 
partes del volumen es diferente. 

Está claro que la función de distribución del estado de 
equilibrio no depende del tiempo. Ella puede ser función sólo 
de (X, P), de los parámetros macroscópicos exteriores y de 
la energía total del sistema. Por lo tanto [véase (3.1)] los 
parámetros interiores del sistema no dependen del tiempo, 
sino que sólo de los parámetros externos y de la energía total 
del sisiema. Semejante equilibrio se denomina estadistico, 

Si el sistema no está aislado y puede haber intepeambio 
de energía con los cuerpos, exteriores con respecto al sistemi 
la función de distribución de microestados del sistema, hablan. 
do en general, puede depender no sólo de los parámetros 
maeroscópicos externos, sino también de las coordenadas 
e impulsos de las partículas que no forman el sistema. Sin 
embargo, si la energía de la interacción del sistema con los 
cuerpos exteriores es mucho menor que la energia del 
sistema, esta dependencia puede menospreciarse y consi- 
derarse que la función de distribución de microestados del 
sistema es función de (X,%) de los parámetros 
macroscópicos exteriores y la temperatura de los cuerpos que 
los rodean (iy no de la energía total del sistema!) La función 

i n no depende del tiempo, ya que el estado es 
Es decir, en este caso los parámetros 
macroscópicos interiores del sistema no dependen del tiempo, 
sino que sólo de los parámetros exteriores y la temperatura. 
Semejante equilibrio lo llaman termodinámico y los 
parámetros  macroscópicos interiores los denominan 
termodinámicos. 

Los estados de equilibrio termodinámico y estadistico se 
diferencian por las variables de las que dependen sus 
funciones de distribución: en el primer caso es la energia 
total, del sistema, y en el segundo, la temperatura. Los 
parámetros macroscópicos interiores que describen los 
estados de equilibrio termodinámico y estadistico, dependen 
también de diferentes variables, pero no son función del 
tiempo. Partiendo de la independencia de los parámetros 
macroscópicos interiores con respecto al tiempo, puede 
demostrarse la independencia de las correspondientes 
funciones de distribución con respecto al tiempo. Pero ello 
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significa que los conceptos de equilibrio termodinámico 
y estadístico son equivalentes. 

La tarea de la fisica estadística consiste en investigar el 
enlace entre los estados micro y macroscópicos de los 
sistemas. 

CONJUNTO ESTADÍSTICO DE LOS SISTEMAS. El 
método de conjunto de los sistemas (véase el $ 2) es cómodo 
para analizar los problemas de la fisica estadistica. Tomemos 
un número N muy grande de recipientes idénticos 
(completamente iguales), cada uno de los cuales tiene un 
volumen V. En cada uno de los recipientes hay una cantidad 
igual n de particulas iguales. El recipiente con las particulas 
encerradas en él, se denomina sistema estadistico. La totali- 
dad (la población) de iguales sistemas estadísticos se llama 
conjunto estadistico, 

No nos interesa de qué modo se mueven las particulas 
y en qué puntos del recipiente correspondiente se encuentran 
en cierto momento de tiempo inicial. La tarca consiste en 
estudiar los estados micro y macroscópicos de sistemas 
aislados del conjunto en el transcurso de cierto lapso 
suficientemente grande, con la particularidad de que el “lapso 
suficiente" se comprende sólo en el sentido explicado. 

De lo expuesto queda claro que un mismo estado 
macroscòpico se realiza en un número grande de sistemas del 
conjunto que se hallan en distintos estados microscópicos. 

EL CONJUNTO MICROCANÓNICO consta de iguales 
sistemas aislados de igual energía. En la fisica estadística 
además de los conjuntos microcanónicos, se examinan 
también los canónicos (véase el $7) y algunos otros 
conjuntos. El método de conjuntos fue introducido en la 
fisica estadística en 1902 por el fisico norteamericano Gibbs 
(1839-1903). 
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DIFERENCIA DE LOS MICROESTADOS. Ahora mismo se ha 
dicho que incluso al estar en un mismo macroestado, el 
sistema cambia continuamente sus microestados. Puesto que 
los microestados del sistema se caracterizan por valores que 
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varían constantemente, de coordenadas y velocidades de las 
partículas, surge la pregunta: ¿en cuánto deben variar estas 
magnitudes para considerar que el microestado ha 
cambiado? ¿Qué es lo que significa que el "sistema se 
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encuentra en el estado dado” si esto se refiere sólo a un 
momento de tiempo que por si mismo no posee duración en 
el tiempo, y solamente divide el pasado y el futuro? Es obvio 
que semejante representación equivale a fa investigación de 
un sistema que se encuentra fuera del tiempo y no concuerda 
con nuestras nociones fisicas sobre el desarrollo de los 
procesos en el espacio y tiempo. Es fácil observar que los 
problemas planteados, por su valor, equivalen a los que 
planteó el sabio de la Grecia Antigua Zenón de Elea con 
respecto a la imposibilidad del movimiento. Las paradojas 
o las aporias de Zenón fueron objeto de numerosas 
discusiones y reflexiones de los más eminentes pensadores en 
el transcurso de más de dos mil años. Su sentido se ró al 
aparecer la teoría matemática de los conjuntos y la mecánica 
cuántica. La dificultad en distinguir los microestados se 
soluciona satisfactoriamente sólo en los márgenestte las 
representaciones cuánticas. Pero ahora la superaremos 
empleando un método no del todo satisfactorio y, en cierto 
grado, artificial que fue usado en la fisica estadística. La justi- 
ficación de semejante enfoque está en que este método ya en 
los limites de la fisica estadística clásica condujo a resultados 
importantes, los cuales más tarde fueron confirmados 
satisfactoriamente en los márgenes de la estadistica cuántica. 

Bien se sabe que los átomos y las moléculas poscen 
dimensiones determinadas. Su diámetro tiene el orden de 
d=107 1 m, o sea, cada molécula y cada átomo ocupan un 
volumen d*2107% m?, La expresión “ocupa el volumen” 
significa que si en este volumen hay alguna partícula, otra 
partícula no puede hallarse en el mismo volumen. Por ello se 
considera que la particula cambió su posición espacial si 
pasó de un volumen que ocupaba, a otro que puede ocupar. 
Para esta representación, todo el volumen Y que ocupa un 
gas, debe imaginarse dividido en células de un volumen de d? 
que pueden ocuparse por partículas aisladas. El movimiento 
de las particulas consta de una transición a saltos de una 
célula a otra. En cada una de las células la particula está 
durante un intervalo de tiempo igual, según el orden de la 
magnitud, a d/v, donde v es la velocidad de la particula. 

Ahora podemos distinguir los microestados entre si por 
las posiciones de las particulas. El microestado por las 
posiciones espaciales se caracteriza por el hecho de que todas 
las partículas están distribuidas de una manera determinada 
por las células, en las que se divide el volumen en cuestión. 
Las transiciones de las partículas de una célula a otra 
componen precisamiente el sentido de la variación de los 
microestados del sistema. Para utilizar semejante 
representación no es obligatorio suponer que las particulas 


$ 4. Postulado de equiprobabilidad e hipótesis ergódica a 


del gas tienen en realidad dimensiones geométricas de orden 
d. Puede tomarse como antes que las particulas del gas ideal 
tienen extensiones geométricas nulas, pero las leyes de 
movimiento son tales que en una célula puede hallarse al 
mismo tiempo sólo una partícula, Utilizaremos en lo sucesivo 
precisamente esta representación al exponer los problemas 
del gas ideal. 


Conforme a lo dicho en 1 m* hay sólo N=1/d%x 10% 
células. Por otra parte, a condiciones atmosféricas normales 
en | m? se encuentran n= 2,7-10% partículas, Esto significa 
que en condiciones tipicas a una partícula le pertenecen 


'nz4-10* células. Por consiguiente, la parte principal de 
las células está vacía y son pocas las células ocupadas por las 
particulas. Si las células se agrupan en forma de cubos 
hechos de células, una particula ocupa un cubo que contiene 
40000 células. A lo largo de la arista de semejante cubo se 
sitúan más de 30 células. De este modo, la distancia media 
entre las células ocupadas supera más de 30 veces a las 
dimensiones lineales de la célula. 

Ahora es necesario encontrar un procedimiento para 
diferenciar los microestados según las velocidades. El 
problema se reduce a la búsqueda de una variación de la 
velocidad, para el cual el estado de movimiento de la 
particula se considera cambiado. En otras palabras, cs 
necesario lo mismo que para las coordenadas, formar 
semejantes “células de velocidades” para las velocidades. La 
teoría clásica no podia resolver esta tarea. Fue resuelta sólo 
al surgir la mecánica cuántica. La mecánica clásica se 
contentó con la suposición de que semejante demarcación de 
estados según las velocidades (io los impulsos!) es realizable 
y en principio se puede calcular el número de estados, pero 
no indicó de qué manera eso podia hacerse. En muchos casos 
esta representación es suficiente, ya que en los resultados 
finales el “número de microcstados según los impulsos” 
o bien se lograba excluir del todo, o bien se lograba sustituir 
el cálculo discreto por la integración según las variables 
continuas, pasando al limite. 

La mecánica cuántica demostró ante todo que la particula 
no ocupa cualquier volumen en el espacio y cualquier 
“volumen” según las velocidades. Sus caracteristicas 
espaciales y de velocidad están relacionadas entre si y no 
pueden separarse, además el movimiento de la particula no se 
determina por su velocidad v, sino mediante el impulso p. El 
volumen de la célula que puede ocupar una particula, no se 
determina en el espacio de las coordenadas o impulsos, sino 
en un espacio de coordenadas-impulsos que se denomina de 
fase. El volumen de la célula que ocupa una particula en este 
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A pesar de que por sus 
características internas todas 
las particulas son iguales, en 
el sistema de particulas entre 
éstas en cada momento de 
tiempo existe una 
determinada “jerarquía”. Por 
ejemplo, unas partículas 
poseen mayor energía 

cinética que otras, unas se 
encuentran más cerca del 
centro del recipiente en que 
se ubican, las otras más 
cerca de las paredes, etc. Sin 
embargo las posiciones 
“jerárquicas” de las particulas 
cambian con rapidez: no hay 
ni reyes hereditarios, ni 
pobres eternos. En el 
iranscurso de un lapso 
suficientemente grande cada 
particula permanecerá en 
todos los escalones de la 
escalera “jerárquica”, con la 
particularidad de que todas 
las particulas en cada escalón 
se encuentran en un término 
medio un mismo intervalo de 
tiempo. 


espacio es igual a 
(Ax Ay Az). (Ap, Ap, Ap.Jo = (25h), (4.1) 


donde h=1.05-10—%J.s es la constante de Planck. 
Señalemos que en la óptica y espectroscopia con más 
frecuencia se utiliza en vez de A la constante de Planck A= 
=2nh, ya que resulta más cómoda en el empleo, si en lugar 
de la frecuencia circular se opera con la frecuencia v= 
=0/(2x), puesto que hw = hv. 

El enforque cuántico para tener en cuenta los 
microestados, expresado mediante la fórmula (4.1), 
utilizará en este libro un poco más tarde. Primero nos 
limitaremos a analizar diversos microestados en un espacio 
corriente, evitando analizar en forma explicita los estados en 
el espacio de impulso y quedando satisfechos sólo de la 
convicción de que, al descarlo, eso puede realizarse. Los 
métodos y las nociones que se usan en estefenso son 
suficientemente claros y evidentes, de una parte, y de otra, se 
les puede fácilmente transmitir al espacio de fase. 

POSTULADO DE LA EQUIPROBABILIDAD. Las 
particulas que forman cada sistema del conjunto 
microcamónico, se consideran numeradas, también se 
numeran las células en las que pueden encontrarse las 
partículas. En cierto momento de tiempo cierta partícula se 
halla en diversos sistemas del conjunto en distintas células. Si 
a partir del momento inicial ha pasado suficiente tiempo 
y todos los sistemas del conjunto “han olvidado" su estado 
inicial, la célula, en la que apareció una partícula concreta en 
el sistema dado, es aleatoria. La particula en cuestión no 
tiene ninguna razón preferente para estar en alguna célula 
concreta en comparación con otra. Todas las células son 
equivalentes y todos los sitios de la partícula son 
equiposibles. Si el conjunto contiene una cantidad muy gran- 
de de sistemas N,, el número de sistemas en los que la 
partícula en cuestión resulte en la célula 1, es igual al número 
de sistemas, en los que ella esté en la célula 2, etc. En otras 
palabras, para la partícula dada todas las posiciones posibles 
son equiprobables. El microcstado se caracteriza por la 
posición de todas las n particulas que entran en el sistema, 
o sea, por la distribución concreta de estas particulas según 
las células, en las que se divide el volumen. Dado que todas 
las células para cada una de las partículas son equiposibles, 
es lógico deducir que todas las distribuciones de las 
particulas según las células son también equiposibles. Esto 
significa que todos los microestados son equiprobubles. Por 
eso, por ejemplo, el sistema en el que todas las particulas se 
reunieron en un rincón del volumen en cuestión y ocuparon 
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Fig. 5. Conjunto estadistico 


en este rincón todas 
determinada, se encontra 


las n células de una manera 
en el conjunto tantas veces. 
antas el sistema en el que las particulas se hallan en todos 
los puntos del volumen y ocupan las correspondientes 
n células también de una manera determinada. 

La aserción de la equiprobabilidad de los microestados se 
denomina postulado de la equiprobabilidad. 

Los razonamientos efectuados no son, claro está, 
demostración de esta afirmación. 

En la actualidad no existe semejante demostración 
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Supongamos que estamos viendo 
una película que muestra la 
pesca con la caña. En, ciertos 
lapsos el pescador saca el 
anzuelo del agua, quita el pez 
del anzuelo, lo tira al caldero 
con agua, luego ceba el anzuelo 
con lombriz y lo tira de mueco 
al agua. Medimos con el 
cronómetro la duración de estos 
lapsos. Es obvio que la duración 
sumaria de estos intervalos de 
tiempo dividida por la duración 
de toda la película, es igual al 
número de cuadros en los que 
se fijan las imágenes desde el 
momento en que se saca el 
anzuelo del agua hasta el 
momento en que se le tira al 
agua, dividido por el múmero 
total de cuadros en la pelicula. 
Esto es la parte principal de la 
hipótesis ergódica, pero no 
toda. ¿Qué es lo que hay que 
demostrar más? 


general, por ello la afirmación se llama postulado. Éste 
desempeña gran papel en la mecánica estadistica. 

CÁLCULO DE LAS MEDIAS SEGÚN EL CONJUNTO. 
Tomemos cierta magnitud, relacionada con una particula 
concreta, por ejemplo, el cuadrado de su coordenada. La 
posición del sistema de coordenadas puede ser arbitrario, 
sólo es necesario que sea la misma con respecto a todos los 
sistemas del conjunto (fig. 5). La coordenada de la particula 
en el iésimo sistema del conjunto estadístico la numeraremos 
mediante el índice i. Entonces, según la definición de la 
magnitud media, obtenemos 


(4.2) 


En esta igualdad el índice c muestra que la magnitud 
calculada es media según el conjunto, N, es el número de 
sistemas en el conjunto, x,. la coordenada de la pagzicula en 
el ¿ésimo sistema del conjunto. La cantidad de "células en 
cada sistema del conjunto es igual a N310% y el número de 
sistemas N, en el conjunto se supone considerablemente 
mayor que esa magnitud (N,>N). Por lo tanto puede 
admitirse que el número de sistemas del conjunto, donde la 
particula se encuentra en la j-êsima célula, es grande. Supon- 
gamos que este número es Ny. Entonces, de acuerdo con la 
definición de frecuencia de la probabilidad (21) la 
probabilidad de que la particula esté en la j-ésima célula 
Pj= Nyl Ne (43) 

Transformemos la suma en (4.2) de modo que se agrupen 
los términos pertenecientes a una misma célula, en distintos 
sistemas del conjunto. Dado que (como ya se habia señalado 
antes) en la j-ésima célula la particula se halla en Ny sistemas 
del conjunto, 


NON 
Laxe E Nox), (44) 


mg 


donde x es la coordenada x de la jésima célula; Ny, el 
número de sistemas en el conjunto en los cuales en la j-ésima 
célula se halla la partícula; N, el número de células en cada 
sistema del conjunto estadístico. 

Teniendo en cuenta (4.4) y (4.3), la expresión (4.2) puede 
representarse en forma 


(4.5) 
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donde x, es la coordenada x de la jésima célula; 2, la 
probabilidad de que la particula se halle en esta célula. Dicha 
expresión corresponde a la fórmula (2.17) de la esperanza 
matemática de una variable aleatoria. En su segundo 
miembro no se menciona en forma explicita el conjunto de 
los sistemas. La representación del conjunto en esta fórmula 
se da en forma implicita mediante la probabilidad 2, de que 
la parti se halle en la jésima célula. A veces, los 
razonamientos sobre el cálculo de las medias según cl 
conjunto resultan, con ayuda de la fórmula (4.5), más 
sencillos que con la fórmula (4.2). aunque, claro está, ambas 
fórmulas son equivalentes. 

CALCULO DE LAS MEDIAS CON EL TIEMPO. Obser- 
vemos la posición de la particula en cuestión en uno de los 
sistemas del conjunto durante un lapso muy grande (T — x) 
y hallemos el valor medio del cuadrado de la coordenada 
x de esta particula. En nuestro modelo la coordenada x (1) de 
esta particula varía a saltos al pasar la particula de una 


célula a ntonces. conforme a la definición de la media 
con el 
<x?) = lim 14.6) 


Designemos los saltos sucesivos de la particula por ii x, 
la coordenada de la célula, a la cual pasa la partícula en su 
movimiento después del fésimo salto y An. el tiempo de 
estancia de la partícula en esta célula al llegar alli después del 
iésimo salto, En virtud de lo dicho, la integral en (4.6) puede 
transformarse en: 


T . 
fènd = Y xA. (47a) 
ò 


Pa 
donde m es el múmero de saltos en el transcurso del tiempo 


7 


Ta, (470) 
A 


Siendo el tiempo muy grande T= x. la particula cue 
muchas veces en cada célula. Asi, pues, durante el tiempo T 
la pasará cn la jèsima célula el tiempo 
Tja Èst, (48) 


donde la suma se toma por todos los i. 
j-ésima célula. 
Teniendo en cuenta (4.8). la fórmula (4.7b) adquiere la 


correspondientes a la 
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. 
La afirmación sobre la 
equiprobabilidad de distintos 
microestados se denomina 
postulado de equiprobabili- 
dad. Las probabilidades de 
distintos macrocstados se 
diferencian drásticamente 
entre si. 


La hipótesis ergódica afirma 
que en estado de eq, 
la magnitud media según la 
asociación es igual a la 
magnitud media según el 
tiempo. 


forma 


T=YT, (4.9) 


Escribamos la igualdad (4.6) de nuevo, teniendo en cuenta 
(4.7), (4.70) y (48): 


(4.10) 


(411 


Esto es la duración de la permanencia de la pdrfícula en 
la j-ésima célula con respecto a todo el tiempo. Conforme 
a la definición de la probabilidad (22c), 2, es la probabili- 
dad de la permanencia de la partícula en la ¿ésima célula, 

HIPÓTESIS ERGÓDICA. La pregunta es: ¿es igual la 
probabilidad de (4.11) a la de (4.3)? 

Los razonamientos citados no pueden contestar a esta 
pregunta, pero de modo intuitivo es evidente que esto es así. 
La afirmación 


(4.12) 
[donde 2, se determina mediante la fórmula (4,3) y Pj, por 
la fórmula! (4.11)] se denomina hipótesis ergódica, Se la puede 
expresar en otra forma si en virtud de (4.10) (45) y (4.12) se 
escribe 


(4.13) 


es decir, la media según el conjunto es igual a la media segon 
el tiempo. La demostración de la validez de esta hipótesis 
para el caso general no existe hasta hoy día. Dicha hipótesis 
es una de las fundamentales suposiciones de la fisica 
estadística. 

Por primera vez en 1871 esta hipótesis fue enunciada por 
L. Boltzmann (1844-1906). Luego J. Maxwell en 1879 analizó 
la posibilidad de sustituir las medias según el tiempo por las 
medias según el conjunto. 

Hemos mostrado el contenido principal de la hipótesis 
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¿Qué modelo de disposición 
y moximiento de las 
moléculas del gas hay que 
recunacer para darle cierto 
sentido a la representación 
del cambio del estado 
roscópico? 


. Explique el sentido de 


diversas enunciaciones de la 
hipótesis ergódica. 

Cite un ejemplo del estado 
inaccesible para la hipótesis 
ergódica que, sin embargo. 
sea compatible con el prin- 
cipio de conservación de la 
energía. 


l. ¿Cuál fue el manantial de las 


dificultades para calcular la 
cantidad de microestados en 
la física precuántica? 


ergódica en un ejemplo artificial de los “estados de una 
partícula” para aclarar con mayor evidencia su esencia. Sin 
embargo, en la realidad se trata del estado de un sistema que 
consta de una cantidad enorme n de partículas. En este caso 
el conjunto de los sistemas tomado en cierto momento de 
tiempo, representa en si una totalidad de microestados del 
sistema. La hipótesis ergódica supone que en esta población 
existen todos los posibles microestados del sistema que son 
compatibles sólo con las posibilidades espaciales del 
movimiento de las particulas y con el principio de 
conservación de la energía (si se examinan también las distri- 
buciones de las particulas por los impulsos). En el transcurso 
de un lapso suficientemente prolongado cualquiera de los 
sistemas del conjunto sufrirá todos los microestados posibles, 
con la particularidad de que su tiempo relativo de 
permanencia en cada uno de los microestados es igual al 
número relativo de los sistemas en el conjunto que se 
encuentran en este microestado. Como corolario de estas dos 
suposiciones sirve la posición de que las medias según el 
conjunto son iguales a las medias según el tiempo. Este 
corolario puede tomarse por .si mismo en calidad de 
enunciación del contenido de la hipótesis ergódica. 

En otras palabras, la hipótesis ergódica puede expresarse 
en forma de la afirmación de que al comenzar su movimiento 
desde cualquier estado, el sistema alcanzará oblivatoriamen- 
te el estado tan próximo como se quiera a cualquier otro osti- 
do compatible con <l principio de conservación de la enes 
gia 

La reserva de que el sistema no alcanza cualquier estado 
posible, sino un estado, tan próximo como se desee, a cual- 
quier estado posible, es muy esencial. Por ejemplo, tomemos 
un gas ideal, para el cual la hipótesis ergódica se realiza 
probablemente, pero sin embargo, a pesar de todo se puede 
señalar los estados de este sistema que con seguridad no se 
cumplen. Supongamos que un gas está en un recipiente 
cúbico y todas las particulas del gas se mueven paralelamente 
a una de las aristas y se distribuyen en el espacio de modo 
que no chocan una con otra, sino que chocan sucesivamente 
sólo con dos caras opuestas del cubo. El sistema permanecerá 
en este estado de movimiento un tiempo infinitamente largo, 
y no puede ocurrir que por lo menos una de las partículas 
comience a moverse de modo no paralelo con respecto a la 
cara del cubo elegida. Dado que el movimiento de las 
particulas se controla por las ecuaciones de la mecánica, 
reversibles en el tiempo, se desprende que el sistema no pue- 
de llegar a este estado de movimiento desde los otros estados 
en los que las velocidades de las partículas no eran colineales 
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a la cara en cuestión del cubo. Pero ello significa que para el 
sistema de gas ideal que se considera ergódico, existen 
estados inaccesibles. No obstante el sistema se acercará 
obligatoriamente tan próximo como se quiera a estos estados 
irrealizables, 

RELACIÓN ENTRE EL POSTULADO DE EQUIPRO- 
BABILIDAD Y LA HIPÓTESIS ERGÓDICA. Si se considera 
que la hipótesis ergódica es válida, puede demostrarse el 
postulado de equiprobabilidad aplicando en el caso clásico el 
teorema de Liouville y en el caso cuántico, el principio del 
equilibrio detallado. Pero esta demostración rebasa el margen 
del material de este libro. 


$ 5. PROBABILIDAD DEL MACROESTADO 


Se define el concepto de la 
probabilidad — termodinámica 
y en virtud de la relación 
general entre los estados ma- 
croscópicos y microscópicos se 
calcula la probabilidad del 
macroestado. Se aclara la 
colación entre los macro- 
estados de equilibrio y el más 


probable. 
Se deduce la distribución 
binomial y la distribución de 
Poisson, 


PROBABILIDAD DEL MACROESTADO. El macroestado se 
efectúa mediante una cantidad grande de microestados. Si se 
conocen los criterios, por los cuales se caracteriza dicho 
macroestado, se puede, en principio, enumerar todos los 
microestados compatibles con esos criterios y contar esa 
cantidad. Designemos por T, el número de microestados en 
el que el indice a caracteriza el macrocstado, Por supuesto 
que se puede destacar el criterio de macroestado al que 
pertenece T, en forma de argumento de T, por ejemplo, Fa) 
o mediante algún otro procedimiento más cómodo en 
condiciones concretas. Indiquemos con la notación To el 
número total de estados que puede alcanzar el sistema de 
acuerdo con la hipótesis de ergodicidad. Entonces, a base del 
postulado de equiprobabilidad para los microestados y de la 
definición de la probabilidad (21), obtenemos para la 
probabilidad 2, del macroestado en cuestión 


(51) 


La cantidad de microestados F, se denomina también 
probabilidad termodinámica del estado macroscópico. Pero 
este número no es una probabilidad en sentido matemático, 
ya que esta última es siempre igual o inferior a la unidad, 
mientras que el número T, es muy grande. No obstante, 
recibió el nombre de probabilidad (termodinámica), puesto 
que con su ayuda se halla por la fórmula (5.1) la probabili- 
dad del macroestado correspondiente. 

La tarea de la teoría es la definición de la cantidad de 
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estados que entran en la fórmula (5.1). Claro que un cålculo 
directo del número de estados es posible sólo en casos poco 
frecuentes. Por ello la tarea de la teoría en la mayoria de los 
casos consiste en hallar la cantidad de estados sin contarlos, 
o incluso hallar de una vez la probabilidad 2,, sin conocer 
la cantidad de estados. En lo sucesivo se examinarán diversos 
procedimientos mediante los cuales se logra eso. En el caso 
del gas ideal es relativamente fácil realizar el cálculo directo 
de la cantidad de microestados mediante las variables 
espaciales. Señalemos que el menosprecio de los estados, 
condicionados por la distribución de las particulas en función 
de los impulsos, no significa la restricción de la validez del 
lisis de la distribución espacial de las partículas. Es obvio 
que las distribuciones de las particulas en función de las 
coordenadas (células espaciales) e impulsos (células de 
impulsos) pueden considerarse independientes. Por ello el 
número tots de los microestados del sistema es igual a 
producto del número de los microestados espaciales por el 
número de microestados de impulso. 

Al calcular la probabilidad de cierta distribución 
macroscópica en el espacio, la cantidad de estados de 
impulso es la misma tanto al calcular el número de estados 
microscópicos mediante los cuales se efectúa el estado 
macroscópico dado, como al calcular el número total de los 
microestados del sistema. Asi, pues, el número de estados de 
impulso entrará en calidad de factor en el numerador y 
denominador de la fórmula (5.1) y se simplificará. Entonces al 
calcular la probabilidad del estado espacial macroscópico, en 
la fórmula bajo T, y I puede comprenderse sólo la cantidad 
de microestados espaciales. 

FÓRMULAS DE LA COMBINATORIA ELEMENTAL. Para 
calcular directamente el número de microestados son 
necesarias algunas fórmulas matemáticas de la teoria de 
variaciones. 

Supongamos que hay n lugares y n diferentes objetos. Se 
pregunta: ¿con cuántos procedimientos pueden colocarse 
n diversos objetos en n sitios? Tomemos cualquier objeto 
entre los n objetos diferentes. A éste se le puede colocar en 
n sitios existentes mediante n procedimientos. Para cada una 
de las n posiciones del primer objeto, el segundo puede 
ubicarse en n— l sitios y. por lo tanto, dos objetos pueden 
colocarse en » sitios por medio de n(n— 1) procedimientos, 
Para cada una de las n(n— 1) variaciones el tercer objeto 
puede ubicarse en n — 2 sitios y. por consiguiente, tres objetos 
pueden colocarse en n sitios mediante n(n— 1)(n— 2) 
procedimientos, etc. Asi. pues, los n objetos pueden colocarse 
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en n sitios por medio de 
nin- Din- 2.1m! (52) 


diferentes procedimientos. Para citar un ejemplo supongamos 
que existen n sillas iguales que se encuentran en una fila, y 
n distintas personas que pueden sentarse en estas sillas, El 
número n! nos da la cantidad de diferentes fotografías que 
pueden obtenerse al sentar a esta gente en las sillas de 
diferentes modos. Por ejemplo, a tres personas (un hombre, 
una mujer y un niño) se les puede sentar en tres sillas 
mediante 31=6 procedimientos: 


AT LEES 
Agal ERG 


El sistema “no sabe” qué 
macroestado es el más 
probable. El sistema pasa de 
un microestado a otro sin 
preferir uno a otro, Sin 
embargo, la cantidad 
abrumadora de transiciones 
se efectúa hacia el estado de 
equilibrio, a consecuencia de 
lo cual se saca la conclusión 
de que las transiciones 
totalmente caóticas de un 
microestado a otro crean un 
movimiento ordenado del 
sistema a un estado de 
equilibrio. 


Ahora supongamos que existen m objetos diferentes. Se 
pregunta: ¿cuántos procedimientos se necesitan para 
colocarlos en n sitios? Para cada variación de m objetos n — 
—m sitios quedarán libres. Si estos n-m sitios estuviesen 
ocupados por diferentes objetos, entonces para cada 
disposición fija de m objetos, se les podria colocar mediante 
(n — m)! distintos procedimientos. Si se examinan todas las 
variaciones posibles de m objetos según # sitios y para cada 
una de ellas efectúan (n-m)! variaciones de otros n—m 
objetos en los restantes n —m sitios, se obtiene la cantidad de 
diferentes variaciones de diversos m+(n—m)=n objetos 
según n sitios diferentes, o sea, n! Por consiguiente, el 
número de procedimientos buscados de la variación de 
m objetos según n sitios diferentes 


Pin, n-m) =n t(n m)! (53) 


Es necesario comprender qué es lo que tenemos en cuenta 
hablando de distintos procedimientos de la variación. 
Volviendo al ejemplo de las fotografías, por m se debe 
comprender el número de diferentes personas y por m, la 
cantidad de sillas, en las que éstas pueden sentarse, Entonces 
2 (n, n — m) significa la cantidad de diferentes fotografías, con 
la particularidad de que no sólo se consideran diferentes las 
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fotografías en las que, por ejemplo, es diferente la sucesión en 
la que están sentadas las personas, sino también aquellas, en 
las que ellas están sentadas en la misma sucesión, pero en 
distintas sillas. Por eso la fotografía, en la cual ellas están 
sentadas una al lado de otra en una sucesión determinada de 
izquierda a derecha y ocupan las sillas desde la primera a la 
m-ėsima (las sillas están en una fila) se diferencia de la 
fotografía donde están sentadas de la misma manera, pero 
ocupan desde la segunda silla hasta la (m+ 1)ésima. Por 
ejemplo, en tres sillas (n = 3) dos personas (un hombre y una 
mujer) pueden sentarse mediante 3Y[0—2))=6 
procedimit 


Te z) a. 
E 13% 
e ik f I 
loe Xd er r 
| | JA 

de 4 PU o to y 1] 


Supongamos que m objetos, de cuyas variuciones según 
n sitios se trata, son iguales y no se distinguen entre sí. Por 
ello dos variaciones que se diferencian sólo en que en ellas 
dos lugares cambiaron de sitio, se consideran iguales. En este 
caso para cada variación de m objetos pueden realizarse m! 
permutaciones que no cambian las variaciones, Por lo tanto, 
en virtud de (5.3) la cantidad de procedimientos buscada es 


S si e 


En este caso las variaciones serån diferent 
ocupadas distintas combinaciones de los sitios, indepen- 
dientemente de què combinación de m objetos ocupa estos 
sitios. Por eso la fotografia en la que m personas ocupan los 
sitios desde el primero hasta el neésimo, se diferencia de la 
foto en la que ellas ocupan desde el segundo sitio al (m+ 
+ Ipésimo, pero es igual a la foto en la que, como antes, 
ellas estan sentadas desde el primer sitio hasta el m-ésimo, 
pero el orden de cómo se sitúan en esos sitios cambió de 
cierta manera. Por ejemplo, dos hombres iguales (m 
den sentarse en tres sillas de 3/[213-2)1] 
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procedimientos: 


$13 agg 


Por fin, queda por contestar a una pregunta más. Supon- 
gamos que hay n objetos distintos, Se pregunta: ¿con cuántos 
procedimientos se puede elegir de ellos un grupo de 
m objetos para que todos los grupos sean distintos (se 
diferencien por la composición de los objetos)? El orden de 
los objetos en el grupo no tiene ninguna importancia, Esta 
tarea puede resolverse de la siguiente manera. Si el grupo 
consta de un objeto, de n objetos pueden formarse n grupos 
diferentes. Diversos grupos de dos objetos se forman de la 
siguiente manera: cada uno de los n objetos distintos se 
combina con los n — 1 objetos restantes, es deci cantidad 
total de las combinaciones es n(n — 1), 

Pero las combinaciones que se diferencian sólo por el 
orden, se consideran iguales. La cantidad de permutaciones 
para dos objetos es igual a 2! y, por lo tanto, el número total 
de diferentes grupos de dos objetos que se pueden formar de 
los n objetos, es n(n—-1)2! Continuando estos 
razonamientos, llegamos a la conclusión de que el número de 
procedimientos con los que pueden elegirse m objetos 
diferentes entre n casos distintos, 


Cin m= ” 


Z mine mt 
Según su forma, esta fórmula coincide con la (5.4), pero su 
sentido y el significado de las magnitudes que entran en ella 
son completamente diferentes. Supongamos que existe un 
grupo de tres personas (n= 3) -un hombre, una mujer y un 
chiquillo — que forman un grupo de “objetos” del que se efec- 
túa la muestra del subgrupo: 


A 


ĝ 
I 
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Está claro que el grupo de “objetos” satisface por 
completo las condiciones de poder aplicar la fórmula (5.5). 
Recordemos Otra vez más que tanto en el grupo completo, 
como también en las muestras según los subgrupos, el orden 
de seguimiento de los “objetos” o su disposición mutua no 
tiene ninguna importancia. De ellos pueden formarse grupos 
de m= 2 personas La. cantidad de grupos diferentes es igual 


=5- 


3 ? 


N Van 


Fig. 6, Cálculo de la prol 
bilidad del macrocstado 


CÁLCULO DE LA POSIBILIDAD DEL MACROESTADO. 
Designemos: por Y el volumen que ocupa el gas ideal; por n. 
el número de particulas que se hallan en él. La cantidad de 
las células que pueden ocupar las particulas es igual a N = 
= Vid, donde 107% m?, Este múmero es muy grande 
y siempre mantiene la condición de N>n. Hallemos la 
probabilidad 21Y,,m) de un estado macroscópico del 
sistema, para el cual en cierto volumen fijo Y, parte del 
volumen V, se encuentran m particulas (fig. 6). Según la 
condición del problema, V, < V y m<n. Pero además, el 
volumen V, no debe ser muy pequeño y tiene que poseer por 
lo menos m células, en las cuales podrían ubicarse 
m particulas. La cantidad de células en el volumen V, cs 
igual a N, = V, d’, por eso N, >m. 

Por lo visto, la cantidad total de microestados es igual al 
número de procedimientos, mediame los cuales 11 particulas 
se pueden colocar en N células. Se supone que las particulas 
se diferencian una de otra (por ejemplo, están numeradas) 
Esto significa que dos microcstados, en los que las particulas 
ocupan las mismas células, son distintos si, por ejemplo, dos 
partículas cambiaron de sitio en algunas células, Aqui hay 
que prestar atención a que las particulas en cuestión son 
idénticas e iguales según sus propiedades. Por lo tanto, las 
propiedades de dos microestados, en los que las particulas 
cambiaron de sitio, deben ser totalmente iguales; no obstante 
consideramos estos microestados diferentes. Ello tiene un 
sentido fisico bien determinado. Por ejemplo. el sistema 
necesita cierto tiempo para pasar estos microestados 
aparentemente iguales. Por eso para cl número total de 
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microestados del sistema obtenemos, conforme a la fórmula 
(5.3): 


To=N YN —=m! (56) 


Calculemos el número de microestados, mediante los 
cuales se realiza el macroestado en cuestión, cuando el 
volumen V, contiene m particulas. Designemos este número 
por T(V, m). Si el volumen V, posee cualesquiera 
m particulas, el número total de los microestados para ellas 
es 
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En la parte restante del volumen V-V, hay n-m 
partículas restantes. La cantidad de microestados que son 
accesibles para ellas es: 
UV Vin m= NN )YIN—N -n= m]! 458) 
Asi, pues, para m particulas concretas en el volumen V, el 
número total de microestados, mediante los cuales se efectúa 
el macroestado, es y(V,, m)y(V— V,, n—m), ya que con 
cada uno de los microestados en V, se combinan todos los 
estados en el volumen V-—V,. En cambio el producto 
Y (Y, m)y(V — V,, n— m) no nos da todos los microestados, 
mediante los cuales se realiza el macroestado. Ello representa 
sólo aquel número de microestados que corresponde a cierto 
conjunto concreto de particulas m en el volumen V,. Pero 
m particulas entre la cantidad total de n particulas pueden 
elegirse mediante n !/[m !(n — m) !] procedimientos, como fue 
hallado en (5.4). Por ello la cantidad total de microestados, 
mediante los cuales se realiza el macroestado, 


n! 
TE a a (59) 
iente, en virtud de (5.1) obtendremos para la 
probabilidad del macroestado la fórmula 


! Ni UN —N JUN -n)! 
=m)! (NM NN, -n mN 
(5.10) 
Por eso mismo el problema sobre la definición de la 
probabilidad del macroestado está resuelto, ya que todas las 
magnitudes del segundo miembro de la fórmula (5.10) se 
conocen. En cambio, para que la fórmula sea obvia, es 
necesario reducirla a una forma aún más simple. Esto puede 
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hacerse, usando el hecho de que todos los números que 
entran en ella son muy grandes. En efecto, si el gas se 
encuentra a condiciones atmosféricas normales, entonces para 
V,=lcm? n310, Nz10%, N,=10*%(V,/V). Por lo 
tanto, la cantidad de células en V, es también 
extremadamente grande incluso si V, forma una parte 
pequeña de todo el volumen V. Para las condiciones que nos 
interesan puede suponerse que N,>m. En este caso la fór- 
mula (5.10) se simplifica en gran medida, 

FÓRMULA DE STIRLING. Para n grandes se efectúa la 
igualdad 


MOTOS (5.11) 
Esta formal, y se demuestra partiendo de la 

igualdad 

ln!=l01+I02+..+Inn= Y Innán, An=1. (512) 


i 
do que An para n grandes 
peque: 


considera una magnitud 
en (5.12) puede pasarse de la suma a la integral 


Inn'zjinndn=ninn-n, (5.13) 
i 

donde en el segundo miembro se omite la unidad que es 

pequeña en comparación con n. Al derivar (5.13), llegamos 

a (St. 

FÓRMULA PARA LA PROBABILIDAD DEL MA- 
CROESTADO. Todas las factoriales en (5.10) es necesario 
expresarlas a través de las potencias según la fórmula (5.11). 
Al utilizar la fórmula de Stirling hay que tomar en 
consideración que N,»m N-N, >n-m Nm Por 
ejemplo, 


(Nm)! ( 


donde lim (1+ xn 


Las otras factoriales se calculan del mismo modo. Como 
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consecuencia la fórmula (5.10) adquiere la forma 
TN NY 


volumen V,; =] —p es la probabilidad de que 
la particula esté en la parte restante del volumen V-V, 
Y como debe ser p +q = 1, porque la particula se encuentra 
bien en V,. bien en V> V, 

La fórmula (5.14) es cómodo escribirla de nuevo mediante 
las probabilidades p y q de la estancia de una partícula aislada 
en los volúmenes V, y V— V,: 


(5.159) 


Esta distribución se denomina binomial. En la definición 
(5.15a) de la distribución binomial el vofumen V, no tiene 
importancia ya que se elige sólo para dar un sentido obvio 
a la probabilidad p para una particula aislada que se 
encuentra en dicho volumen. El contenido de esta definición 
no depende de la elección del volumen V,, lo que está refleja- 
do también en la forma de la escritura de (5.154). al faltar 
Y, en forma explicita en el segundo miembro. 

Por eso daremos otra definición de la distribución 
binomial más general. Supongamos que se realiza una prueba 
para investigar la aparición de cierto suceso, con la 
particularidad de que en cada prueba el suceso o puede 
ocurrir o no puede. Otro caso es imposible. A titulo de 
ejemplo puede tomarse la extracción de las bolas de la urna. 
Én la urna hay una cantidad de bolas de distinto color. La 
prueba consiste en sacar la bola al azar. Después de fijar el 
color, la bola se vuelve a su sitio y las bolas se mueven de 
nuevo para que la siguiente prueba transcurra en las mismas 
condiciones que la anterior. En otras palabras, el caso de 
cada una de las pruebas sucesivas no debe depender de los 
resultados de las otras y la probabilidad de los resultados de 
una prueba aislada debe ser constante. Supongamos que el 
suceso a estudiar es la extracción de una bola de color 
determinado, digamos, una bola negra. Designemos la 
probabilidad de su extracción durante una prueba aislada 
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E) número de microestados 
mediante los cuales se efec- 
túa el macrocstado dado, se 
denomina probabilidad 
termodinámica del 
macroestado. Este número es 
muy elevado. Se llama 
probabilidad del estado 
macroscópico del sistema 

a la relación entre su 
probabilidad termodinámica 
y la cantidad total de los 
microestados posibles del 
sistema, 


El estado más probable de 
un sistema aislado que está 
abandonado a su propia 
suerte, es el equilibrio. 


(solitaria) por p. Entonces la probabilidad de que durante la 
prueba la bola no se saque es igual a g=1=p. 

Hallemos la probabilidad de que para n pruebas el suceso 
en cuestión ocurra m veces, Calculemos ante todo la 
probabilidad de que el suceso ocurra m veces en cierta 
sucesión, por ejemplo, en ésta: 

AA IA AM MA 


m sucesos, n pruebas 


10) 


donde (+) significa que el suceso ocurrió y (—) que no 
ocurrió en la prueba correspondiente. La probabilidad de la 
realización de la sucesión (*) según la regla general de 
multiplicación de las probabilidades es igual a 

Ppi = ppl -PU PMA pp- PU PY, 

ya que el suceso a estudiar en la serie de n sucesos ocurre 
m veces. Pero éste puede suceder m veces no sólo en la 
sucesión (*), sino también en otras muchas sucesiones, cuyo 
número total se calculó en (5.5). Por lo tanto la probabilid. 
de que en la sucesión de n prucbas el suceso en cuestión 
ocurra m veces, es igual a 


Pe rms. (5.150) 


En la fórmula (5.1 Sa) la fijación de la posición de la particula 
es precisamente la “prueba”. El resultado de la prueba es: 
bien la particula se encuentra en el volumen V, (la 
probabilidad p=V,/V), o bien no está en él. La cantidad 
total de las pruebas es igual al número total de las particulas, 
cuya posición está fijada. 
Los razonamientos que condujeron a (5.15b), pueden 
generalizarse para el caso de varios sucesos independientes 
.. cuya probabilidad de aparición en una prueba 
Pa» +.» Dado que los sucesos son independientes, 
Pı +pı+...= 1. La probabilidad de que en cierta serie de 
n pruebas los sucesos ocurrieron en alguna sucesión concreta 
Ais Ai Ai «+» es igual a pa, pa; Pis +... La probabilidad de 
que en esta sucesión el suceso A, apareció m, veces, el suceso 
Ay, m, Veces, etc, cs 


PM, mz --.] 


(m, +m, +... =n), (5150) 
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donde el factor n!/(m, tm; !...) tiene en cuenta la cantidad 

de procedimientos con los que m, de los sucesos Ay. m, de 

los sucesos Ay, etc., pueden situarse en la serie de sucesos. El 

valor de 2. (m;, ma, ...) es la probabilidad de que en la serie 

de n pruebas el suceso independiente A, ocurra m, veces, 

etc. 

La distribución binomial (5.15b) es un caso particular de 

ñ el suceso en cuestión puede o bien 

ocurrir con la probabilidad p, =p, O bien no suceder con la 

probabilidad p, = 1 = p. Por ello la probabilidad de que en la 

por 

consiguiente RO sucede A= a. veces, Ea Igual, regla MI ISFE 
mula (5.15c), a 


Pim, n 


Al pro, 


min —m)! 

lo que coincide con (5.15b) 
EL NÚMERO DE PARTÍCULAS MÁS PROBABLE. Como 
se ve al momento, para m muy pequeños m-—0 y para muy 
grandes m=»m, el valor de #(V,, m) cs muy pequeño: 


PO mo 0390, PV mon zp "+0, 


ya que q y p son inferiores a la unidad y n es grande. Pa- 
ta cierto valor intermedio de m, 2(V,, m) alcanza el m: 
ximo. Para hallarlo, es necesario resolver la ecuación 
dP (Y. m)jdm=0. 

Calculemos esta derivada para cuando V, y p son 
suficientemente pequeños y q es próximo a la unidad. Pero 
por otra parte, el volumen V, no debe ser demasiado 
pequeño para cuando p sea infimo. En este caso el término 
p” es tan pequeño que el factor de la factorial en la fórmula 
(5.15a) comienza a carecer de importancia. Para estas 
condiciones el máximo se alcanza para valores 
suficientemente grandes de m y las factoriales en (5.15a, b) 
pueden transformarse según la fórmula de Stirling (5.11), pero 
en esta ocasión no en todos los casos puede omitirse m en 
comparación con n. Entonces 


n inje ii (1 m/n)" 

m!{n— m)! ner Ta — mE =) (l = m/n 
(5.16) 

Dado que n— ow, (1 — m/n =e". Por eso la fórmula 
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(5.154) toma el aspecto 


Pi A E (517) 


Al diferenciar esta expresión con respecto a m e igualando 
la derivada a cero, obtenemos una ecuación para definir el 
valor de mp. con el cual se alcanza el máximo: 

nep 

m4 
ma EMP EN. (5.19) 
ya que q7 

Por cuanto todo el cálculo se realizó de modo 
aproximado, de la igualdad (5.19) puede hablarse sólo como 
de una aproximación. Las estimaciones más precisas 
muestran que dicha igualdad se mantiene con una gran 
precisión para una cantidad grande n de particulas en un 
volumen V. siendo V, no muy pequeño. El sentido de este 
resultado es extremadamente sencillo: n/V=np la 
concentración de las particulas en el volumen, si éstas 
estuviesen distribuidas uniformemente por todo el volumen. 
Por otra parte, nma mto/V, es. por lo visto, la concentración 
de particulas más probable en el volumen V,. Teniendo en 
cuenta que p= V, Y, la igualdad (5.19) puede representarse 
en forma de 


Máx = Mo» (520) 
es decir, la concentración de particulas más probable en el 
volumen V, es la que corresponde a la distribución uniforme 
de las partículas por todo el volumen. Puesto que la posición 
del volumen V, es totalmente arbitraria y puede elegirse en 
cualquier zona del volumen V, deducimos inmediatamente 
que la distribución más probable de la concentración de las 
particulas en un volumen es la distribución uniforme. 
mejante estado del sistema cerrado es estacionario y de 
equilibrio (según la definición). Por eso el resultado obtenido 
puede expresarse de otra manera: el estado de equilibrio del 
sistema es su estado más probable, 
DISTRIBUCIÓN BINOMIAL. La fórmula (5.158) se 
denomina distribución binomial por su relación con la fòr- 
mula del binomio de Newton que tiene el aspecto 


(a 


ln 


=0, (5.18) 


e a a) 
TS 


Prim] 


PUTA (5.21) 


66 


1. Método estadístico 


A A 


<m> m 


Fig. 7. Distribución binomial 
para grandes valores de n 
y <m) 


Si se toma en consideración (5.5), se hace evidente que las 
probabilidades (5.15a) coinciden con algunos términos del 
binomio (5.21) cuando p y q se interpretan como probabilida- 
des. En este caso p +q = l y la fórmula (5.21) se transforma 
en la condición de normalización de las probabilidades: 


E PV, m) 


La fig. 7 muestra la dependencia entre 2(V,. m) y m en 
forma de una curva ininterrumpida, ya que en la escala que 
se tiene que utilizar, los valores de m son muy grandes 
y algunos puntos como si se uniesen en una curva continua, 
a pesar de que, por supuesto, esto es un resultado ordinario 
del diseño (procedimiento de diseño) y no de ningún modo la 
posibilidad de trazar una curva continua de puntos aislados. 
La curva representa en si un pico muy alto y estrecho, cuyo 
máximo se encuentra para mmay=1/0 La altura y anchura 
del pico están relacionadas entre si mediante la condición de 
la normalización 


AMP (Vi, Mai) ~ 1. (5.22) 


donde Am es la anchura del pico 

Asi, pues, la probabilidad de que el número de particulas 
en el volumen V, incluso se desvie de mmixes totalmente 
insignificante y disminuye muy rápido al aumentar la 
desviación. Pero sin embargo, la cantidad de las particulas no 
es todo el tiempo estrictamente igual a mmis sino que oscila 
alrededor de esta magnitud. Estas desviaciones se llaman 
Nuctuaciones. 

FORMAS LIMITES DE LA DISTRIBUCIÓN BINOMIAL. 
Cuando el número de pruebas n= ææ, la distribución (5.150) 
tiende a la forma limite que depende de las condiciones en 
que tiende al infinito. 

Existen dos casos límites más importantes: 

I) si n> para p=const, se obtiene la distribución 
normal (véase el $ 8); 

2) si neo para mp = const, se obtiene la distribución de 
Poisson. 

DISTRIBUCIÓN DE POISSON. Designemos por <m) el 
número medio de particulas en el volumen V, que se 
examinó con respecto a la deducción de la fórmula (5.153). 
Dade que n/V es la concentración de particulas media en 
todo el volumen, (<m)/V)=n/V o V,¡/V=<m)n. 
Sustituyendo este valor en (5.15) para Y,/V=p=<m)/n, 
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distribucion de Poisson. 


obtenemos 


2,0 (e y 3 my dE 
n » 


Transformemos el segundo miembro: 


O OE 
am n = 


n m! (1 Cm ay 


_m- ') Km" (1 — <m> nY" 


De aqui para n= se obtiene la forma limite de la 
distribución binomial: 


i UN 

| Pma ima ma O e (523) 
SK mi 

en la que se tuvo en cuenta el valor del limite bien conocido 
pS 

i a( me 

bal 


La fórmula (5,23) se denomina 
Durante la deducción se aclaró el sentido de la distribución: 
si en cierto volumen. intervalo de tiempo, etc., se observa en 
término medio <m) sucesos, la probabilidad de percibir en el 
transcurso de la observación m sucesos es igual a 2(m) 

Es obvio que si se sabe que la cantidad media de las 
particulas en el volumen V, es igual a <m), puede aplicarse 
la mencionada fórmula para el cálculo de la cantidad de 
particulas en este volumen. Como otro ejemplo. examinemos 
la salida del gas de un recipiente a través de un orificio 
pequeño en la pared fina. Para asegurar la independencia de 
la salida de las moléculas aisladas del recipiente con respecto 
al destino de otras moléculas, consideremos que fuera del 
recipiente hay vacio y dentro de él el gas está muy enrarecido 
y las moléculas chocan entre si relativamente pocas veces. En 
todo caso en el orificio durante la salida del recipiente las 
moléculas no chocan. Además. para garantizar la 
invariabilidad de las condiciones en el recipiente, al salir las 
moléculas de éste. consideremos que cl volumen del 
recipiente y cantidad de moléculas en él son 
suficientemente grandes y el orificio y el número de 
moléculas que han salido durante el experimento, bastante 
pequeños. 

Está claro que la cantidad de moléculas que han salido 
por el orificio, es proporcional al intervalo de tiempo, 
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Calculemos la cantidad de moléculas que dejan el recipiente 
lo de tiempo Ar. Después de realizar una canti- 
ciente de prucbas, hallaremos este número medio que 
es proporcional a Ar, es decir, tiene el aspecto pAr, donde 
p se determina mediante las condiciones del experimento. Se 
pregunta: ¿cuál es la probabilidad de que al calcular las 
moléculas en el siguiente intervalo de tiempo Ar se 
encuentren m moléculas? Esta probabilidad se da mediante la 
distribución de Poisson 

u An” 

m! 


Pim= a>, (524) 


La observancia de la condición de la normalización en la 
distribución de Poisson se deduce de la igualdad evidente 
TORS 


o m 


Es útil señalar también que para grandes valores de 
¿m)=m 


Pim Te OE: i 


donde se ha utilizado la Fórmula de Stirling m? x (m/e)”. Esto 
fica que siendo m grandes, la probabilidad 2 (m # 
#em))z0 y la distribución de las probabilidades en las 
proximidades de m = <m) disminuye rápidamente de su valor 
de cresta para m=(m), como se muestra en la fig 7. 
Ejemplo 5.1. En la urna hay 10 bolas blancas y 5 negras. 
Se extraen 5 veces las bolas de la urna, con la particularidad 
de que después de sacar la bola, ésta se devuelve. ¿Cuál es la 
probabilidad de que en este caso se saque 3 veces una bola 
blanca y 2 veces, una negra? 
Es un problema tipo de la aplicación de la distribución 
(5.15c). Tenemos 


IICA 


Ejemplo 5.2. Durante unas largas observaciones en una de 
las estaciones del metro se determinó que en cierto dia de la 
semana en el transcurso de 5 minutos, desde las 8 h 45 min 
hasta las 8 h 50 min un 70 por 100 de los pasajeros pasan 
por las puertas automáticas, usando monedas de cinco 
kopeks, un 20 por 100 emplean bonos de viaje y un 10 por 
100 compran los billetes en la taquilla. ¿Cuál será la 
probabilidad de que entre los 10 pasajeros elegidos al azar en 
este periodo de tiempo 7 utilicen las puertas automáticas, 


P3. D)= 
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2 usen los bonos y un pasajero pase con un billete comprado 
en la taquilla? 

Dado que para cada uno de los pasajeros estas tres 
posibilidades forman un sistema completo de probabilidades, 
hallamos 


10! (I1Y(3VYpAY 

200202506) (50) (55) = 000. 

Ejemplo 53. El estudio del trabajo de una mecanógrala 
mostró que durante un 20 por 100 de los días de trabajo al 
año ella hace menos de cuatro erratas, durante un $0 por 100 
el número de erratas es de 5 a 10 y en los restantes 30 por 
100 de los días la cantidad de erratas supera a 10. 
Determinar la probabilidad de que en el transcurso de tres 
dias entre cinco ella haga más de 10 erratas al día, 

Las probabilidades de que haga durante un día menos de 
cuatro erratas, desde 5 hasta 10 y más de 10, son 
respectivamente iguales a p, =0,2; p, =0.5; p, =0,3. 

En el transcurso de tres dias la mecanógrafa hace más de 
10 erratas en tres casos diferentes: 

1 dos días menos de 4 erratas y tres dias más de 10: 


P40,0,3)= 5 oro, 
23 


con la particularidad de que el argumento de 2, muestra la 
cantidad de días cuando se realiza el número de erratas que 
corresponde a la probabilidad Py. P: Y Py 

2) dos dias la cantidad de erratas es de 5 4 10 y tres dias, 
más de 10: 


5! 


P, (0.2, 3)= TE 


3) un dia el número de erratas es inferior a 4, un dia, de 
$ a 10 y tres dias más de 10: 


(0.57 (0. 


5! 


PALA) = F502 


5-403)’. 


31 


Estos tres casos agotan todas las posibilidades cuando la 

nógrafa en el transcurso de tres días hace más de 10 
erratas cada día. La probabilidad total de que durante una 
semana haya tres días en los que la mecanógrafa haga más 
de 10 erratas cada uno de los dias, es igual a la suma de las 
probabilidades: 


PIO) ISO) + 25 (1,1,3)= 
> 31 
2131 


(0,3) [10. 


+ (0.5)? + 2-0,2-0,5] =0,132, 
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o sea, sólo aproximadamente un 13 por 100 de las semanas 
ocurre que la mecanógrafa durante tres dias hace más de 10 
erratas. 


$ 6. FLUCTUACIONES 


El problema sobre las fuc- 
iuaciones de las magnitudes 
fisicas se examina, basándose 
en el ejemplo de la cantidad 
de particulas en el volumen. 
Se calculan las Nuctuaciones 
los márgenes de la distri- 
bución binomial. Se hace una 
deducción general de la depen- 
dencia entre Ja Muctuación 
relativa y el número de 
particulas en el sistema. 


Fig. 8. Fluctuaciones del nů- 
mero de particulas 


CANTIDAD MEDIA DE PARTÍCULAS EN UN VOLUMEN. 
Conforme a lo dicho puede hacerse la conclusión de que con 
el tiempo la cantidad de partículas en cierto volumen no 
permanece constante, sino que varía todo el tiempo en limites 
pequeños. En principio, pueden haber también grandes 
desviaciones, pero son poco probables y por eso aparecen 
muy pocas veces. La fig 8 muestra la dependencia entre la 
cantidad de particulas en el volumen Y, y el tiempo. Según 
la definición, la cantidad media de particulas en el volumen 
V, es igual a 

tT 
<m), = 7 1 me) de (6.1) 


al tender T— æ. La dependencia de m con respecto a t se 
desconoce y es imposible calcular la media. En cambio puede 
hacerse uso de la hipótesis ergódica (4.13), reducir la media 
según el tiempo a la media en función del conjunto y utilizar 
la fórmula (4.5). 

Entonces: 
<m) =m) = E m?V, m= 


Pe~ (62) 


Esta magnitud se calcula con más facilidad de la siguiente 
manera: 


n! aie 
m1? k 


Puesto que p+4=1, 
<m), = <m), = pn. (6.4) 
Esto significa que la densidad media en V, es igual a la den- 
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: 
Al estar en estado de 
equilibrio, el sistema continúa 
permaneciendo en una 
constante: variación, 
realizando transiciones de un 
microestado a otro, Dado 
que el sistema "no posee la 
capacidad” de preferir unos 
mierocstados a otros, se 
realizan no sólo las 
transiciones que no lo sacan 
del estado de equilibrio, sino 
también las que hacen que el 
sistema pierda el equilibrio. 
En cambio, el sistema no 

” muy lejos del 
rio, ya que 


siciones caóticas de 
un estado microscópico 

a otro crean un movimiento 
ordenado del sistema hacia el 
estado de equilibrio. Como 
consecuencia, éste se mueve 
en las inmediaciones del 
estado de equilibrio, o sea, 
está Muctuando. 


sidad media en todo el volumen V. En lo sucesivo desaparece 
la necesidad de indicar en el signo de la media de qué 
mediación se trata, ya que empleamos la hipótesis ergódica. 

FLUCTUACIONES. Se dice que la magnitud fluctúa si su 
valor oscila alrededor del valor medio. En el sentido habitual 
el concepto de fluctuación es puramente matemático y no 
está obligatoriamente relacionada con el equilibrio termo- 
dinámico o estadistico, como se ve verbigracia en el ejemplo 
6.1. Pero en la fisica molecular por regla general se 
sobreentienden las fluctuaciones de los parámetros interiores 
en estado de equilibrio termodinámico. 

La medida de las fluctuaciones es la desviación estándar 
con respecto al valor medio que se determina mediante la 
igualdad (2.19). Al calcular esta magnitud la mediación por el 
tiempo puede sustituirse tomando el valor medio según el 
conjunto. La fórmula (2.19) muestra que para hallar la 
desviación estándar, a la par con <m) es indispensable 
calcular también <m>): 

¿m>= Y 


mo 


im 


mun —m)! na bag: 


Utilicemos el mismo procedimiento que al calcular (6.3): 


2 aim S OE: n! 
ETT O are EN 
a a 
x a T iia A a 
+ prin- 1)p+aY 72. (6.6) 


Teniendo en cuenta que p +q = 1, obtenemos 


(m3), = npg +n ip”. (6.7) 
De aquí por la fórmula (226) para la dispersión hallamos 
<(Am?)) = <m?) — (<m>)? = npa. (6.8) 
Por lo tanto, la desviación estándar es igual a 


o = y 4AM) = npa. 16.9) 


Esta igualdad muestra que la desviación estándar crece más 
lento que la cantidad total de particulas en el sistema, 
mientras que la media de (6.4) aumenta proporcionalmente 
a la cantidad de particulas en el sistema. Esto significa que la 
desviación estándar relativa disminuye al crecer la cantidad 


n 
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de partículas en el sistema: 


(6.10) 


El contenido fisico de la fórmula (6.10) es extremadamente 
importante, Escribamos de nuevo la fórmula para el caso 
dado en forma de 


(6.11) 


<m) 


y^ 

Para V, — V, la magnitud relativa de las Nuctuaciones 
tiende a cero y para V, =V se anula, ya que en todo el 
volumen la cantidad total de las particulas es fijaday igual a 
n y no existen Muctuaciones algunas de la cantidad de 
particulas. Al disminuir Y. la magnitud relativa de las Mu 
tuaciones crece. Para V, <<V en (6.11) puede menospreciarse 
la unidad en comparación con (V/V,}»>1 y escribir la fór- 
mula a 


Viam?) 


e (6.12) 


donde n= <m) V/V,. De (6.12) se ve que cl papel relativo de 
las Nuctuaciones aumenta, al disminuir la región (zona) en la 
que estas Nuctaciones se examinan. Por ejemplo, si se toma 
una zona en la que se encuentran, en término medio, sólo 
varias particulas, la magnitud relativa de las Nuctuaciones 
constituye una parte notoria del número de particulas. Si la 
zona es tan pequeña que en término medio hay alli sólo 10 
particulas, la desviación estándar relativa “alcanza 1/3 
aproximadamente. Si a condiciones atmosféricas normales 
tomamos un volumen de | mm? =107? cm?, éste contiene, 
en término medio, (m)=2,7-10** particulas y la desviación 
estándar relativa es inferior a 10”*, o sea, es una magnitud 
muy, pequeña. Por ello €n sistemas macroscópicos las fuc- 
tuaciones estadisticas son insignificantes. Puede considerarse 
con gran precisión que las magnitudes son iguales a sus 
valores medios. 

Calculemos la magnitud relativa de la fuctuación 


$ 6. Fluctuaciones B 


! 


El papel relativo de 
tuación disminuye 
aumentar la zona y el 
número medio de particulas 
en ella, Por eso en los 
sistemas macroscópicos las 
Nuctuaciones estadisticas son 
insignificantes y todas las 
magnitudes son iguales, con 
gran precisión, a sus valores 
medios, 


mediante la distribución de Poisson: 
le 
mty E ¿o 
> 


mo 


-$ [nim = UM my 


EKP m E CM en 
2, n= 2) +2 monto T 


= (m)? + <m) 


y. por consiguiente. <(Am)?) = <m?) — (<m) = <m), 


lo que (como debe ser) coincide con (6.12) 

Todo lo dicho ahora con respecto a las Muctuaciones 
relativas en el sistema de un gas ideal tiene una importancia 
general y se aplica también a todos los demás sistemas. Esto 
queda claro del hecho de que al deducir todas las relaciones 
se han utilizado sólo las propiedades estadísticas generales 
del sistema y no se han empleado unas consideraciones 
especiales, aplicables sólo para el sistema dado. Sin embargo, 
es conveniente estudiar esta cuestión también para el caso 
general. 

MAGNITUD RELATIVA DE LAS FLUCTUACIONE 
Supongamos que F caracteriza un sistema de n particulas. 
siendo la suma de las magnitudes correspondientes, 
pertenecientes a las particulas del sistema 


PEN (613) 
y 


donde J; es el valor de f para la iésima particula; por 


ejemplo, si F es la energia cinética de todas las particulas del 
sistema, f, es la energía cinética de la fésima particula. 

El valor medio de las magnitudes que entran en la fór- 
mula (6.13) puede calcularse tanto con respecto al tiempo 
como también con respecto al conjunto. Conforme a la 
hipótesis ergódica, el resultado será igual. Por lo tanto, de- 
signemos como siempre, la mediación por el signo <> sin 
indicar las variables, por las cuales se toma el valor medio. 
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? 


k: 


¿Por qué no se pueden 
caracterizar las fluctuaciones 
simplemente por su valor 
medio de la desviación de la 
media? 

¿Con qué propiedades co- 
munes de la dependencia de 
la desviación estándar y la 
magnitud media con respecto 
a la cantidad de particulas 
del sistema se explica la 
disminución — del — papel 
relativo de las fluctuaciones 
al aumentar la cantidad de 
partículas? 


De (6.13) se desprende que 


(6.14) 


Señalemos que ÇF) no es en este caso la suma de las 
energías de todas las partículas en cierto momento de tiempo, 
dividida por el número de particulas. Esta magnitud es, 
precisamente, o bien la media con respecto al tiempo de la 
energía cinética sumaria de todas las particulas del sistema 
dado, o bien la media con respecto al conjunto de los 
sistemas de las partículas (la cantidad de los sistemas en el 
conjunto N=) Semejante observación corresponde 
también a <f). 

Todas las particulas en el sistema gozan de los mismos 
derechos, por ello las medias <f) para todas las particulas 
son iguales: 


N =A= = 16.15) 
Por lo tanto escribamos (6.14) en forma de 
<F)=n Y). (6.16) 


Calculemos la desviación media cuadrática F con respecto 
al valor medio ÇF). Según la definición, 


AF F-CE)= EU E (6.17) 
i S 


Elevando ambos miembros de la igualdad (6.17) al cuadrado 
y tomando el valor medio de la expresión obtenida, hallamos 


KAF =< Y ANAN) = 
aja 
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La suma en el segundo miembro de (6.18) está dividida en 
dos partes. La primera une los términos con los mismos 
indices y la segunda, con los índices diferentes. Es obvio que 
«Af Af) =0, ya que las desviaciones Af y Af, 
correspondientes a diferentes partículas, son independientes 
entre si y al promediar, se anulan. Pero en la primera suma 
«(44% de todas las particulas es la misma, a consecuencia 
del mismo derecho de las partículas. Por eso (6.18) adquiere 
el aspecto 


KAF) = n <A>. (6.19) 
Partiendo de (6.16) y (6.19) para la desviación estándar 
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relativa, obtenemos 


z 
vary >- Yara yr (620) 


La fórmula (620) demuestra en forma general que la 
desviación — estándar relativa de una magnitud, 
correspondiente a un sistema de particulas, disminuye 
inversamente proporcional a la raiz cuadrada del número de 
partículas y para una cantidad grande de particulas se hace 
insignificante. Por ello el comportamiento del sistema de una 
cantidad grande de particulas puede describirse mediante 
magnitudes medias que caracterizan el sistema 

Ejemplo 6.1. En un recipiente con un gas intensamente 
enrarecido se ha hecho un orificio muy pequeño de un área 
de S=107'° mi, a través del cual las moléculas del gas 
salen al exterior (afuera). El orificio es tan pequeño que las 
moléculas pasan a través de él sin chocar y su huida no 
infringe de una manera notoria el estado del gas dentro del 
recipiente. La frecuencia media de los choques de las 
moléculas sobre la pared del recipiente es igual a v= 
= 107% $7 1.m>3, Fuera del recipiente se mide el número de 
las moléculas que salieron en intervalos sucesivos de tiempo 
de duración t=107?s, Hallar la Muctuación relativa del 
número de moléculas que salieron en el intervalo de tiempo. 

La cantidad media de las moléculas que han salido en el 
intervalo t es igual a <n) =vSt y, por consiguiente, la fluc- 
tuación relativa de la cantidad de particulas expulsadas es 


V<(Any> ll 1 1 ya 
SRR > = — = 107. 
<n>) V<n>  ywSt  y10%®-10710. 1077 


Ejemplo 6.2. Hallar el valor medio del producto f, f; de 
dos magnitudes fisicas arbitrarias que fluctúan alrededor de 
sus valores medios <(f,> y <f). 

Según la definición, f, = <1) + Af, Jz =< f1) + Afa y por 
eso 


ASD LO SD HAD A) + 

ECAN SaD) + CA AN) = 

= AD Sa) +A A) + ANY Sa) + KAF A) = 
=A Aa) +A Na). (6.21) 


donde <Af,)=0, (Af) = 0. 
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Las magnitudes se denominan estadísticamente indepen- 
dientes si <4/, Af) =0. Para ellas la fórmula (6.21) se 
simplifica: 


VISER PA 16.22) 


$ 7. CONJUNTO CANÓNICO. DISTRIBUCIÓN DE GIBBS 


Se examinan las peculiaridades 
del conjunto canónico en 
comparación con el micro- 
canónico. Se deduce la distri- 
bución de Gibbs. Se destaca 
el papel de la suma esta- 
distica en la teoria y ofrece 
un ejemplo para calcular las 
medias mediante la suma 
estadística. 


MICROESTADOS ENERGÉTICOS Y VELOCES. Hasta ahora 
se examinó un conjunto microcanónico en el que se podia 
evitar el análisis de los microestados con respecto a las 
velocidades, ya que en equilibrio la cantidad de los 
microestados de las partículas según las velocidades es, por lo 
visto, la misma e igual a la cantidad máxima de microestados 
compatibles con la condición de constancia de lafčiergia 
total. Las tesis principales que permitieron estudiar las 
propiedades de un conjunto microcamónico, fueron la 
hipótesis ergódica y el postulado de equiprobabilidad. 
Ahora es necesario estudiar la distribución de los 
microestados de las partículas con relación a las velocidades. 
Observemos cualquier partícula y examinemos su velocidad 
tanto en uno de los sistemas del conjunto en diversos 
momentos de tiempo, como en diferentes sistemas del 
conjunto en un mismo momento de tiempo, El análisis de la 
velocidad de Jas particulas ofrece también una información 
completa sobre su energia cinética. Es totalmente evidente 
que la velocidad y la energía cinética de la partícula varían 
a causa de las colisiones con otras partículas. Asi, pues, la 
partícula en distintos sistemas del conjunto se encuentra en 
diferentes estados según la velocidad y la energía. Pero si la 
observamos en uno de los sistemas, entonces en el transcurso 
del tiempo su microestado variará con respecto a la veloci- 
dad y la energía. La tarea consiste en determinar estos 


energéticos y veloces. 

DEFINICIÓN DE UN CONJUNTO CANÓNICO. 
Examinemos los microestados energéticos y veloces de la 
partícula que representan el sistema que se examina en este 
caso. Pero ahora el sistema no es cerrado ya que se 
intercambia de energía con otras partículas que forman con 
éste un sistema cerrado. La totalidad de los sistemas cerrados 
compone un conjunto microcanónico. La totalidad de los 
correspondientes sistemas no cerrados se denomina conjunto 
canónico. Así, pues, un sistema aislado del conjunto canónico 
es una parte de un sistema cerrado grande. Un sistema 
aislado del conjunto canónico forma parte de un sistema 
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grande no en el sentido de espacio (espacial), sino en el 
sentido de los estados energéticos y veloces; en el sentido de 

cio esta parte puede coincidir con todo el sistema. Un 
sistema aislado del conjunto canónico puede poseer tanto 
una partícula, como muchas; lo importante es que el número 
de sus particulas sea mucho menor que el número de 
particulas en el sistema grande. La energia de diferentes 
sistemas del conjunto canónico es distinta. El problema 
consiste en determinar la probabilidad de los distintos 
estados energéticos de los sistemas, pertenecientes a un 
conjunto canónico. Su solución da una información completa 
sobre todos los estados en el sistema del conjunto canónico, 
ya que la totalidad de los sistemas con la misma energía 
forma un conjunto microcanónico y ya está estudiada. Un 
sistema aislado del conjunto canónico se denomina sistema 
canónico. 

De la definición del conjunto canónico se desprende que 
al analizar la distribución energética de los sistemas en el 
conjunto canónico no se trata sólo de la energia cinética, sino 
que también de la potencial. 

DISTRIBUCIÓN DE GIBBS O DISTRIBUCIÓN CANÓ- 
NICA. Con el fin de simplificar denominaremos el sistema 
canónico subsistema. y cl sistema, que es parte de él, 
simplemente sistema. Recordemos otra vez que el siste- 
ma pertenece a un conjunto microcanónico y su energía 
total constante es igual a £ọ. Sea la energia del subsistema Ex. 
Entonces la energia de la parte restante del sistema €s £o 
El estado dado del subsistema es uno de los 
microestados concretos. A la par con él pueden existir y. 
como regla general. siempre existen otros microestados del 
subsistema con la misma energía ey. Dado que el sistema 
completo pertenece al conjunto microcanónico, todos sus 
estados son equiprobables, Designemos el número de estos 
estados del sistema completo por lọ. La probabilidad de 
cada uno de los estados es l/l. El estado dado del 
subsistema se realiza mediante muchos estados del sistema 
completo. Indiquemos el número de estos estados con la 
notación l4. Entonces según la definición de la probabilidad 
en los conjuntos microcanónicos, para la probabilidad 2, de 
que el subsistema se encuentre en el estado con la energia Ey, 
puede escribirse 
Pr= Va To (7.1) 
donde T, = Io (cp) es el número total de los microestados del 
sistema: Paleo — Ex) el número de los microestados del 
sistema completo. mediante los cuales se efectúa el estado 
con la energía e, del subsistema. 
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Gibbs Josiah 
(1839-1903) 


Willard 


Para aplicar en la práctica la fórmula (7.1) es conveniente 
transformarla en otro aspecto. Esta fórmula puede escribirse 
de nuevo mediante una relación obvia a=explna 


(02) 


La energia £x tiene un valor insignificante en comparación 
con £o y el logaritmo es una función que varia con gran 
lentitud, sobre todo para argumentos grandes. Por ello In Fa 
puede desarrollarse en serie de Taylor en cl punto to 
limitándonos con el término lineal según s, en ha 
descomposición 

¿ln Ta (eo) 


er eg. 03) 
Deo 


In Ta (Eo — £4) = In Paleo) 


donde Fa(ep) es el número de microestados deltsistema 
completo, mediante los cuales se efectúa el estado con energia 
nula en el subsistema en cuestión. Es obvio que dicho 
número no depende de £4, es decir, Fz(cy) = Fso. Además, es 
totalmente evidente que al aumentar la energia, el número de 
microestados crece, o sea, (0 ln T,/d2p) >0, por eso 


p= > 0 (1.4) 


es una magnitud positiva constante que no depende de £ 
Dado que en calidad de subsistema puede elegirse cualquier 
parte pequeña del sistema, asi como cualquier parte pequeña 
de cualquier subsistema y para todos ellos, conforme a lo 
dicho, $ posee un mismo valor, hacemos la deducción de que 
B es una caracteristica fundamental tanto del conjunto 
canónico, como del microcanónico, del que forma parte el 
sistema completo en cuestión. Esta característica fundamental 
es la temperatura con la que B está relacionada mediante una 
sencilla fórmula [véase (8.15)). 

Al tener en cuenta (7.3) y (7.4), la fórmula (7.2) adquiere el 
aspecto 
Paoa, 05) 


donde A =(1/F¿Jexpln Fao =Fap/Fo es una constante. 

La fórmula (7.5) se denomina distribución de Gibbs, Ésta 
resuelve la tarea planteada. Esta fórmula también se llama 
distribución canónica. Es necesario señalar otra vez más que 
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1 


. 
La suma estadística es una 
caracteristica muy importante 
del sistema. Dado que esta 
suma es el resultado de la 
adición por todos los estados 
microscópicos, no es función 
de uno de cllos, sino que 
representa en si una función 
de todos estos estados 
simultincamente, o sea, es 
función de los parámetros 
que caracterizan el estado 
macroscópico. Por eso mismo 
la suma estadistica permite 
expresar los parámetros que 
describen el estado 
macroscópico del sistema 
mediante magnitudes que 
caracterizan sus estados 
microscópicos. 


aqui 2, es la probabilidad de uno de los microestados del 
subsistema con energia €q. 

Los microestados del subsistema con la misma energia Ey 
pertenecen a un conjunto microcanónico y, por consiguiente, 
son equiprobables. Por lo tanto, si su cantidad es ga. la 
probabilidad P(ca) de que el subsistema se encuentre en el 
estado con energia ez. según la fórmula de adición de las 
probabilidades, es igual a 


Pres) = 9P, = Agueda, (1.6) 
Si la distribución de los estados energéticos es continua, 
entonces, designando por 


dga = plea)dea an 


la camidad de microestados que se hallan en el intervalo de 
energias entre Ex Y Ey + dez, puede escribirse 


dPle)= Ae 


“ p(£x)dex, 03) 


donde d#(e,) es la probabilidad de que el subsistema se 
encuentre en uno de los estados con la energía entre £x y 
€x + dez. La magnitud 


Po (€) = d2 (c,)/de, 09) 


se denomina densidad de probabilidad de que el subsistema 
tenga la energia €s. Teniendo en cuenta (7.8). escribimos 


Pplex)= Ac" P p (E1). (7.10) 


La constante A se determina de la condición de 
normalización y la constante f está relacionada con la 
temperatura. 

NORMALIZACIÓN DE LA DISTRIBUCIÓN. Con el fin de 
simplificar los razonamientos es más cómodo utilizar la 
representación de la distribución discreta (discontinua) por 
distintos estados. Vamos a numerar en la fórmula (7.5) los 
distintos estados incluyendo los pertenecientes a un mismo 
nivel de energia, mediante el indice æ. Todos los estados 
posibles del sistema forman un juego completo de los 
posibles estados por lo que debe cumplirse la condición de 
normalización 


TP =1 0 


so 
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de la cual se calcula la constante 
a=yyet., 0.12) 


Por consiguiente, la distribución canónica tiene la forma 


(0.13) 


CÁLCULO DE LAS MEDIAS. Sea f cierta magnitud que en 
el estado a tiene el valor fy. Su valor medio es 


<P. Presto. (7.14) 
E F 
SUMA ESTADISTICA. Tiene una importancia peculiar el 
valor medio de la energia del sistema 
<e) =]acrjDcodos—¿InZ/cp, 0.15) 
7 z 


donde 


(7.16) 


se denomina suma estadistica, Tiene gran importancia ya que 
con su ayuda se expresan muchas magnitudes esenciales de la 
fisica estadistica. En el $ 12 se examina un ejemplo de cálculo 
de (7.16). 

FLUCTUACIONES. En el sistema canónico és se 
calculan fácilmente mediante la fórmula (7.14) para los 
valores medios. El carácter de la dependencia de la fuc- 
tuación con respecto a las dimensiones del sistema se aclaró 
para un caso general en el $ 6. 

Ejemplo 7.1. Calcular las desviaciones cuadráticas medias 
de la energía con respecto al valor medio con ayuda de la 
suma estadística y hallar la magnitud relativa (el valor 
relativo) de las fluctuaciones. 

Obrando Jo mismo que en (7.15) hallamos <e?) = 

Z 


La 
=| Yer a E hii 
[ze Jlz: ] Zar Prosiguiendo, 
obtenemos 
) 


1 ëZ 
- >) = <e?) f an aei 
KlE= D = E KO = 


ez 


GOJ 
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Considerando que la energia del sistema es proporcional al 
número total de partículas £~ n, hallamos 


eo) T? 1 eco pe n P 1 
GT 


E ap 


$ 8. DISTRIBUCIÓN DE MAXWELL 


Se mian dos enfoques 
posibles para escuchar La distri- 
hucion de 
Se examin 
alad de los estados 
las: prinsipi 
ste da distribución de Maxwell 
sou relación: con lo bt 
buen de Gauss Se examinan 
la deducción y las condicion 
aplicación: de la dit 
ción de Gauss. Se describe 
la verificación experimental 
la distribución de Maxwell 
discute el principio é 
equilibrio detallado, 


ew 


DOS ENFOQUES PARA ESTUDIAR LA DISTRIBUCIÓN. 
Examinemos la distribución de velocidades (y energéticas) de 
las particulas de un gas ideal. Se puede actuar de dos modos, 
Se puede considerar todo el sistema de n particulas como un 
sistema canónico que forma parte de un sistema 
microcanónico grande. Pero también es posible examinar el 
sistema de n particulas como un colectivo de sistemas 
canónicos independientes, cada uno de los cuales posee una 
particula, Era precisamente ese conjunto canónico que se 
sobreentendia en el $ 7 al analizar los conceptos principales, 
relacionados con el conjunto canónico. Al calcular mediante 
el primer procedimiento, es necesario utilizar unos métodos 
combinatorios bastante voluminosos, semejantes a los 
empleados en el $ 5. Aqui usaremos el segundo enfoque 
cuando el cálculo se basa directamente en las fórmulas de la 
teoria de las probabilidades y no conduce a cálculos 
voluminosos. 

DENSIDAD DE LOS ESTADOS. La fórmula (7.5) en la 
que, al aplicarla a una partícula, 2, significa la probabilidad 
de su estancia en uno de los estados con energía €y, es inicial, 
Como ya se ha señalado antes con respecto a la fórmula (4.1), 
una partícula ocupa en el espacio de coordenadas-impulsos 
(espacio de fase) un volumen de (212). Entonces el volumen 
de fase dx dy dz dp, dp, dp- contiene una cantidad de 
estados de una partícula, igual a 


dr = dx dy dz dp, dp, dp¿/(2xh)" (8.1) 


Por consiguiente, para la probabilidad de que una 
particula esté en el volumen de fase obtenemos de la misma 
manera que (7.6) 

d? = Ae dr. (623 
Para pasar a la probabilidad de que la particula tenga una 
energía €x, es necesario integrar (8.2) con respecto a todos los 
elementos del volumen de fase, correspondientes a £. En este 
caso la energía £ de la particula no depende de las coordena- 
das, por lo tanto, la integración con respecto a dx dy dz da el 
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James Clerk 


(1831-1879) 


Px 


Maxwell 


Fig. 9. Sistema de coordena- 
das en el espacio de los 


impulsos 


volumen Ven el que se encuentra la particula. Para integrar 
con respecto a dp, dp, dp: es indispensable tener en cuenta 
que la energía de la partícula 


(83) 


+E 
2m 


donde py = mvx, etc. La esfera p? = const (fig. 9) es la super- 
ficie de los estados con energia constante en el espacio de los 
impulsos. La integración por una capa esférica de grosor dp 
al lado de la superficie correspondiente a la energia e= 
= p? /(2m), equivale a la sustitución de dp, dp, dp. = 4np? dp. 
Por eso en lugar de (8.1) puede escribirse 

Varpidp _ Várm’ iè: i 
ap TS 164 
donde v=p/m es la velocidad variable que se utiliza en 
calidad de la variable independiente al estudiar los gases, 
Expresando también la energia a través de la velocidad según 
la fórmula £, = mo*/2, (8.2) puede escribirse definitivamente 
como 


Várm a 
py ALOM o RA de, 
Pl A re vède, (8,5) 
donde dP(s) es la probabilidad de que la velocidad de la 
particula, según su valor absoluto, esté en el intervalo de v a 
v+do, La constante A se encuentra partiendo de la 
condición de la normalización 


Í dP ()= 1. (8.6) 


vio 


El problema se reduce al cálculo de 


f — he p3 dy 
è 


$ 8. Distribución de Maxwell 83 


La variación de la energia de 
una molécula sucede durante 
las colisiones. Para una 
molécula conereta las 
probabilidades de adquirir 

o perder energia durante los 
choques son diferentes. Ellas 
dependen de la relación entre 
la energia de la molécula 

y la energia más probable de 
las moléculas de gas. Si la 
enctgia de la molécula es 
inferior'a la más probable, 
hay más probabilidad de 
que, con el tiempo a causa 
de las colisiones, la molécula 
adquiera cnergia que la 
pierda. Sin embargo, la 
pérdida de energía también 
puede suceder. Si la energia 
de la molécula supera a la 
más probable, hay más 
probabilidad de que con el 
tiempo a causa de las 
colisiones, la molécula pierda 
energia que la adquiera, En 
cambio, no se excluye la 
posibilidad de adquirir la 
energia. Por ello, en cierto 


Al diferenciar (8.8) con respecto al parámetro f, llegamos 
a la fórmula 


(89) 


que se usó para calcular (8.7). Partiendo de la condición (8.6) 
y teniendo en cuenta (8.7), obtenemos 


Am 20 A 
(2rh)* \ Bm 
De aqui hallando A y sustituyendo la expresión obtenida 
en (8.5), deducimos definitivamente la siguiente fórmula para 
la probabilidad buscada: 


pa 
de (e) Z(E) ebenn grdo, (8.11) 
yrN $ 

DISTRIBUCIÓN DE MAXWELL. Para aplicar (8.11) a un 
sistema de n particulas, es necesario utilizar la fórmula de la 
adición de las probabilidades, considerando que cada una de 
las partículas del sistema se mueve de modo independiente 
y aleatorio, lo que en efecto, corresponde al carácter del 
movimiento para las partículas de gas ideal. La cantidad de 
partículas, cuyas velocidades están entre v y v-+do, es 
dns) = nd# to). (8.12) 


Por consiguiente, la cantidad relativa de particulas que 
poseen velocidades en un intervalo de (v, v + du) 


do) 4 ("+ Pma pdv. 


Pm Ye 


Esta fórmula se denomina distribución de Maxwell. Esta 
última caracteriza la distribución de las particulas de gas en 
estado de equilibrio. 

Antes de pasar al análisis de esta fórmula, es 
indispensable aclarar el significado del parámetro B. 

poe princa vez, en 1860, J. Maxwell obtuvo la ley de distri- 
bución de las velocidades de las moléculas gaseosas (8.13). Una 
demostración más estricta de esta fórmula se dio en 1866. 

La magnitud d2(v)/dv es la densidad de probabilidad de 
que la partícula tenga la velocidad v, con la particularidad de 
que aquí se trata del valor absoluto de la velocidad. Como se 
ve de (8.13), la distribución de las velocidades de las 
moléculas según las direcciones es isótropa, todas las 
direcciones de las velocidades son equiprobables. 


(8.10) 


(8.13) 
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sentido en el sistema de 
moléculas “vence” a fin de 
cuentas la justicia general 
las molécula que poseen 
pequeña energia en término 
medio, la adquieren, mientras 
que las que poscen una 
cantidad grande de energia. 
la pierden. En el transcurso 
de un lapso suficientemente 
largo cada molécula por 
separado es “poseedora” 
tanto de energias pequeñas, 
como grandes. Las energías 
medias de todas las 
moléculas son las mismas 

€ iguales a la energia media 
de todas las moléculas en 
cualquier momento de 
tiempo (hipótesis ergódica) 
Sin embargo, no existe igual- 
dad de energias de las 
moléculas en cualquier 
momento de tiempo pref- 
jado, lo que se describe 
precisamente por la distri 
bución de Maxwell 


TEMPERATURA. Calculemos la energia cinética media de 
y 31 


las particulas: 
mi n 
q Paro (8.14) 
š 


< > 


donde la integral se halla mediante la fórmula, obtenida de 
(89) después de diferenciar con respecto al parámetro f. Asi, 
pues, $ caracteriza la magnitud más importante del sistema 
estadistico, a saber: la energía cinética media de las particulas 


del sistema. La magnitud, inversa a f, recibió el nombre de 
temperatura: 


(815) 


donde A es el coeficiente de proporcionalidad, denomipado 
constante de Boltzmann. 

La distribución de Maxwell (8.13), teniendo cn cuenta 
(8.15), adquiere el aspecto 


dn/n=42 (0) = flyde, 
(8.16) 


La temperatura T'se introduce mediante la fórmula (8,15) 
puramente formal, como definición. Es temperatura 
termodinámica (véase los $$ 11, 21). Por ahora es suficiente 
saber esto sin demostración y usar la representación intuitiva 
sobre la temperatura que cada uno de nosotros tiene. Kelvin 
es la unidad de la temperatura Ten SI. Está relacionada con 
la temperatura £ °C por la escala Celsius mediante la relación 
T=1-+273,15. La constante de Boltzmann k= 1,380662 x 
x 107 2 J/K. Su determinación experimental se ofrece en el 
$13 

Partiendo de la deducción de (7.5) se ve que P= 
=¿InTag/0e, y, por consiguiente, la temperatura se 
determina mediante las propiedades del sistema en el que se 
sumerge el subsistema. Por ello la temperatura es una 
característica del sistema en total. 

Es obvio que todas las partes del sistema tienen la misma 
temperatura. En efecto, cualquier parte pequeña del sistema 
puede tomarse a título de un subsistema y obtener para éste 
la fórmula (7.5) con el mismo parámetro f, es decir, todas las 
partes del sistema poseen la misma temperatura. Por ejemplo, 
si hay una mezcla de gases, examinando los componentes de 
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la mezcla o parte de estos componentes como subsistemas, 
llegamos a la deducción de que los componentes de la mezcla 
de gases tienen la misma temperatura, o sea, las energías 
cinéticas medias de diversos componentes en la mezcla de 
gases son iguales entre si. Por otra parte, si los componentes 
están divididos espacialmente, pero pueden intercambiar 
energía, entonces. en virtud de lo dicho sobre el equilibrio, 
ellos también poseen la misma temperatura como partes de 
un sistema general. En la mezcla de gases las moléculas de 
diferentes clases poseen las mismas energías cinéticas medias 
en condiciones del equilibrio termodinámico [véanse (8.14) 
y (8.15)), También se puede convencer de ello mediante un 
cálculo directo. Designemos las magnitudes referentes a las 
moléculas de la primera y segunda clases, por indices 1 y 2. 
Tomemos todos los pares posibles de moléculas y calculemos 
sus velocidades relativas v-v, y las velocidades de sus 
centros de masas 


m S +m Ssh tm, + ma). 


A consecuencia del desorden de las colisiones y una 
rápida “pérdida de memoria” de cada molécula acerca de las 
últimas colisiones, las velocidades de los centros de masas 
y las velocidades relativas no pueden correlacionar entre si, 
Asi, la media con respecto a su producto escalar, tomada por 
todos los pares de las moléculas, es nula, es decir, 
<[Vemtva = ¥1)]> =0. Entonces. 


«Ctemlta 411) = 
im, + mad) Lom, =mi 33D) e mV) > 
- m,<vi)]=0. 
Dado que las velocidades de las moléculas de la primera 


y segunda clases no están correlacionadas, debe ser (( , x 
x 1,)) =0. Por eso m,(13) =m,<r2). Dicho de otra manera, 


de lo que necesitábamos cerciorarnos 

VELOCIDADES CARACTERÍSTICAS DE LA DISTRI- 
BUCIÓN DE MAXWELL. La fig. 10 muestra el aspecto de la 
distribución de Maxwell Al aumentar la velocidad, el 
máximo de la distribución se desplaza a la parte de las gran- 
des velocidades y la altura de la curva en el máximo dismi- 
nuye en cierto grado. La existencia del máximo se explica 
con que la curva refleja el resultado de dos tendencias mu- 
tuamente opuestas: la probabilidad de los estados disminuye, 
al crecer la velocidad. mientras que la densidad de los 
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Fig. 11, Deducción 
distribución de Gauss 


de 


estados aumenta. Para las pequeñas velocidades predomina 
la tendencia de aumentar la densidad de los estados, para las 
velocidades después del máximo de la curva, prevalece la 
tendencia de disminuir la probabilidad de los estados. 

El valor medio de las funciones ọ(v), dependientes del 
valor absoluto de la velocidad, se calcula según la fórmula 
para la media: 


<o) = | pto/f(e do. (8.17) 
> 


Determinando <v) y <v?) por esta fórmula, hallamos: 
<e) = V8kT Anm), y<?) =/3kT /m. (8.18) 


La velocidad v,, correspondiente al máximo de la curva, se 
denomina la más probable. Esta se encuentra de la condición 
del extremo d/(v)/dv =0 y es igual a 
1, = /2kT]m. 18.19) 
Comparando (8.18) y (8.19), obtenemos la siguiente relación 
entre las velocidades caracteristicas de las distribuciones de 
Maxwell: 
VE =V/31/8-<0) =/3/20, (8.20) 
En la figura las velocidades se indican con líneas de 
trazos. Semejante disposición está condicionada por el 
carácter de la distribución, para la cual las velocidades 
relativamente grandes aducen una aportación esencial a <0) 
y <w?) A temperatura ambiente las velocidades 
características de las moléculas de oxigeno y nitrógeno en el 
aire son aproximadamente iguales a 400...500 m/s. Para las 
mismas condiciones las velocidades de las moléculas de 
hidrógeno son unas cuatro veces superiores. Al elevar la 
A las velocidades de las moléculas crecen como 
T 


ISTRIBUCION DE GAUSS. En la distribución de 
Maxwell (8.16) la densidad de probabilidad de la velocidad se 
determina por la magnitud exp[ —mv*(2KT)]), y el factor v? 
tiene en cuenta la densidad de los estados. Las distribuciones, 
en las cuales las densidades de probabilidad se definen 
mediante el factor tipo exp(— ax?) se encuentran con 
bastante frecuencia en la teoría de las variables aleatorias 
y es importante comprender qué circunstancias conducen 
a semejante aspecto de la distribución de las probabilidades. 

Supongamos que se dispara a un blanco, intentando dar 
en su centro (fig 11) A consecuencia de todas las 
circunstancias que son incluso imposibles de enumerar, las 
balas, por regla general, no caerán al centro, sino que se 
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distribuirán de modo completamente aleatorio y simétrico 
con respecto al cemiro ya que todas las direcciones son 
equivalentes. Hallemos su distribución. El origen del sistema 
de coordenadas lo ubicamos en el centro del blanco. Las 
causas que desvian la bala en dirección Y no dependen de las 
que desvían ésta en dirección X, con la particularidad de que 
ambas direcciones son totalmente equivalentes. Designemos 
la densidad de probabilidad de la desviación de la bala en 
dirección del eje X por (x°). Está claro que esta magnitud 
depende de x?, puesto que las desviaciones en las direcciones 
negativa y positiva son equiprobables. La densidad de 
probabilidad de la desviación en dirección del eje Yes p(y? 
Calculemos el número relativo de particulas dn/n que caen en 
el área dS con coordenadas (x, y). Según el teorema de 
multiplicación de las probabilidades, éste es igual a 
dnin = (x°) p?) dS. (821) 
donde n es la cantidad total de particulas que cayeron en el 
blanco. 

Ahora volvamos el sistema de coordenadas de manera 


que el eje X pase a través del área en cuestión. En este 
sistema de coordenadas 


dajn =p (x?)4S (8.22) 
Es evidente que es la misma magnitud que en (8.21), por eso 
doo = pl?) = pl + y 


es la ecuación funcional para determinar la forma de la 
función q. Ella debe ser válida para las variaciones indepen- 
dientes arbitrarias de x € y. 

Tomemos los logaritmos de ambos miembros y hallemos 
sus diferenciales: 


g(x?) -yte +y 
o ONET] 
x (2xdx+ 2yd; A o bien 

90) ae 

ex) 


A consecuencia de la independencia de los diferenciales, de 
aquí se desprende: 
CAS AS) 


CoD gt 
o pe 


o p7’) 


s 
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».o y 


¿Cómo varia la distribución 
de Maxwell al elevarse la 
temperatura? 

¿Qué es lo que condiciona la 
existencia del máximo en 


la 
n de Maxwell? 
¿De dónde se deduce que en 
el estado de equilibrio todas 
las partes del sistema tienen 
la misma temperatura ? 
¿Qué relación existe entre 
las distribuciones de Max- 
well y Gauss? 


Entonces 


CASA) 
TITO 
lo que a consecuencia de la independencia de x e y es posible 


sólo en el caso de que estas expresiones sean iguales a una 
misma constante, es decir, 


e) go 
TO) 

Después de integrar estas ecuaciones, hallamos: 
ple) = Acto, oiy) = Acto, 


La función que tiene en el exponente el signo más no vale 
como solución, na significa el aumento ilimitado de la 
densidad de probabilidad al alejarse del centro del branco, lo 
que es imposible. Designando el cuadrado de la distancia del 
centro por ri =x?+ y”, obtenemos definitivamente 

A AA AAA a Ae, (8.24) 

Esta distribución de las densidades de probabilidades se 
denomina distribución de Gauss. 

El factor exponencial en la distribución de Maxwell tiene 
un aspecto semejante (en lugar de r? está v?) El factor o? no 
tiene relación con las probabilidades, sino que tiene en 
cuenta la densidad de los estados. Así, pues, las velocidades 
en la distribución de Maxwell se desvian con respecto a la 
velocidad nula por las leyes del azar de la misma manera que 
las balas se desvian del centro del blanco. 

El máximo de la densidad de probabilidad en (8.24) cae 
sobre r=0. Si este máximo se encuentra en r= |, entonces 


Ji = Beter, (8.25) 


donde la variable aleatoria se define por x. Tomando en 
consideración el valor de la integral 


Í e-®dx= a, 


partiendo de la condición de la normalización 


+a. (8:23) 


i= Í sws emsa- dx= 


loo 
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Fig 12, Variación del aspecto 
e la distribución de Gauss en 
función de la dispersión (6, < 
<a 


Elx 


lu e (ua) u (+o) (p+30) 
(u-20) (ut20) 


e 13, Distribución de la 
òn de probabilidades de 


hallamos B=|/2/x. por eso 
So = (a/n)? exp[ — alx—)*]. 


Calculemos el valor medio de x y la dispersión o?: 


SS 


=(a/n)"? f (E+pexp(- (8.26) 
di) ixa)? f ix- p expf -aix = 
= p?) dx = 1420). (8.27) 


Asi, pues, a= | (207) y la distribución de la densidad de 
probabilidad puede escribirse en forma estándar: 


rwr] 


La fig. 12 muestra esta distribución y la densidad para 
ersos valores de o. El máximo es tanto más alto 
y estrecho, cuanto menor sea la desviación estándar o. 

La función de la distribución de probabilidades conforme 
a la definición (2.21) tiene el aspecto 


r nee, 
|f- 4522 ]e 


(8.28) 


(8:29) 


x Utilizando la sustitución z = (x — p)/a, la expresión (8.29) 


se reduce a la fórmula 


(8.30) 


que se llama les de distribución normal estándar. Existen 
tablas de los valores de ®(2). La forma de la función F(x) se 
muestra en la fig. 13. 

FRECUENCIA DE COLISIONES DE LAS MOLÉCULAS 
SOBRE LA PARED. Dirijamos el eje X perpendicularmente 
a la pared (fig 14) y designemos la concentración de las 
moléculas por rig. Entonces la densidad del flujo de moléculas 
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Fig. 14. Cálculo de la canti- 


dad de choques de 
moléculas contra la pared 


en dirección de la pared con velocidades entre v y v+ de, es 
igual a 
nofle)e de, 

(831) 
donde 1£*? es la componente de la velocidad en dirección de 
los valores positivos del eje X (las moléculas, cuyas veloci- 
dades están dirigidas desde la pared, no participan en la 
formación del flujo). Entonces la frecuencia de las colisiones 


de las moléculas sobre las paredes del recipiente, que cae 
sobre la unidad de superficie, es igual a 


moya 
vn dv= mo( 22) x 


x ener ED do, do, x 


AS dv, = -LA 
x fe vado = mo 2L) . (8.32) 


Tomando en consideración la fórmula (8.18), escribimos 
definitivamente 
v=n.<0)/8. (8.33) 
CANTIDAD DE MOLÉCULAS EN DISTINTAS PARTES DE 
LA DISTRIBUCIÓN DE MAXWELL. Si la densidad de las 


moléculas es no, el número N(0,, v3) de moléculas, cuyas 
velocidades están distribuidas entre o, y v» es igual a 


afes 


Non 1) = no [sois fe “ud. 

ele (8.34) 
Al calcular (8.34) se tuvo en cuenta que conforme a (8.19), 
exp[— mo*¡QKT)), en f(u) puede representarse como 
exp(— v?/v?), lo que es más obvio al analizar la forma de la 
curva de distribución de Maxwell. Existen tablas de la integral 


(x)= Y e~" u?du. (8.35) 


Con ayuda de éstas la magnitud (8.34) se calcula mediante 
la siguiente fórmula evidente: 


N (vn va) = no [9 (23/0) — (01/2,))- (8,36) 
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Fig 15 Esquema de espe a 


rimentos para ve 
distribución de Maxw 


Empleando la tabla, hallamos, por ejemplo, 
N (ep 20) =0,5724mp ; N10,St,, 1,56) =0,7053np 5 
N (20), 00) = 0,0460) 


Asi, pues, la mayoria de todas las moléculas posce 
velocidades en un intervalo relativamente pequeño en las 
proximidades de la más probable, mientras que es muy 
pequeña la cantidad de moléculas que tienen velocidades 
considerables en comparación con las más probables. 
COMPROBACIÓN EXPERIMENTAL DE LA DIS- 
TRIBUCIÓN DE MAXWELL. En vista de la importancia 
primordial de la distribución de Maxwell para la fisica 
estadistica, ésta fue sometida reiteradamente a pruebas 
experimentales minuciosas. El esquema principal de 
instalación experimental más tipica, consiste en lo siguiente. 
En el volumen V (fig. 15) se ubica un gas que se encuentra en 
un estado estacionario de equilibrio. Un haz de moléculas 
a investigar sale por el orificio d. Para que durante el 
movimiento del haz la distribución de las moléculas en él no 
cambie, éstas deben moverse prácticamente sin actuar 
reciprocamente. Con este fin en el trayecto del movimiento 
del haz se crea alto vacio, y en el recipiente Vel gas se halla 
en condiciones de baja presión. Para que en el haz que sale 
del recipiente, las moléculas tengan la misma distribución de 
las velocidades que en el recipiente, es necesario asegurar que 
el gas fluya a través del orificio d sin presión hidrodinámica. 
Ello se puede lograr si en la zona en las inmediaciones del 
orificio las moléculas no tienen tiempo de chocar. Entonces 
la molécula que cae en el orificio, sale de éste sin perturbar el 
estado de todas las demás moléculas en el recipiente. Como 
consecuencia, el número de moléculas en el recipiente dismi- 
nuye paulatinamente, sin variar su estado de equilibrio. Para 
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my 


¿En qué consiste el principio 
de equilibrio detallado? 

La distribución de Maxwell 
admite velocidades por gran- 
des que sean, asimismo 
energias cinéticas de las 
moléculas. ¿Cómo concordar 
esto con el valor finito de la 
energia cinética total de las 
moléculas del gas? 

¿Con què peculiaridades de 
la distribución de Maxwell 
se condiciona el hecho de 
que la velocidad absoluta 
media es mayor que la más 
probable, pero inferior a la 
raiz cuadrada de la veloci- 
dad cúadrática media? 


asegurar que las moléculas abandonen “sin colisión“ el 
recipiente, la dimensión del orificio d debe ser mucho 
menor que la longitud del recorrido libre de las moléculas, es 
decir, inferior a la distancia media entre las colisiones 
sucesivas (véase el $ 50) 

Para orientarse en el orden de las magnitudes es útil 
saber que a condiciones normales en el aire, las moléculas 
chocan con una frecuencia aproximadamente de 1 mil millo- 
nes por segundo, y la longitud media del recorrido libre es del 
orden de 107? m. Al bajar la presión, la longitud del recorrido 
libre aumenta. Por lo tanto el diámetro d del orificio debe ser 
muy pequeño. En el experimento con los haces moleculares es de 
centésimas de milimetro. La densidad del flujo de moléculas en 
dirección del movimiento del haz se da mediante la expresión 
(831) 

Después de salir del orificio d el haz pasa el colimador 
K que consta de rendijas sucesivas y separa las móléculas 
que se mueven casi paralelamente. Más allá se encuentra un 
dispositivo C que clasifica las moléculas según las velocidades 
y el detector D que sirve para registrar las moléculas después 
de ser clasificadas. 

Para clasificar las moléculas se utiliza con más frecuencia 
el método de discos giratorios que tienen rendijas a lo largo 
del radio (fig. 15.a). En el siglo pasado, usando este método 
Fizeau midió la velocidad de la luz en condiciones terrestres. 
Si las rendijas están vueltas en un ángulo æ una respecto 
a otra, y los discos se sitúan a una distancia I, entonces, para 
la velocidad angular œ, los discos girarán en un ángulo 
æ durante el tiempo At = a/w. Por ello a través de las dos 
rendijas pasarán las moléculas que poseen velocidades v= 
=//At=lw0/a y v,=loflx+2xn) (donde »=1, 2...) 
correspondientes a varios giros de los discos en el transcurso 
del si teno en el que las moléculas pasan la distancia 1. La 

ración de las moléculas se lleva a cabo por distintos 
métodos en dependencia de sus propiedades. En el caso más 
sencillo, ellas se precipitan en la pantalla y por el grosor de 
la capa precipitada puede juzgarse de su cantidad. Asi se 
hace cuando, por ejemplo, en calidad de objeto a investigar 
se toma un haz de átomos de plata, cuyo gas del volumen 
Vse forma al calentar, como consecuencia de la evaporación. 

En otro método (fig 15,b) el selector y detector se 
combinan en el cilindro giratorio con la rendija. Cuando esta 
última cae en la linea del haz, a través de ella pasa una 
porción de moléculas al interior del cilindro. Las moléculas 
que poseen diversas velocidades alcanzan la pared opuesta 
del cilindro con distinto retraso con respecto al momento de 
pasar la rendija y por ello caen sobre diferentes partes de la 
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Fig. 16. Esquema 
intercambio de pan 
incompatible con el pri 
de equilibrio detallado 


pared interior del cilindro. Midiendo la cantidad de 
moléculas que cayeron sobre diferentes partes, puede 
calcularse la distribución de las moléculas en el haz con 
respecto a las velocidades. 

En uno de los experimentos muy excelentes en calidad de 
selector de las moléculas se utilizó la fuerza de la gravedad 
(fig. 15.c); al caer en este campo, las moléculas más lentas se 
desvian en dirección a la Tierra a una distancia mayor que 
las moléculas rápidas. No es dificil calcular la desviación en 
función de la velocidad. En el experimento de esta indole 
realizado en la práctica, estas desviaciones fueron del orden 
de décimas de milimetro, pero se logró medirlas con 
fiabilidad. 

Los experimentos efectuados confirmaron la validez de la 
distribución de Maxwell. 

PRINCIPIO DEL EQUILIBRIO DETALLADO, La distri- 
bución de Maxwell es de equilibrio y, por lo tanto, es 
también un estado estacionario que no varía con el tiempo. 
Esto significa que la cantidad de particulas en cada elemento 
del volumen de, de, de, en las proximidades de la velocidad 
y del espacio de velocidades no cambia con el tiempo. Sin 
embargo, entre las moléculas surgen colisiones, 
a consecuencia de las cuales la composición de las moléculas 
en cada elemento del volumen varía continuamente, a pesar 
de que su cantidad media queda la misma. Por lo tanto, en 
cada unidad de tiempo a cada elemento del volumen en el 
espacio de las velocidades acude la misma cantidad de 
nuevas partículas que lo abandona. Se pregunta: ¿a qué 
elementos del volumen se marchan las particulas y de cuáles 
vienen? Pueden representarse desde el punto de vista teórico 
diferentes posibilidades, con cuya ayuda se satisfacen las 
condiciones de la constancia de las particulas en todos los 
elementos del volumen 

Tomemos, por ejemplo, unos cuatro elementos del 
volumen 7-4 (fig. 16.a) e imaginémonos el intercambio de las 
particulas entre ellos. Cada una de las flechas muestra una 
cantidad determinada de particulas que abandonan el 
volumen en cuestión o llegan a éste en la unidad de tiempo. 
Verbigracia. en el diagrama b (fig. 16) del volumen 1 las 
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Fig, 17. Esquema del 
cambio de 


correspondiente al princi 


equilibrio detallado 


particulas se marchan al 2, pero la misma cantidad llega a él 
del volumen 4, etc. En el diagrama c (fig. 16) al volumen 
3 llegan las particulas de los volúmenes 2 y 4, pero en 
cambio la cantidad de particulas, igual a su suma, se desplaza 
al volumen 1. A consecuencia de que se realizaron los 
intercambios indicados de las particulas, se asegura la 
constancia de las particulas en todos los volúmenes. 

Sin embargo, el estado de equilibrio no puede realizarse 
mediante semejantes esquemas. El principio del equilibrio 
detallado afirma que el equilibrio se establece por di los, es 
decir, entre todos los pares de elementos del volumen, Ello 
significa que cada elemento del volumen entrega en la unidad 
de tiempo a otro elemento cualquiera del volumen tantas 
particulas, cuantas recibe de él Por lo tanto, el único 
esquema posible de intercambio de las particulas entre cuatro 
elementos del volumen es el que se muestra en la fig.,17. La 
intensidad de intercambio entre cada par de elementos del 
volumen, hablando en general, es distinta. 

La validez del principio del equilibrio detallado se 
condiciona con que el estado de equilibrio se establece 
a causa del carácter caótico de las colisiones y del desorden 
en el movimiento de las moléculas. La imposibilidad de 
existencia de esquemas, mostrados en la fig, 16 se desprende 
de que ellos pueden efectuarse sólo a consecuencia de una 
ordenación determinada del movimiento de las moléculas 
y sus colisiones. El principio del equilibrio detallado es válido 
no sólo para las colisiones, sino que también para todos los 
demás procesos en cualesquiera sistemas, cuyo estado de 
equilibrio se establece a causa del carácter completamente 
caótico de los procesos. 

Ejemplo 8.1. Hallar la cantidad de moléculas de oxigeno 
O), cuyas velocidades se encuentran en los limites de 195 
a 205 m/s a 0°C. La masa del oxigeno es de 0. kg 

Dado que el intervalo de las velocidades de 195 a 205 m/s 
es suficientemente pequeño, puede hacerse uso del teorema 
del valor medio y escribir, usando la fórmula (8.16): 


“AN dy, (837) 


donde v= 200 m/s, dv= 10 m/s. 

La masa molecular relativa del oxigeno M, =32 y, por 
consiguiente, la masa de la molécula m = 32- 1,66- 107?" kg = 
=5,31-10"*% kg La masa molar del oxigeno M=32x 
x 107? kg/mol, por lo tanto, 0,1 kg de oxigeno contiene 
n = [0,1/32-107>)] -6,02-10*? = 1,88-10** moléculas. Incluso 
tendremos en cuenta que kT=1,38-107?*.273J=3,77 x 
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x 107?! J, por eso 
53110726 y92 
) x 


anma aa AS 


10- 24(200}? 
xesp| - 5,31 -107 *%200)' Lc -10-188-10%0= 


2377-1077 
=(2,2-107 $P%exp ( — 0,28)-9,44 10% = 
= 3,08 exp( — 0,28)- 10°? = 2,3- 1072, 


§ 9. DISTRIBUCIÓN DE BOLTZMANN 


Se estudian las peculiaridades 
de la distribución de Boltz- 
mann y sus aplicaciones más 
simples. Se analiza la relación 


. entre las distribuciones de 


Boltzmann y Maxwell. 
Se describe la comprobación 
experimental de la distribución 
de Boltzmann. 


INDEPENDENCIA DE LAS DENSIDADES DE PRO- 
BABILIDAD DE LAS COORDENADAS Y VELOCIDADES DE 
LA PARTÍCULA. Si el gas se encuentra en un campo 
potencial exterior, la energía de la particula £, que entra en la 
fórmula (7.6), es igual a 


e =m/2+U. 0) 


La cantidad de estados en el elemento del espacio de fase 
se da mediante la fórmula (8.1). Por eso en lugar de la fór- 
mula (8.2), obtenemos 


A 
dP (x, Y, 2, Pes Pys P) = Tp * 


2 


Es obvio que las densidades de probabilidad de las 
coordenadas de la particula y sus impulsos son indepen- 
dientes, por lo tanto, 


my? 
xexp| — (F + v) dx dy dz dp, dp, dp... 9.2) 


dP (X, y, Z, Pos Py, P 2) = dP, (x, y, 2) x 
X dP: (Po Pr Pa)» (9.3) 


donde 
aP, (x, y, 2)= A, exp[ — BU (x, y, 2)] dx dy dz, 
dP Ap, Py: P:) = Azexp(— Bmo*/2)dp.dp, dp. 


Las constantes A, y 4, se hallan, como siempre, a partir 
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Boltzmann Ludwig 
(1844-1906) 


de la condición de normalización. La fórmela para 

dP2 (Po Py p-) se estudió en el $ $ y nos ofrece la distri- 

bución de Maxwell. La fórmula para d, (x, y. =) nos lleva 
a la distribución de Boltzmann. 

DISTRIBUCIÓN DE BOLTZMANN. La magnitud 

=) en (9.3) determina la probabilidad de que la 

la se encuentre en el volumen dxdydz en las 

proximidades del punto (x, y, =) Pasemos al sistema de 

h partículas de la misma manera que lo hemos hecho en el 

$8, al deducir la distribución de Maxwell 


las fórmulas de la distribución de probabilidade: y 
Si en el sistema canónico hay en total n particulas, segi 

la fórmula de multiplicación de las probabilidades, halla 

en el elemento del volumen dx dy dz en las proximidades del 

punto (x, y, 2) "i 

dn{x, y, 2) = A,n exp [ — U (x, y, 2)(4T)] dx dy dz 19.4) 


La constante A, se encuentra de la condición de la 
normalización que en este caso significa que en el volumen 
hay » particulas: 


fon = Ain fep [= Ut, y, DNA] dx dyd: =n, 95) 

de donde 

A ás fer = U(x, 5, DART] dx dy dz. 9.6) 
i 

La fórmula 


dn Ay exp[— U (x, y ETI) 1%) 


náxdydz 


se denomina distribución de Boltzmunn. Ella muestra la 
distribución de la concentración espacial de las particulas en 
función de su energía potencial. 

No es necesario siempre calcular la constante de 
normalización Ay, ya que en muchos casos nos interesa sólo 
la distribución de la concentración de las particulas y no su 
cantidad total. Supongamos que en el punto (Xo, Yo» 20) Se 
conoce la concentración de las particulas n= 
= no (Xo, Yos 20) = dn/{dxo, dos dzo). La energia potencial en 
este punto es igual a Uo =U (Xo, Yo, 20). Designemos la 
concentración de las particulas en el punto (x, y, z) por 
no(x, y. z). Entonces la fórmula (9.7) para estos dos puntos 
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La energia de las moléculas 
que se mueven en cl campo 
de gravedad hacia arriba, 
disminuye, en cambio la 
energia media para la distri- 
bución de Maxwell según las 
velocidades no varia en este 
caso. Merced a que al 
elevarse a cierta altura, las 
moléculas “menos enérgicas 
abandonan el flujo, se efectúa 
la conservación de la energia 
media invariable de las 
moléculas al disminuir la 
energia de cada molécula. La 
energía media de las 
moléculas que se mueven 
hacia abajo, no cambia 
porque las moléculas que 
abandonaron el fujo en el 
movimiento hacia arriba, 
ahora se unen al flujo. 
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tiene el aspecto 


Ay exp[ — UoAKkTI], (9.82) 


= A, exp[—U(x y, DART]. (9.8) 


Al expresar A, de (9.8a) y sustituir la expresión obtenida 
en (9.8b), hallamos 


[ no (x, y, 2) = no (xo Yo» Zolexp {— [U (x, y, 3) — veny] 
09) 


La fórmula de Boltzmann se utiliza con más frecuencia 
precisamente en esta forma, con la particularidad de que 
sobre todo es cómodo elegir una normalización de la energia 
potencial, tal que en el punto (xo. Yo. Zo) la energia potencial 
sea nula (Uo =0) 

Según su contenido, la fórmula (9.9) es equivalente a la 
(9.7). Si no se sabe la concentración de las moléculas de gas 
en ningún punto y sólo se conoce la cantidad total de 
moléculas en el volumen prefijado, entonces Mo (Xos Jo, 20) €S 
constante y se determina de la condición de la normalización 
para la cantidad total de las particulas en el volumen, 

MEZCLA DE GASES EN EL RECIPIENTE. Sca que en un 
recipiente cilindrico cerrado de un área de la base $ y altura 
ho haya moléculas de dos géneros. La cantidad total de las 
moléculas del primer género la designaremos por ny, y del 
segundo género, por n, y la masa de cada una de las 
moléculas la denotaremos por m, y mz respectivamente. 
Hallemos la distribución de las moléculas con respecto a la 
altura. 

Ante todo queda claro que la densidad de probabilidad 
de que cierta molécula de cada género se encuentre en cierto 
lugar no depende de la posición de otras moléculas no 
solamente del mismo género, sino de las moléculas de otro 
género. Por eso la distribución de las moléculas de cada 
género se da mediante la fórmula (9.9). Designemos fa altura 
de la capa de las moléculas que se cuenta desde el fondo del 
recipiente, por h. La concentración de las moléculas depende 
sólo de h. Es cómodo normalizar en cero la energía potencial 
de las moléculas en el fondo del recipiente (h = 0). Para esta 
normalización la energia potencial de la molécula a la altura 
h es igual a U = mgh. Por consiguiente, la distribución (9.9) 
de la concentración de las moléculas que están a la altura h, 
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tiene el aspecto 
noilh) = no (0) exp [ — mghik TI]. 


(9.10) 
noti) =ny (0) exp [ — maghk Ty] 
Partiendo de las condiciones de la normalización 
m to 
S [mo Mdh=n,, S f no) dh =n (9.11) 
o o 
obtenemos: 
nmg migho 
n 0 [ cso( e ) 
nao Maha NT ES 
Mp2 10) = ST [ eo Hr )] . (9.12) 


La relación de las concentraciones de las moléculas 
a distintas alturas es 


xp[— malo ATI] 
xp [maghk] 


x eso -m ze] (9.13) 


De las fórmulas (9.10) se ve que la concentración de las 
moléculas más pesadas decrece con mayor rapidez que la de 
las ligeras. La fórmula (9.13) muestra que el gas más pesado 
se concentra más en el fondo del recipiente y el ligero, en la 
parte superior. 

Estimemos los órdenes de la magnitud. Como se sabe, 
a condiciones normales la concentración de las moléculas en 
el aire es ny =2,7-10%% m”>, Concretamente consideremos 
que el segundo gas será oxigeno y el primero, hidrógeno. La 
temperatura del aire es T=300 K (123 27°C); m, =3,34 x 
x 1077 kg; m, =16m,; KTZ 4,14-107?' J; 29,8 m/s? 
Para valores de h no muy grandes y para estas condiciones 
los índices del exponente serán extremadamente pequeños. 
Por ejemplo, m,ghAkT) = 8-107 6h; m,gh/(kT) = 107 *h. Los 
términos exponenciales pueden desarrollarse en serie y se 
puede conservar el término lineal según h: 


nolh) f, (mm) 
noilh) kT 


a] ~ (11.21074). (9.14) 


Asi, pues. en la parte superior del recipiente disminuye la 
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Al elecar las particulas en el 
campo de graredad, su 
energia cinética. disminuye 
¿Por què en este cuso la 
temperatura en el campo de 
gravedad en estado de 
equilibrio mu depende de la 
altura? 
¿De qué mudo ye aplica la 
distribución de Buli=mam 
a la mezcla de gases? 
manera — están 
relacionadas entre sí las 
distribuciones de Boltzmann 
y Maxwell? 


concentración relativa de las moléculas de la componente 
pesada y aumenta de la ligera. Ello se manifiesta de manera 
bien precisa a grandes h. Imaginémonos que hz 10° m. 
Entonces la fórmula (9.13) adquiere el aspecto 


nolh) _ e ap —1,2-107+h) 019) 
n m 


Ya que exp (— 1.2) = 0,3, la relación de las concentraciones 
de las particulas desde O hasta 10* m varia en mås de tres 
veces. Señalemos también que aunque la variación de la 
concentración con la altura, siendo la diferencia de las alturas 
pequeña, es muy poca, no obstante ella precisamente es la 
usa de la aparición de la fuerza sustentadora de las 
aeronaves más ligeras que el aire (véase el $ 10). 

RELACION NTRE LAS DISTRIBUCIONES DE 
MAXWELL Y BOLTZMANN. Las distribuciones de Maxwell 
y Boltzmann son partes integrantes de la distribución de 
Gibbs. La temperatura se determina mediante la energi 
cinética media. Por eso surge la pregunta por qué la 
temperatura permanece constante en un campo potencial, 
aunque según el principio de conservación de la energia, al 
variar la energia potencial de las particulas, debería de 
cambiar también su energía cinética, y por lo tanto, como 
parece a primera vista, su temperatura. En otras palabras, 
¿por qué en el campo de gravedad, al moverse las partículas 
hacia arriba, la energía cinética de todas ellas disminuye y la 
temperatura permanece constante, es decir, queda constante 
su energía cinética media, y al moverse las particulas hacia 
abajo, la energía de todas ellas aumenta, quedando constante 
la energia media? 

Ello se explica con que al subir las particulas, las lentas, 
o sea, las “mås frias”, abandonan el flujo de particulas. Por lo 
tanto, el cálculo de la energía media se lleva a cabo por la 
menor cantidad de particulas que en la altura inicial eran, en 
término medio, “más calientes”. Dicho de otra manera, si 
desde la altura nula a / llegó cierta cantidad de particulas, la 
energia media, perteneciente a una partícula a la altura M, cs 
igual a la energia media de una particula a la altura nula, ya 
que las más lentas de ellas no han podido alcanzar la altura 
hi. En cambio, si a la altura nula separamos las particulas, 
cuya energia cinética es suficiente para llegar a la altura f 
y calculamos la energía media, perteneciente a una particula, 
ella será mayor que la energía media de una particula a la 
altura nula, tomando en consideración todas las particulas. 
Por ello puede decirse que la energia media, perteneciente 
a una particula a la altura h. disminuyó realmente, y en este 
sentido al elevarse a una altura, tuvo lugar el “enfriamiento” 
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de este grupo de particulas. Sin embargo, si a las alturas h 
y nula se toman en consideración todas las partículas que 
hay en estas alturas, las energías medias de una partícula son 
iguales, o sea, las temperaturas a estas alturas son también 
iguales. De aqui se desprende que la constancia de la 
temperatura y el cambio de la concentración de las particulas 
con la altura se encuentran en una relación completamente 
determinada la una con la otra. 

ATMÓSFERA DE LOS PLANETAS. La energia potencial 
de una particula de masa m en el campo de gravitaci 
cuerpo celeste esferoidal es igual a 


Mi 
Ulr)= -645 (9.16) 


donde M es la masa del cuerpo, r, la distancia del 
cuerpo hasta la particula, G, la constante de gravitác 
atmósfera de los planetas, incluyendo la de la Tierra, no se 
encuentra en estado de equilibrio. Por ejemplo, como 
consecuencia de que la atmósfera de la Tierra está en estado 
de desequilibrio, su temperatura no es constante como 
deberia ser, sino que varia con la altura (disminuye, al 
aumentar la altura) Mostremos que el estado de equilibrio 
de la atmósfera del planeta es en principio imposible, Si esto 
fuese posible, la densidad de la atmósfera deberia cambiar 
con relación a la altura según la fórmula (9.9) que adquiere la 
forma 


no(r)= mutryesp| - cl ») (9:17) 
o 


en la que se tomó en consideración la expresión (9.16) para la 
energía potencial, ro es el radio del planeta. La fórmula (9.17) 
muestra que para r — œ% la densidad tiende al límite finito: 


mole = o) = otro 0h } (9.18) 


Esto significa que si la atmósfera posee una cantidad 
finita de moléculas, éstas deben estar distribuidas por todo el 
espacio infinito, o sea, la atmósfera es difusa. 

Dado que a fin de cuentas todos los sistemas tienden a un 
estado estable, la atmósfera de los planetas se dispersa 
paulatinamente. Algunos cuerpos celestes, por ejemplo, la 
Luna no tienen totalmente atmósfera, otros, como Marte, 
poseen una atmósfera muy enrarecida. Así, pues, la atmósfera 
de la Luna ya alcanzó el estado de equilibrio y la de Marte 
está próxima a lograr dicho estado. Venus posce ung 
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atmósfera muy densa y, por lo tam encuentra al 
comienzo de alcanzar el estado de equilibrio. 

Para examinar de modo cuantitativo la cuestión sobre la 
pérdida de la atmósfera por los planetas, es necesario tomar 
en consideración la distribución de las moléculas por las 
velocidades. La fuerza de atracción terrestre la pueden 
superar sólo las moléculas, cuya velocidad sobrepasa la 
sugunda velocidad cósmica. Estas moléculas se encuentran en 
la “cola” de la distribución de Maxwell y su cantidad relativa 
es insignificante. No obstante, al cabo de lapsos considerables 
la pérdida de moléculas es sensible. Ya que la segunda 
velocidad cósmica en los planetas pesados es mayor que la de 
los ligeros, la intensidad de pérdida de la atmósfera para los 
cuerpos celestes voluminosos es menor que para los ligeros, 
o sea, los planetas ligeros pierden la atmósfera con más 
rapidez que los pesados. El tiempo de pérdida de la 
atmósfera depende también del radio del planeta, de la 
temperatura, composición de la atmósfera, ctc. Un análisis 
cuantitativo completo de esta cuastión es una tarea compleja. 

DEPENDENCIA ENTRE LA POLARIZACIÓN DE LOS 
DIELÉCTRICOS POLARES Y LA TEMPERATURA. Se 
denominan dieléctricos polares las sustancias, cuyas 
moléculas poseen un momento eléctrico dipolar constante, Se 
llama dipolo al conjunto de dos cargas iguales de signo 
opuesto, situadas a una distancia ] una de otra (fig. 18). El 
momento dipolar p =|g|l es un vector dirigido de la carga 
negativa del dipolo a la positiva, |q] es el valor absoluto de 
cada una de las cargas del dipolo. Por lo general el momento 
dipolar posee un valor del orden de =10"*%C-m, Por 
ejemplo, el momento dipolar de la molécula HCI es, 
aproximadamente, igual a 3444-10-39 C.m; HBr, 2,33 x 
x 10739 C-m, etc. En un campo eléctrico exterior los 
dipolos tienden a colocarse en dirección del campo, 
a consecuencia de lo que el dieléctrico se polariza, o sea, ad- 
quiere un momento dipolar macroscópico que se caracteriza 
por el vector de polarización. Éste es igual a la suma de los 
momentos dipolares de las moléculas en un volumen 
pequeño, relacionada a este volumen. 

A diferencia del campo eléctrico exterior, el movimiento 
térmico de las moléculas tiende a desordenar la orientación 
de los dipolos. Como consecuencia de ello los momentos 
dipolares se orientan aleatoriamente con relación a la 
dirección del campo eléctrico. La tarea consiste en hallar la 
distribución de los momentos dipolares con respecto a los 
ángulos en relación con el campo eléctrico y aclarar la 
dependencia entre el vector de polarización y la temperatura. 

Del curso de electricidad se sabe que el dipolo (el 
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Fig. 19, Cálculo de la 


del dipolo 
olíctrico 


en 


un 


momento dipolar p). colocado en un campo eléctrico de 
intensidad E. posce una energía potencial 


U=-p 0.19) 


Esta fórmula puede deducirse, con mayor sencillez, asi, 
Dirijamos el eje Z según el campo eléctrico. Las fuerzas que 
actúan sobre las cargas del dipolo, se dirigen a lo largo del 
eje Z (fig. 18) y son iguales a qE y — qE (por y se comprende 
el valor absoluto de la carga). La relación común entre las 
fuerzas y la energía potencial conduce a la expresión de la 
energia potencial de estas cargas: U —qEz7 Ulz)= 
= Ez, Por eso la energía del dipolo (el campo es 
homogéneo) 


U=U()+U()=-—4Ef,- 


Esta fórmula es válida también para la energin dpl dipolo 
en un campo eléctrico variable, ya que no depende de las 
derivadas según las coordenadas y las cargas en el dipolo se 
sitúan cerca la una de la otra. 

Es obvio que la distribución de los dipolos según los 
ángulos es simétrica con relación al eje Z y depende del 
ángulo 6 (fig. 19). La energía potencial depende del ángulo 
© y no depende de las coordenadas (la intensidad E en el 
elemento de volumen, en el que se calcula la distribución 
según los ángulos, es constante), Si designamos el elemento 
del ángulo sólido por d9, la fórmula (9.4) para la distribución 
de Boltzmann se escribe como 


nido) = e “Pan = 
m APEA do seno do, (9.20) 


donde A es la constante de normalización y se toma en 
consideración la expresión en coordenadas esféricas para el 
ángulo sólido: dQ =døsenðdð. Esta fórmula resuelve el 
problema de la distribución de los momentos dipolares de las 
moléculas según los ángulos. 

Como consecuencia de la simetria axial, cl momento 
dipolar medio tiene una componente sólo a lo largo del eje 
Z: 


= —qElcos0= =p E. 


Ípcos0expía.cos 8)sen 0 dO 
0 ———_—_—————= 
fexpíaxcos B)sen 8 dð 
o 
os 


= zz [PP lacos6)sen 0 d0, (921) 
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Fig. 20. Función de Langevin 


donde a= pE/(kT) Entonces 
<p. =pUa), Lx) =cthxa— 1/2. (9.22) 


La fig 20 muestra la forma de la función Lio) 
denominada función de Langevin, El desarrollo en serie de la 
cotangente hiperbólica tiene el aspecto 


MO(x, y, 2) ctha= lja +a/3 -45+ 19.233) 
= no (žo. Jos Zo) Para los campos relativamente débiles, para los cuak 
x el Uta yn = Colin pE «KT. podemos limitarnos al. término lineal, entonces la 
fórmula (9.22) se hace completamente simple: 
<p.) = PENKT). 1924) 


El vector de polarización está dirigido a lo largo del eje Z 
y su módulo es igual a la expresión (9.24), multiplicada por la 
densidad de átomos. Asi, pues, la polarización de los 
dieléctricos polares varia inversamente proporcional a la 
temperatura. 

Este ejemplo se examinó para mostrar la posibilidad de 
aplicar la distribución de Boltzmann para analizar no sólo la 
distribución espacial de las particulas, sino también para 
analizar su distribución según otras variables, de las que pue- 
de depender su energia potencial. 

VERIFICACIÓN EXPERIMENTAL DE LA DISTRIBUCIÓN 
DE BOLTZMANN. Al deducir la distribución de Boltzmann, 
no se imponían restricciones algunas a la masa de las 
particulas. Por eso, en principio, dicha distribución es 
aplicable también para las particulas pesadas. Tomemos en 
calidad de estas particulas, por ejemplo. granos de arena 
Está claro que éstos se situarán en cierta capa al fondo del 
recipiente. Hablando estrictamente, ello es consecuencia de la 
distribución de Bolzmann. Para grandes masas de las 
particulas el indice del exponente varia tan rápido con la 
altura que en todas las partes fuera de los limites de la capa 
de arena es nulo. En lo que se refiere al espacio dentro de la 
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capa, alli hay que tomar en consideración el volumen de los 
granos de arena. Esto se reducirá a un problema puramente 
mecánico sobre el mínimo de la energia potencial para 
relaciones prefijadas. Los problemas de semejante tipo se 
estudian en la mecánica y no en la física estadistica, 

Para que las particulas pesadas no se “depositen en el 
fondo”, sino que se distribuyan en una capa suficientemente 
grande por la altura, es necesario que su energia potencial 
sea bastante pequeña. Esto puede lograrse, colocando las 
particulas en el líquido, cuya densidad sea un poco más baja 
que la densidad del material de las particulas Designando la 
densidad y el volumen de las partículas por p y 1. y la densi- 
dad del liquido por Po, vemos que la fuerza que actúa sobre 
la partícula es igual a r(p—po)g. Por lo tanto, la energía 
potencial de semejante particula a la altura 4 respecto al fon- 
do del recipiente es igual a 


U (h) = tip = Pobgh. (9.25) 


Por eso la distribución de la concentración de estas 
particulas según la altura se da mediante la fórmula 


nolh) =n (0) exp [ — tip — Pod ghk TY). 19.26) 


Para que el efecto se observe bien, las particulas deben ser 
suficientemente pequeñas. La cantidad de semejantes 
particulas a diferentes alturas se cuenta en el recipiente con 
ayuda de un microscopio. Los experimentos de este género 
fueron efectuados por primera vez, comenzando desde 1906, 
por J.B. Perrin (1870-1942). 

Al efectuar las mediciones, se puede cerciorarse de que si 
en realidad la concentración de las particulas varia según la 
ley exponencial. Perrin demostró que eso era, en efecto, asi y, 
por consiguiente, la distribución de Boltzmann es válida 
Después, partiendo de la validez de la distribución y midien- 
do los volúmenes y las densidades de las partículas me- 
diante procedimientos independientes, se puede, basándose 
en los resultados del experimento, hallar el valor de la 
constante de Boltzmann k, ya que todas las demás magni- 
tudes en (9.26) son conocidas. De este modo Perrin midió k 
y obtuvo un resultado muy próximo al valor actual. El 
cientifico midió el valor de k mediante otro procedimiento: 
de los experimentos con el movimiento browniano. 

En lo sucesivo se llevaron a cabo experimentos de otro 
tipo que confirmaron por completo la distribución de 
Boltzmann. Entre los experimentos de otro tipo puede 
señalarse, por ejemplo, la verificación de la dependencia entre 
la polarización de los dieléctricos polares y la temperatura, 
examinada más arriba. 
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Ejemplo 9.1.Para medir la constante de Avogadro Perrin 
utilizó la distribución de los granos gutiferos en el agua. La 
densidad de las partículas de la goma guta es p= 
=1,21-10* kg/m? y su volumen t=1,03-1071% m3, El 
experimento se realizó a una temperatura de 4°C. Hallar la 
altura hh a la que la densidad de la distribución de dichos 
granos disminuyó el doble. 

Tomando en consideración que, según la condición del 
problema, t(p — po) =0,22-10” ** kg, obtenemos a base de la 
fórmula (9.26) 


h=kTIn2/[x(p — polg] = 12,3-107% m. 


Ejemplo 9.2. En el aire a temperatura de 0°C y presión 
de 1,013-10% Pa se pesan unas particulas esferoidales de 
radio de 1077m. Hallar la masa de la particula en 
suspensión si la concentración de partículas disminuye dos 
veces a 20 m de altura. Aplicando la fórmula (9.26), hallamos 
T(P — Po) = KT In 2:(gh) = 1,33-107% kg. 

Tomando en consideración que 1=4,19-1072! mr, 
hallamos p=P9=3,2-107* kg/m". Dado que po 
=1,293 kg/m”, obtenemos p=1,296 kg/m? y, por con- 
siguiente, la masa de la particula es 
m = 1,296 +4,19- 107?" kg = 543-107?" kg- 
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Se deduce la ecuación princi- 
pal de la tec 
gases y se discuten sus for- 
ersas y las regularida- 
relacionadas con dicha 
ción. 
mina la fórmula baro- 
métrica de la altura y los me- 
canismos de la aparición de 
la fuerza sustentadora de un 
globo y acróstato, Se describen 
los principales métodos de me- 
dición de las presiones en 
distintos intervalos. 


ECUACIÓN PRINCIPAL DE LA TEORÍA CINÉTICA DE LOS 
GASES IDEALES. La presión surge como consecuencia de 
los choques de las moléculas contra las paredes del recipiente, 
Cada molécula le transmite a la pared un impulso en cl 
que varia el impulso de la misma molécula a causa de la 
colisión con la pared. Por eso si dirigimos el eje X de modo 
perpendicular a la pared (véase la fig. 14), el impulso que se 
transmite durante una colisión es igual a 2mu£*? (m es la 
masa de la molécula) La presión es igual al impulso, 
transmitido a la pared de un área de I m? por las mo- 
léculas a causa de sus colisiones en el transcurso de un 
segundo. Por lo tanto, la presión es el flujo doble del 
impulso de las moléculas, normal a la superficie de la pared. 

El flujo del impulso, dirigido hacia la pared, originado 
por las moléculas, cuyas velocidades se hallan entre v y 
v + de, conforme a (8.31), es igual a 


noto domi’. (10.1) 


El índice ( +) de las velocidades muestra que este flujo se 
crea sólo a base de las moléculas que se mueven hacia la 
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pared (es decir, por la mitad de la cantidad total de las 
moléculas). Entonces 


Px = Pnom FA de = nokT. (10.2) 


con la particularidad de que en este caso el cålculo de la 
integral se realiza de la misma manera que los cálculos en 
(8.32) que fueron descritos detallada 
álogo se calculan p, y p: 
que dan el mismo resultado de (10.2) 


P,=P,=p,=p=nkT. (103) 


Como era de esperar, la presión del gas es isótropa y se le 
puede designar por p sin indicar la dirección a la que 
pertenece. Señalemos que esto no siempre es asi, Si las 
propiedades mecánicas del medio son anisótropas, la presión 
en el punto dado en diferentes direcciones puede ser distinta. 
En el caso examinado, claro está que las propiedade del gas 
son isótropas. 

Al expresar la temperatura en (10,3) a través de la veloci- 
dad cuadrática media <e?) según la fórmula (8.18), podemos 
escribir la ecuación (10.3) en forma 


(104) 


ta ecuación se denomina ecuación principal de hu teurit 
ética de los gases ideales 
Al deducir la ecuación (104) no se han hecho 
suposiciones algunas sobre Ja ley de choque de las moléculas 
sobre la pared del recipiente. Este proceso es muy 
complicado y depende tanto de las propiedades de las 
moléculas, como también de las propiedades del material de 
la pared y su tratamiento. La reflexión de los átomos de la 
pared no transcurre (hablando en general) por las leyes de 
reflexión especular, es decir, el ángulo de incidencia de éstos 
sobre la pared no es igual al ángulo de reflexión. En la 
mayoria de los casos se observa “la ley de los cosenos” cuan- 
do la intensidad de reflexión en alguna dirección es 
proporcional al coseno del ángulo entre la dirección y la 
normal a la superficie. Esta intensidad casi no depende del 
ángulo de incidencia. Si la superficie es la cara de un 
monocristal. la ley de reflexión depende esencialmente de las 
características del cristal, puede tener máximos y minimos èn 
distintas direcciones, etc. Pero al calcular la presión, no hay 
necesidad de tomar todo ello en consideración ya que en el 
caso estacionario, promediando, las componentes 
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tangenciales de los impulsos deben, en resumidas cuentas, 
compensarse y las normales, según el principio de 
conservación del impulso en el sistema cerrado, deben 
condicionar la aparición de la presión (10.4). 

ECUACIÓN DE CLAPEYRON-MENDELÉIEV. Designan- 
do por n la cantidad total de las moléculas en el volumen 
V del gas y tomando en consideración que n= n/V, 
representemos la ecuación (10.3) en forma 


pV=nkT. (10.5) 


Dado que n no se mide directamente para la masa dada de 
gas, es necesario que la ecuación adquiera una forma más 
cómoda. Con este fin usemos el concepto de mol. 

La cantidad total de moléculas en v moles de moléculas 
es n=vN,. Por eso la ecuación (10.5) puede representarse 
como 


pY=vRT, (10.61) 
donde 
R =kN a= 8,31441 Jimol-K) (10.7) 


es la constante molar de gas. Las magnitudes relacionadas 
con el mol de sustancia, se denominan molares, La igualdad 
(10:63) se Iama ecuación de Clapeyron Mendelciew. Para 
T= const obtenemos la ecuación de Boyle Mariotte y para 
p=comst, la ley de Gay - Lussac. 

Al introducir el concepto del volumen molar, la ecuación 
(108) puede tomar otra forma. El volumen de la sustancia, 
referido a un mol, sc denomina volumen molar: 


volumen que ocupa el gas V 
de moles de ga: E 
Entonces podemos escribir 


(10.60) 


En muchos casos es conveniente representar la ecuación 
(10:6a) utilizando los valores de la masa del gas en forma 
explicita. Para eso escribamos de la relación (1.8) M = m/v, 
donde M es la masa molar, m, la masa de la sustancia. 
Entonces la ecuación (10.64) toma el aspecto 


(10.8) 
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Bara las moléculas que 
inciden sobre la superficie de 
un sólido ésta no se presenta 
como una superficie lisa 
especular. Está más próxima 
a un relieve complicado, 


propiedades del sólido y el 
carkcter del tratamiento de la 


colisión de una molécula 

o un átomo con la superficie 
es un proceso complejo. Para 
el análisis los detalles de este 
proceso son fúniles, ya que el 
principio de conservación del 
impulso para un sistema 
aislado, que se emplea en 
este caso, es válido siempre. 


Como fundamento para darle a la ecuación (10.68) los nombres de 
B.P.E. Clapeyron y D.I. Mendeléiev sirvieron las siguientes 
circunstancias. Primero Clapeyron escribió la ley unificada de 
Boyle-Mariotic en forma de pV=4(267+1, donde A es la 
constante para la masa dada de gas; £, la temperatura por la escala 
Celsius; la cifra 267 aparece en esta ecuación por el hecho de que 
Clapeyron consideraba que el coeficiente de temeperatura no es 
igual a 1/273, sino a 1/267. Más tarde dicha escritura fue 
perfeccionada por D.I. Mendeléiey que introdujo la constante molar 
de gas a la ecuación y la escribió en forma de (10.8) 


LEY DE DALTON. Como se ha indicado muchas veces, 
los componentes aislados de una mezcla de gases pueden 
considerarse independientes. Por lo tanto, cada componente 
ejerce una presión, correspondiente a (10.3) y la presión to- 
tal es igual a la suma de las presiones de los compo- 
nentes: 


p=MkT + nokT 


+ nokT 


+ Pa 


(10.9) 
donde p, son las presiones parciales. La ley que se expresa 
mediante la igualdad (10.9), se denomina ley de Dalton. Es 
evidente que a concentraciones bastante grandes (presiones) 
de gases, son de esperar desviaciones de la ley de Dalton ya 
que debe manifestarse la interacción que hay en realidad 
entre diversos componentes de la mezcla, merced a lo cual 
ellos no se portarán como independientes. Y en efecto, a una 
presión suficientemente alta, se observan semejantes 
desviaciones de la ley de Dalton. Dicha ley fue descubierta en 
1801 por J. Dalton (1766-1844) y explicada por el científico 
con ayuda de la hipótesis atomística. 

Designando las presiones parciales, masas, masas molares 
de los componentes de la mezcla de gases por p, m; y Mi 
respectivamente, representaremos con ayuda de la ley de 
Dalton (10.9) la ecuación (10.8) en forma 


m "a m 
a (10.1 
mtm * +ie)er (10.10a) 


(Pi +++ val 


Indicando la presión de la mezcla de gases con la 
notación p=p, + Pa +... + Pp, SU Masa con m=m, +m, + 
+... +m, introduciendo la masa molar media (M) de la 
mezcla de gases y utilizando la igualdad (1/(M))= 
=(1/m)[(m,/M, +(m,/M) +... + (m,/M,)], escribiremos de 
nuevo la ecuación (10.103) de modo semejante a (10.8) para el 
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gas de un componente 


(10.106) 


LEY DE AVOGADRO. Al examinar la ecuación de estado 
de los gases ideales, escrita en forma de (10.5), se ve que 
a condiciones idéntidas de temperaturas y presiones los 
volúmenes iguales de cualquier gas contienen el mismo 
número de moléculas. Esta afirmación, establecida en 1811, se 
denomina ley de Avogadro. 

De esta manera, a temperaturas y presiones fijas, un mol 
de cualquier gas ocupa el mismo volumen. A condiciones 
normales (p= 101,325 kPa; T= 273,15 K) este volumen es 
igual a 


= (RT jp) = 22.41383- 107? m*/mol. 


La concentración de moléculas para estas condiciones sè 
prefija por la constante de Loschmidt 


=2.686754-10% m 


FÓRMULA BAROMÉTRICA. Dado que la presión se 
expresa univocamente mediante la fórmula (10.3) a través de 
la temperatura, la distribución de Boltzmann (9.9) permite 
inmediatamente, sin cálculos complementarios, escribir la 
distribución de las presiones para las mismas condiciones. 
para las que es válida esta fórmula, es decir, en condiciones 
de equilibrio (T= const). Por eso en el caso de la atmósfera 
isotérmica la distribución de la presión con la altura h se da 
para cada componente mediante las fórmulas 


Pith) = no;(h)kT, 
pl) = pi(Oexp[- m,gh/«T)] 


aoan 


El aire, en lo fundamental, consta de oxigeno y nitrógeno. 
Por eso la fórmula para la variación de la presión en el 
con la altura tiene el aspecto 


Pih) = p, (h) + pa (h) = p, (0)exp[ — m,ghitk TI] + 
+ pa(Oexp [ — mghikT)]- (10.12) 


Por lo tanto [véase (9.13)], la relación de los componentes 
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Fig. 21. Esquema de las 
fuerzas que conducen a la 
apari del empuje 


(principio de Arquimedes) (a) 
de la fuerza sustentadora del 
róstato (b) 


y. respectivamente, la relación de las presiones parciales 
varian con la altura. Pero las masas de las moléculas de 
nitrógeno y Oxigeno se aproximan y este cambio no es 
esencial. Todo lo mencionado aqui se hizo para completar el 
cuadro desde el punto de vista teórico. En realidad la mezcla 
de gases con respecto a la presión puede considerarse como 
un gas con una masa media de las moléculas 


<m> = (m,n, + man, +n). 


Al tener en cuenta que [mi(kT)]=po/po. donde po y Po 
son la densidad y presión para }=0, la fórmula barométrica 
puede escribirse de la siguiente manera 


pih) = po exp — pogh/po). (10.13) 
con la particularidad de que en la superficie de la Tjgrra se 
toma po = 101,325 kPa. En este caso se considera que la 
temperatura no varia con la altura. Si la altura se expresa en 
kilómetros, la fórmula barométrica se representa más 
cómodamente en la forma (tomando que en la fórmula la 
temperatura es 0*C) 


pih) = po exp — h/7.99). (1014) 


En cambio, en la realidad la atmósfera no es estacionaria 
y la temperatura disminuye de hecho con la altura, Merced 
a ello la dependencia de la presión de la altura varia 
esencialmente. A ciertas condiciones medias, correspondientes 
a la presión media pọ en el nivel del mar y la temperatura 
media de 15°C en el nivel del mar incluso hasta la altura de 
11.000 m (troposfera), en calidad de la fórmula barométrica 
internacional se toma la siguiente expresión: 


6.5h\ 525$ 
pwz o(a) $ 


donde p es la presión, kPa; h, la altura, km. 

FUERZA SUSTENTADORA. Observemos cómo surge en el 
aire la fuerza sustentadora que se usa en aeronaves más 
ligeras que el aire. Supongamos que hay una envoltura rigida 
en forma de un cilindro, cuyo contenido interior no nos 
interesa (fig. 21,a) Para mayor definición consideraremos 
que las paredes laterales del cilindro de longitud L se sitúan 
de modo vertical y las áreas de las bases inferior y superior 
son S. Si designamos la concentración del gas en la base 
inferior del cilindro por ng, su concentración en la base 
superior será n, = no exp[ — mgL/(kT)] = no [1 — myLAKTI]. 
Pues, la presión sobre la base inferior del cilindro, igual a 
Po =nokT. es mayor que la presión p, =n,kT sobre la base 
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superior, dirigida hacia abajo. Precisamente la diferencia de 
s fuerzas, engendradas por las presiones sobre las bases 
ferior y superior, crea la fuerza sustentadora 


=S (po — p1)=SLngmg. (10.15) 


Esta fuerza es igual al peso del gas si su volumen es igual 
al volumen del cuerpo, como tiene que ser según el principio 
de Arquímedes. En la figura las flechas muestran las 
presiones que ejercen sobre las diferentes partes del cuerpo. 
La presión resultante de estas presiones nos da la fuerza 
sustentadora. 

La fuerza sustentadora del acróstato surge de otra 
manera. El aeróstato tiene una envoltura suave con un 
orificio en la parte inferior. Dentro de la envoltura hay un 
gas ligero. Para analizar el proceso de cómo surge la fuerza 
sustentadora el aeróstato puede representarse en forma de un 
cilindro vacio sin la base inferior, además cierta parte del 
cilindro por abajo está llena de aire y la parte superior 
restante, de un gas más ligero (fig. 21.5). Cuando contactan 
el gas ligero y el aire (linea a trazos). la presión del aire y el 
gas es la misma e igual a la presión atmosférica fuera del 
cilindro. Sobre las paredes del cilindro no actuarán fuerzas 
algunas. Al aumentar la altura, la presión en el gas ligero 
disminuye con más lentitud que en el más pesado (el aire). 
Por eso más arriba del nivel de contacto del gas ligero y cl 
aire la presión por parte del gas ligero sobre la superficie 
interior de las paredes del cilindro supera a la del aire sobre 
la superficie exterior de las paredes. Por lo tanto, sobre todas 
las partes de la pared del cilindro actúan fuerzas dirigidas 
hacia afuera. En este caso toda la fuerza sustentadora se crea 
a cuenta de la diferencia de las presiones que ejercen sobre la 
base superior. Calculemos esta fuerza, con la particularidad 
de que para comparar fácilmente el resultado con el caso 
anterior, tomemos que toda la cavidad dentro del cilindro 
está Mena de gas ligero, o sea, el gas ligero y el aire están en 
contacto por la base inferior. Entonces en la base inferior las 
presiones del aire y el gas son idénticas y. por lo tanto, las 
concentraciones np de sus partículas son también iguales. La 
concentración de las particulas del gas ligero (la masa de las 
moléculas es m,) y del aire varia con tespecto a la altura con 
distinta velocidad y al lado de la base superior: 


n, =nyexp[ —m,gL/(xT)]. 
(10.16) 
n, = noexp[ — mal], 


por ello la fuerza sustentadora que actúa sobre la base 
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superior del cilindro, es 
FOLS SİP ~ pi) = SKTin, = n) =SLnygím, md. 110.17) 
es decir, la fuerza sustentadora es inferior a la fuerza de 


(10.15) que actúa sobre el cilindro cerrado, con la particulari- 
dad de que como se ve de (10.17) es inferior a la fuerza de 
gravedad del gas ligero dentro del cilindro, Este resultado pue- 
de formalmente interpretarse así: en el caso b sobre el 
cilindro actúa una fuerza sustentadora, pero es necesario 
añadir a la fuerza de gravedad del cilindro y de su contenido 
la fuerza de gravedad del gas ligero que se encuentra dentro 
del cilindro, Semejante interpretación conduce a un resultado 
numérico correcto para la fuerza sustentadora, en cambio 
refleja erróneamente el cuadro fisico de la aparición de la 
fuerza mencionada: en el primer caso las fuerzas de presión, 
cuya resultante engendra la fuerza sustentadora, tienden 
a aplanar el cilindro y en el segundo, a estirarlo. 

MEDICIÓN DE LA PRESIÓN. Los dispositivos para medir 
la presión se denominan manómetros. En la práctica de las 
investigaciones fisicas en la actualidad se necesita medir 
presiones aproximadamente desde 10 *% hasta 10 Pa, En 
diferentes intervalos de presiones se utilizan distimtor 
métodos de su medición. 

Los manómetros se dividen en dos categorias. A ll 
primera pertenecen los que miden directamente la presión 
como una magnitud, igual a la relación entre la fuerza y el 
área. Son dispositivos absolutos y se usan a título de 
primarios. Los otros manómetros no miden directamente la 
presión, sino cierta magnitud, relacionada con la presión 
Estos manómetros se denominan secundarios, 

La descripción de los dispositivos y los métodos de 
medición de las presiones rebasan la tarea de este libro. Estos 
problemas se estudian en las prácticas fisicas generales. Aquí 
señalaremos sólo las peculiaridades generales de la medición 
de las presiones en distintos intervalos. 

En la zona de presión baja (aproximadamente más baja 
de 100 Pa) se usan en lo fundamental los manómetros 
secundarios. Indiquemos entre ellos los de ionización 
y termoeléctricos. Para medir las presiones bajas desempeñó 
un gran papel en su tiempo el manómetro de Macleod. En 
este dispositivo el gas, cuya presión a causa de su poca 
cantidad, no se consigue medir directamente, se comprime 
hasta presiones que pueden medirse al momento. Sabiendo 
las condiciones de compresión, se puede hacer la conclusión 
sobre la presión inicial. Asi, pues, el manómetro de Macleod 
mide directamente la presión, a pesar de que no es un 
manómetro primario en el sentido estricto de la palabra. Se 
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¿Por qué no tiene sentido la 

expresión “un mol de ugua”? 

2. ¿Cuúmtos moles de átomos 
de oxigeno contienen dos 
moles de moléculas de agua? 

3. ¿Influyen los grados internos 
de libertad de la molécula 
sobre la presión? 

4. ¿En qué dirección cambia la 
presión de las moléculas 
sobre la pared si se toman en 
consideración — sus di- 
mensiones finitas? 

5. ¿En qué dirección cambia la 
presión de las moléculas 

sobre la pared si se toman en 

consideración las fuerzas de 
atracción entre las mo- 
léculas? 
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utiliza también en la práctica de laboratorio moderna. 

En la zona de presión atmosférica se utilizan los 
manómetros de liquido en forma de tubos en U, en una de 
las ramas de los que hay alto vacio. Los manómetros que se 
utilizan para medir la presión atmosférica se denominan 
barómetros. Los manómetros de liquido son dispositivos 
primarios y miden la presión con gran exactitud. 

Entre los manómetros primarios para grandes presiones 
hay que destacar en primer lugar los de émbolo. Según el 
principio de Pascal, al líquido que se encuentra bajo el 
émbolo, se le transmite la presión a medir. Si el área del 
émbolo no es grande, incluso para la presión muy grande, la 
fuerza que actúa sobre el émbolo, puede equilibrarse 
mediante otra fuerza. cuyo valor es. conocido. Eso permite 
determinar al instante la presión 

Los manómetros de émbolo sirven para graduar los 
manómetros secundarios de altas presiones, entre los cuales 
obtuvo la mayor difusión el manómetro de Bourdón. En él se 
emplea el siguiente fenómeno: si se eleva la presión del liqui- 
do en la cavidad de un tubo curvado, este último tiende 
a desencorvarse, es decir, sus extremos se mueven uno 
respecto a otro. Este movimiento relativo de los extremos 
está ligado con la presión del liquido en la cavidad del tubo 
y. por lo visto, puede utilizarse para medir la presión. 

MAGNITUDES ESPECÍFICAS Y MOLARES. Con mucha 
frecuencia las magnitudes en la fisica molecular se refieren 
o bien al mol de la sustancia, o bien a la masa. En el primero 
de los casos ellas se llaman molares y en el segundo, 
especificas. Las magnitudes molares por lo general, pero no 
siempre, se denotan por el indice “m”. Por ejemplo, Vp = Viv 
es el volumen molar, pero la constante molar de gas R se 
escribe sin el índice “m”. Mientras que las magnitudes 
especificas se denotan por la misma letra que la magnitud, 
pero minúscula. Por ejemplo, el volumen específico v = Vm, 
y la constante especifica de gas se designa Rọ = R/M = vR/m. 

En muchos casos las fórmulas tienen el mismo aspecto 
tanto para las magnitudes molares, como para las específicas. 
Por lo tanto no hay necesidad de escribirlas dos veces, 
además, es poco práctico complicar las fórmulas con indices. 
Por eso en caso de no provocar confusión, las fórmulas se 
escribirán con letras correspondientes sin el indice “m”, con 
la particularidad de que en dependencia de las circunstancias, 
semejantes fórmulas se podrán considerar como fórmulas 
para las magnitudes especificas, o bien molares 
© simplemente, arbitrarias. En cambio, si existe el riesgo de 
confundirse, el carácter de la magnitud se expresará mediante 
su denotación. 
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En calidad de ejemplo examinemos la ecuación para el 
gas ideal. Escrita en forma de (10.8) significa la ecuación para 
el gas con la masa molar M que posee una masa m y ocupa 
el volumen Y, y en forma de 
pV=wRT (v=m/M) 


es la ecuación para v moles del gas que ocupa el volumen Y 
Escrita en forma 


pY, = RT (Y, = ViN), 


representa la ecuación para un mol del gas que ocupa el 
volumen Va, y si tiene el aspecto 


pe =RoT (0= Vim, Ro = R/M) 


se refiere al volumen especifico del gas. Preciso es seguir 
atentamente de què magnitudes se trata. 

Ejemplo 10.1. Un gas ideal ubicado en un cilindro de 
altura zo y radio de la base ro, gira con éste alrededor del eje 
con una velocidad angular «o. Hallar la presión del gas sobre 
la pared lateral del cilindro si la cantidad total de moléculas 
en el cilindro es n y la temperatura del gas es T 

En el sistema de coordenadas, relacionado con el cilindro 
en rotación, sobre las moléculas del gas actúa a lo largo del 
radio la fuerza de inercia mer, dirigida del eje de rotación. 
No es dificil comprobar que esta fuerza es potencial y por 
eso se le puede aplicar la distribución de Boltzmann, 
considerando que el gas se encuentra en un campo de 
potencial eficaz U = — mw?r?/2. Por ello para el número dw 
de moléculas que se encuentran en la capa circular entre + y 
r+dr y de altura dz, podemos escribir (z es la coordenada 
a lo largo del eje de rotación) 


dn = A exp [mo*r*/(KT)] 2xr dr dz. (10.18) 
Aquí A es la constante de normalización que se halla de la 
condición 


n= fdn, (10.19) 


donde V es el volumen del cilindro. Poniendo (10.18) en 
(10.19) e integrando la expresión obtenida, encontramos 
mate a 

ar = 


n= Ar fdz fexp 
o a 


(10.20) 
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Entonces la distribución de la densidad de particulas por el 
radio del cilindro se define mediante la fórmula 


ma pim RAM] 
O TAT eapo ATN] -T 01021) 


donde V=xnrizp. 
La presión sobre la superficie lateral es 


piro =ntro)kT. (10.22) 
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e examina el método para 
construir la escala empirica de 
temperaturas y se señala la 
dependencia entre la tempera- 
tura que se determina con su 
ayuda, el cuerpo termométrico 
y la magnitud termométrica. 
Se discute la escala de 
temperaturas tomando a titulo 
de cuerpo termomètrico el gas 
ideal. Se describe la Escala 
Práctica — Internacional de 
temperaturas. Se indica el 
carácter absoluto del cero 


Kelvin. 


CUERPO TERMOMÉTRICO Y MAGNITUD TERMOMÉ:- 
TRICA. La temperatura es una medida cuantitativa de la 
“calidad de caliente” del cuerpo. con la particularidad de que 
ésta tiene en este caso un sentido puramente subjetivo, 
posible determinar el concepto de un cuerpo más o menos 
caliente, El cuerpo más caliente es aquel, cuya “calidad de 
caliente” disminuye al estar en largo contacto con otro 
cuerpo considerado en este caso, según la definición, menos 
caliente. Después se podria establecer la escala de la “calidad 
de caliente” o de las “temperaturas” aproximadamente de la 
misma manera como fue hecho para crear la escala de dureza 
de los cuerpos. Sin embargo, semejante camino para medir la 
“calidad de caliente” es inaplicable principalmente por la 
imposibilidad práctica de conservar los patrones de la 
dad de caliente” constante e invariable para todas la 
temepraturas, El grado de dicha “calidad de caliente” del 
cuerpo se mide por las caracteristicas de los cuerpos 
materiales que dependen de la “calidad de caliente”, 

Por ejemplo. es bien conocido que de la “calidad de 
caliente” de sólido depende su longitud, y del gas cambia 
presión siendo el volumen constante, etc. Los métodos de 
medición de las longitudes y presiones se saben, por eso la 
medición de la “calidad de caliente” se reduce a medir cierta 
caracteristica del cuerpo que varia al cambiar la “calidad de 
caliente” del cuerpo. En este caso la premisa fisica es la equi- 
dad de la afirmación de que al estar en contacto durante 
largo tiempo, la “calidad de caliente” de los cuerpos en 
contacto es la misma. 

El cuerpo que se elige para medir la “calidad de caliente” 
se denomina termométrico y la magnitud mediante la cual se 
mide este parámetro, se llama termométrica. 

ESCALA EMPÍRICA DE TEMPERATURAS. Ante todo 
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fijemos un cuerpo termométrico. Designemos la magnitud 
termométrica por l. Por ejemplo, podemos imaginarnos el 
cuerpo termométrico en forma de una barra metálica de 
cierta longitud, entonces la longitud de la barra es la magni- 
tud termométrica. Ahora es necesario tomar primeramente 
por lo menos dos “calidades de caliente” caracteristicas 
o puntos de referencia que sean fáciles de representar. Los 
puntos más conocidos y los que se determinan con mayor 
facilidad son la “calidad de caliente” cuando hierve el agua 
a presión atmosférica y la “calidad de caliente” cuando el 
agua se congela. Estos puntos de referencia se denominan 
punto de ebullición y punto de congelación. Supongamos que 
las magnitudes termométricas de un cuerpo termométrico son 
iguales a /, y l en los puntos de ebullición y congelación, 
respectivamente. Se denomina temperatura el valor numérico 
de la magnitud, con ayuda de la cual se caracteriza la i- 
dad de caliente” del cuerpo. La temperatura por si misma no 
es una magnitud termométrica que se ha tomado como base 
de su medición. Ella se obtiene de la magnitud termométrica 
de la siguiente manera. 

La temperatura se expresa en grados. A los puntos de 
referencia se les puede atribuir cierta temperatura arbitraria. 
Supongamos que al punto de ebullición se le atribuye la 
temperatura £, y al punto de congelación, la temperatura 1. 
Entonces se llamará grado de temperatura a la magnitud 


P =(= hM =t) (ua 


Se denomina temperatura de un cuerpo termométrico el 
número, determinado por la fórmula 


(112) 


donde 1, es la magnitud termométrica para la “calidad de 
caliente” que se mide. Será conveniente recordar otra vez más 
que la “calidad de caliente” del cuerpo termométrico se 
considera la misma que la “calidad de caliente” de cualquier 
otro cuerpo con el que estuvo en contacto durante un tiempo 
suficientemente largo. Por ello la magnitud (11.2) es la 
temperatura del gas, cuya “calidad de caliente” se mide. 

Las fórmulas (11.1) y (11.2) caracterizan la escala de 
temperaturas. Ellas tienen un sentido univoco sólo para una 
elección fija del cuerpo termométrico y de la magnitud 
termométrica. 

A título de ejemplo de las escalas empíricas de 
temperaturas pueden señalarse las escalas Celsius, Reaumur 
y Fahrenheit que se diferencian por los valores de las 
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temperaturas, atribuidas a los puntos de referencia. En la 
escala Celsius r, = 100, t, =0; en la escala Reaumur £, =80, 
t, =0; en la escala Fahrenheit t, =212, 4, =32. Por lo tanto, 
una misma “calidad de caliente” sẹ caracteriza en estas 
escalas mediante distintas temperaturas: 


(11.3a) 


tr = (i, — l) 804; (11.3b) 


t=32+0, 1 . (11.30) 


En estas fórmulas se tiene en cuenta que se examina un 
mismo cuerpo termométrico y una misma magnitud 
termométrica. Partiendo de (11.3), es fácil hallar las fórmulas 
de conversión de las temperaturas de una escala a otra: 


IR=08t Cc tp=32+18t0. (114) 


Indiquemos que la magnitud de un grado en distintas 
escalas es diferente. 
Pero no todas estas escalas han sido establecidas, partiendo de los 
puntos de fusión del hielo y de ebullición del agua como puntos de 
referencia, El macstro-soplador de vidrio holandés D. Fahrenheit 
(1686-1736) fundó la escala, tomando en calidad de primer punto de 
referencia el punto de fusión del hiclo en la mezcla de sal común. Se 
le atribuyó la temperatura de 0'. Como segundo pumo de referencia 
se tomó el punto de fusión del hielo, al que le fue dada la 
temperatura de 32 . A estas condiciones la temperatura de ebullición 
del agua a condiciones atmosféricas normales se obtuvo igual a 212. 
De cuerpo termométrico sirvió el mercurio o el alcohol, 
El cientifico francés R. A. Reaumur (1683-1757) propuso su escala en 
17. El eligió como pumo inicial de, referencia (1, =0) ln 
temperatura de fusión del hielo y en calidad de grado, un aumento 
de temperatura, para el cual el alcohol se dilataba en 0.001 de su 
volumen. La temperatura de ebullición del agua resultó ser de £, = 
En 1742 el astrónomo sueco A. Celsius (1701-1744) propuso su 
escala, tomando en ella como puntos de referencia los puntos de 
fusión del hielo y de ebullición del agua, atribuyéndoles, sin embargo. 
no los valores modernos de O y 100. introducidos un poco más 
tarde, sino 100 y 0. 


DEPENDENCIA DE LA TEMPERATURA EMPÍRICA CON 
RESPECTO AL CUERPO TERMOMÉTRICO Y LA MAGNI- 
TUD TERMOMÉTRICA. Elijamos un cuerpo termométrico 
(por ejemplo, un alambre de hierro) y una magnitud 
termométrica (por ejemplo, su longitud) y construyamos una 
escala concreta de temperaturas (por ejemplo, la escala 
Celsius). A la par con esto, elegimos otro cuerpo 
termométrico (por ejemplo, un alambre de cobre) y con la 
misma magnitud termométrica (su longitud) construimos 
también la escala Celsius. Midamos con ayuda de estos 
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a temperatura no es una 
magnitud termométrica. Por 
eso su medición se parece 
simpre a la medición de la 
altura mediante un 
barómetro cuando, en depen- 
dencia de las circunstancias, 
eso puede hacerse o bien 
midiendo la presión, o bien 
dejando caer el barómetro 
desde una altura y midiendo 
el tiempo de la caida. Pero 
Otro camino no existe 


Siendo la escala y los puntos 
de referencia fijos, para la 
elección distinta del cuerpo 
tesmomésrico y de la magni- 
tud termométrica la 
temperatura no es la misma. 


cuerpos termométricos la “calidad de caliente” de cualquier 
cuerpo. Hablando en general, obtendremos para una misma 
“calidad de caliente” diferentes temperaturas. Ello está 
condicionado con que la dependencia de la longitud de los 
cuerpos en función de la “calidad de caliente” de diferentes 
cuerpos es distinta. Por eso el valor de la temperatura de una 
misma escala de temperaturas depende del cuerpo 
termométrico. Si se fijan un cuerpo termométrico y la escala 
de temperaturas, pero varía la magnitud termométrica, con 
cuya ayuda se mide la temperatura, para la “calidad de 
caliente” dada se obtienen también, hablando en general, 
diferentes temperaturas. Es decir, la temperatura depende 
también de la elección del cuerpo termométrico. 

A principios del siglo XIX el quimico inglés H. Davy 
(1778-1829) estableció lo dicho experimentalmente. mostran- 
do que los termómetros, en los cuales se usan a título de 
cuerpo termométrico distintos liquidos, en el intervalo desde 
O hasta 100°C marcan distinta temperatura. 

Por eso es necesario de una vez para siempre quedar en 
la elección del cuerpo termométrico y la magnitud 
termométrica. Esto, en principio, puede hacerse de modo 
arbitrario, pero en realidad al quedar de acuerdo, es 
necesario tomar en consideración la comodidad y precisión 
de las mediciones, la integridad del cuerpo termométrico y la 
magnitud termométrica, la reproducibilidad del cuerpo 
termométrico y de los resultados de las mediciones, el 
intervalo de las “calidades de caliente” en el que el cuerpo 
termométrico puede ser usado, etc. Si todas estas condiciones 
se toman en consideración, la arbitrariedad en la elección del 
cuerpo termométrico prácticamente se suprime y llegamos 
univocamente a un gas ideal como cuerpo termométrico. 

ESCALA TERMODINÁMICA ABSOLUTA DE LAS 
TEMPERATURAS. Incluso las pocas exigencias mencionadas 
ahora con respecto al cuerpo termométrico sugieren la idea 
de tomar en calidad de semejante cuerpo un gas ideal. La 
ecuación de estado del gas ideal (10.68) permite utilizar 
a título de magnitud termométrica bien la presión p o bien el 
volumen Y que pueden medirse con gran precisión. La 
reproducibilidad de este cuerpo termométrico es absoluta en 
sentido principal, lo mismo que la integridad y la 
invariabilidad. Su único defecto es que no existe en la 
naturaleza. Pero esta falta no tiene un significado principal 
ya que en la fisica siempre se opera con modelos idealizados 
de abstracción y siempre puede analizarse en cuánto los 
modelos reales son próximos a los idealizados, y mostrar sus 
diferencias. 

Se puede elegir un gas y, después de estudiar su 
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comportamiento, determinar hasta qué punto es próximo al 
ideal. Como muestra el experimento, los gases bastante 
rarificados lindan con el ideal. Por ello se les puede tomar 
directamente en calidad de cuerpo termométrico. La ecuación 
del gas ideal (10.68) contiene tres variables. Por esta razón 
puede decirse que esta ecuación tiene la definición de la 
temperatura y dos leyes, a título de las cuales se cogen las 
leyes de Boyle-Mariotte y Gay-Lussac. Por eso a pesar de 
que esta ecuación se toma como base para determinar la 
temperatura, existen suficientes posibilidades — para 
comprobarlo en los limites de ésta con el fin de saber hasta 
qué punto el cuerpo termométrico dado es próximo al gas 
ideal. 

Como magnitudes termométricas pueden escogerse p 
o bien V. Si se toma V a titulo de la magnitud termométrica, 
fa ley de Gay-Lussac ya no sigue siendo fey, sino que se hace 
corolario de la definición admitida de la temperatura. En este 
caso a la par con la ley de Boyle-Mariote hay que 
considerar como ley independiente de los gases ideales, la ley 
de Charles: p,/p2 = T,/T) 

Como puntos de referencia pueden cogerse los puntos de 
congelación y ebullición del agua, cuyas temperaturas de- 
signaremos por Tio Y Tao, respectivamente. Según la 
definición, el grado de temperatura puede elegirse de modo 
que la diferencia entre las indicadas temperaturas sea igual 
a 100, o sea, To — Tjo = 100. La presión se usa en calidad de 
magnitud termométrica, En el experimento puede medirse la 
presión p, de cierta masa de gas, próximo al ideal 
a temperatura de ebullición del agua, y la presión p 

temperatura de congelación. El experimento dio para la 
relación de estas magnitudes el valor de 1,3661. De esta 
manera, para calcular Tjo y Tjo tenemos dos ecuaciones 
Tao — Tio = 100 K y Tio/T,o = 1.3661, cuya resolución nos da 
Tio = 273,15 K: Tio =373,15 K. De este modo, la escala de 
temperaturas está totalmente fija. 

En cambio semejante introducción de la escala de 
temperaturas no es completamente satisfactoria, 
temperaturas de ebullición y congelación del 
de la presión y es necesario fijarla complemen 
la definición. Además, las temperaturas de ebullición 
y congelación se determinan con una precisión insuficiente. 
Por esta razón en SI convinieron en determinar la escala de 
temperaturas por un punto de referencia, a título del cual se 
coge el punto triple del agua (véase el $ 47) Según la 
definición, la temperatura del punto triple del agua se toma 
igual a 273.16 K. La unidad de la temperatura se determina 
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como 1:273.16 del intervalo de temperaturas entre los puntos 
triple y del cero absoluto de temperaturas, este último, sin 
embargo, no es punto de referencia, sino que es la 
temperatura en 273,16 K inferior a la temperatura del punto 
triple del agua. 

Al elegir el gas ideal en calidad de cuerpo termométrico, 
es posible definir la temperatura según la fórmula 


273,16 


Po 
donde p, es la presión del gas a temperatura del punto triple 
del agua; p, su presión a la temperatura que se mide. En el 
transcurso de la medición el volumen V del gas debe 
permanecer constante. 

La escala de temperaturas, determinada de semejante 
manera, se denomina escala termodinámica absoluta de 
temperaturas. 

Dado que (11.5) está fundada en las leyes del gas ideal, T, 
definida por esta fórmula, coincide con T que en (8.15) fuc 
introducida como notación. Asi, pues, la temperatura, desig- 
nada en la exposición anterior mediante T, es termodinámica 
absoluta. 

Su nombre de “termodinámica” lo recibió porque puede 
deducirse de manera completamente independiente partiendo 
de los cálculos termodinámicos a base del segundo principio 
de la termodinámica (véase el $ 21) Oficialmente aún no 
hubo motivos de dar a la temperatura cl nombre de 
termodinámica ya que todavía no se realizó el análisis 
termodinámico “del problema. En cambio. para evitar 
términos innecesarios, fue conveniente hacerlo, dejando la 
argumentación para un momento más alejado. 

TERMÓMETROS. Los gases rarificados son el cuerpo 
termométrico real, más próximo al gas ideal. El termómetro, 
construido a base de un gas rarificado, se denomina 
termómetro de gas. Éste permite efectuar la escala 
termodinámica de temperaturas en un intervalo amplio de 
temperaturas: desde unos kelvines hasta más de miles de 
Kelvines. Por esta razón en este intervalo de temperaturas en 
el Negociado de normas se usan los termómetros de gas 
como estándares primarios. En los termómetros mencionados 
se utiliza la presión como magnitud termométrica. Estos 
termómetros por si mismos son complicados y dificiles de 
manejar. Por eso ellos sirven sólo para calibrar los 
termómetros secundarios, los cuales ya se emplean en las 
investigaciones cientificas, industria, etc. Los termómetros 
más difundidos entre los secundarios son los de liquido (por 
ejemplo de alcohol, mercurio), los termómetros de resistencia 


p- (11.5) 
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? 
1. ¿Qué cuerpo se ha elegido en 
calidad de termométrico en 
la escala — termodinámica 
absoluta de temperaturas? 
¿Cuáles son las ventajas de 
semejante elección? 
¿Por cuámos puntos de 
referencia se determina la 
escala termodinámica ab- 
soluta de temperaturas en 
si? 
3. Enumere los puntos de 
referencia en la Escala 


internacional de teme 
peraturas. 
4. ¿Com què — termómetros 


y métodos se miden las 
cemperaturas en distintos 
intervalos? 


y termopares. Los termómetros de liquido se usan desde 
~ 200°C hasta 600°C; en particular, en los termómetros de 
pentano el intervalo de temperaturas es de — 200°C hasta 
20 C y en los de mercurio, desde —38,87"C hasta 600°C. 

En los termómetros de resistencia se utiliza la depen- 
dencia entre la resistencia óhmica del conductor y la 
temperatura. Los termómetros de platina poseen el intervalo 
más amplio de temperaturas fácil de medir (desde — 200°C 
hasta 1100*C). El Comité Internacional de medidas y pesos 
recomendó el termómetro de platina como patrón con el fin 
de reproducir las temperaturas en el intervalo desde 
— 190*C hasta 660 `C. El termómetro de cobre funciona en 
el intervalo desde — 20°C hasta 100°C. Los mencionados 
termómetros valen también pura medir temperaturas bajas 
(los termómetros de bronce y grafito). Los semiconductores 
pueden utilizarse como materia para estos termómetros: al 
subir la temperatura, su resistencia no crece, sino que dismi- 
nuye, y la velocidad de la variación de la resistencia en 
función de la temperatura es un orden más que la de los 
metales. Ello permite fabricar unos termómetros muy 
sensibles. basados en los semiconductores, denominados 
termistores. 

Los fenómenos fisicos en los termopares se examinan en 
el $ 56. Con su ayuda la definición de la temperatura se 
reduce a la medición de la diferencia de potencial. Al aplicar los 
termopares, se logra medir la temperatura en un amplio 
intervale. Por ejemplo, el termopar hecho de 
platino-platino-rodio se usa en el intervalo de O a 1700 C 
y hecho de cromel-alumel desde — 200°C hasta 1350°C. 

A temperatura muy elevada los materiales se funden y los 


tipos descritos de termómetros son inaplicables. En este caso 
en calidad de cuerpo termométrico se toma el propio cuerpo, 
cuya temperatura es necesario medir, y a titulo de magnitud 
iermométrica, la energía electromagnética que emite el refe 
do cuerpo. El Comité Internacional de medidas y pes 


estableció la escala termodinámica a temperatura superior 
a 1063 `C precisamente basándose en las leyes de la radiación 
Los dispositivos, con cuya ayuda se mide la energia de 
emisión, se llaman pirómetros. 

A temperatura muy baja (31 K) tampoco se consigue 
aplicar los métodos corrientes de medición de la temperatura, 
ya que al estar en contacto, la igualación de las temperaturas 
transcurre muy lentamente, además, las magnitudes 
termométricas habituales “no. funcionan" (por ejemplo, la 
presión se hace muy pequeña, la resistencia no depende 
prácticamente de la temperatura). En estas condiciones en 
calidad de cuerpo termométrico también se toma el mismo 
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cuerpo y a título de la magnitud termomi las 
características de sus propiedades. por ejemplo. de las 
propiedades magnéticas. La tarea de medir las temperaturas 
se une estrechamente con las investigaciones de la variación 
de las propiedades de las sustancias en función de la 
temperatura. 

En total, la elaboración de los termómetros para distintos 
intervalos de temperaturas y su calibrado es una tarea 
compleja desde el punto de vista científico y técnico. Para 
ello se utilizan las leyes de la fisica, establecidas para los 
intervalos correspondientes de las temperaturas. 

ESCALA DE TEMPERATURAS INTERNACIONAL. Está 
formada de modo que se pueda con su ayuda calibrar de 
manera relativamente sencilla, Jos dispositivos técnicos 
y científicos y al mismo tiempo reproducir la escala 
termodinámica absoluta de temperaturas con la precisión 
máxima posible desde el punto de vista técnico. Las unidades 
de temperatura son el kelvin y el grado Celsius en depen- 
dencia de la marca de referencia de las temperaturas. La 
escala de temperaturas se precisa constantemente de acuerdo 
con los resultados de las investigaciones cientificas y los 
alcances de la técnica de medición, En calidad de puntos de 
referencia primarios se eligen los que se reproducen bien y 
a los que se les atribuye cierta temperatura. Mediante estos 
puntos se gradúan los termómetros estándar, los más ade- 
cuados por sus caracteristicas fisicas para medir las 
temperaturas en los intervalos correspondientes. Entre los 
puntos de referencia la escala de temperatura se determina 
mediante las fórmulas de interpolación, por las cuales la 
temperatura se calcula según las indicaciones de los 
termómetros que se consideran estándares. 

En total la escala construida de esta manera concuerda 
con extremada precisión con la escala termodinámica de 
temperaturas en los puntos de referencia y con suficiente 
exactitud en todos los demás puntos. 

La tabla 1 ofrece la temperatura de algunos puntos de 
referencia primarios de la Escala Internacional de 
temperaturas. 

RELACIÓN ENTRE LA ESCALA TERMODINÁMICA Y LA 
ESCALA CELSIUS. La escala Celsius se determina a partir de 
la condición de que la temperatura de congelación del agua 
a presión de 1,013-10* Pa es igual a 0°C y el grado Celsius 
es igual a un kelvin. En la escala termodinámica la 
temperatura de congelación del agua a cstas mismas 
condiciones es 273,15 K. Por esta razón, según la definición, 
la temperatura por la escala Celsius se prefija mediante la 
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igualdad 
(=T-23.,15, (1.6) 
donde 1 es la temperatura por la escala Celsius. 


Tubla 1 


Algunos puntos de referencia de temperaturas de la Escala de 
temperaturas internacional (a presión normal de p= 101,325 kPa) 


Puntos fijados TK uE 

Punto triple del hidrógeno 13,81 = 259,34 
» de ebullición del oxigeno 90.188 = 182,962 
» triple del agua 273,16 0.01 
» de ebullición del agua 373,15 100.0 
» de fusión del cinc 692,73 419,58 
» de fusión de la plata 1235.08 961,93 
» » del oro 1337,58 1064.43 


CERO KELVIN. De la definición de (11.5) se ve que la 
temperatura termodinámica absoluta no puede variar su 
signo ya que se excluye la existencia de la presión negativa 
del gas ideal. Dado que según la definición. la temperatura de 
referencia se considera positiva. la temperatura termodi- 
námica no puede tomar valores negativos (esta cuestión 
se examina en el $ 21 

Pero estos razonamientos no excluyen la existencia de 
estados con temperatura termodinámica nula, Sin embargo, 
el análisis de distintos procesos muestra que el cero kelvin es 
inaccesible aunque no se exceptúa la posibilidad de acercarse 
a él lo más posible. La afirmación de la inaccesibilidad del 
cero Kelvin. mediante una cantidad finita de operaciones, se 
considera en la termodinámica como un postulado indepen- 
diente, denominado tercer principio de la termodinámica 

Como se ve de (8.18) C<mr?/2)=3/2kT y, por 
consiguiente, para O K la energia cinética debe anularse. En 
particular, las oscilaciones térmicas de los átomos en los 
nudos de la red deben cesar. Pero eso contradice a las tesis 
principales de la mecánica cuántica 

Partiendo de las relaciones de Heisenberg, la disminución 
del impulso de las partículas va acompañada inevitablemente 
del aumento de la indeterminación de su coordenada. Por 
esta razón la suposición de que los átomos cesan las 
oscilaciones en los nudos de la red cristalina equivale a la 
afirmación de que la red cesa de existir totalmente. Por otra 
parte, la solución directa del problema cuántico sobre las 
oscilaciones de los átomos en los nudos de la red cristalina 
muestra que la energia de las oscilaciones de los átomos 
jamás puede ser menor de cierto valor minimo. Las 
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H 
La Escula Internacional de 
temperaturas se forma de 
modo que sea relativamente 
fácil calibrar los aparatos 
medidores y reproducir con 
suficiente exactitud la escala 
termodinámica de 
temperaturas. 


La temperatura 
termodinámica no puede ser 
negativa, 

El cero de la temperatura 
termodinámica es inaccesible, 
aunque no se excluye la 
posibilidad de una cercana 
aproximación cualquiera 

a éste. 


oscilaciones correspondientes a esta energía se llaman cero. 
La existencia de semejantes oscilaciones en el cristal fue 
demostrada de modo experimental. 

Ejemplo 11.1. En un termómetro de gas de helio de 
volumen constante se toma la presión como magnitud 
termométrica. Los valores de ty =0 y 1¿=100 corresponden 
a los puntos de congelación y ebullición del agua. Estimar el 
error que se introduce al medir con el termómetro dado. si se 
considera que del experimento se sabe que la presión del 
helio en el termómetro de volumen V= 3000 cm? se describe 
con bastante precisión mediante la ecuación 


rT a 


(T=23 +1). (1,7) 


donde r=2-10”, a=8.44-10%, y p se expresa en unidades, 
cuya especificación no tiene importancia para la resolución 
del problema. 

Al tomar el gas de helio en calidad de cuerpo 
termométrico y la presión a volumen constante a titulo de 
magnitud termométrica, determinemos la temperatura del 
mismo modo que en (11.3): 


(11,8) 


K (Pioo — Po) = 100 (p — po). 


hallamos 


r a 1 1 
[o-is z)]- 
r a 1 
g st Alma" »)] 


1 (144/3733) =1[14 4/073+0)); A = aj(213rV). (11.9) 


De (11.9) se ve que para 1,=0"C y 1¿=100'C la 
temperatura (según el termómetro de helio) es igual a t =0 y 
13= 100, es decir, en estos puntos dicho termómetro da 
indicaciones exactas. En otros puntos sus indicaciones se 
distinguen de los valores exactos, Tomando en consideración 
que A=8,44-10>/2-107-273-5-10%)=3,1-107*, es posible 


$ 12. Distribución de energía según grados de libertad 15 


representar r de (11.9) en la forma 

Y 0[1+4/Q73+0](1 — A/273) x= 

=1[1+4/0340-A/234...J. 

de donde 

¿20000 1001 
I+) mr 


o sea, el termómetro es bastante preciso. Por ejemplo, para 
t=50, la diferencia '—1=6.4-107*, y para t=200 la 
diferencia r =1= — 3,5-107 


=1-83-10 


$ 12. DISTRIBUCIÓN DE LA ENERGÍA SEGÚN LOS 
GRADOS DE LIBERTAD 


Se demuestra el teorema de la 
equipartición de la energia 
según los grados de libertad 
y se aclaran las condiciones de 
šu aplicación — para das 
particulas complejas con gra- 
dos internos de libertad. 


NÚMERO DE GRADOS DE LIBERTAD. Es la cantidad de 
variables independientes que determinan el estado del 
sistema. Para caracterizar totalmente el estado energético del 
movimiento de un punto material en cierto momento de 
tiempo es necesario prefijar tres componentes de la velocidad 
con el fin de definir la energia cinética y tres coordenadas 
para determinar la energía potencial, o sea, en total se reúnen 
seis variables. Al examinar desde ef punto de vista dinámico 
el movimiento de un punto material aislado, estas variables 
no son independientes, ya que después de resolver las 
ecuaciones de movimiento las coordenadas pueden expresarse 
como funciones del tiempo y las velocidades, mediante las 
derivadas según las coordenadas, Pero cuando el punto se 
convierte en una parte integrante del sistema estadistico, 
semejante enfoque es inadmisible y hay que considerarlo 
como un punto con seis grados de libertad. 

Un sistema estadistico que consta de n particulas pun- 
tuales, tiene 6n grados de libertad, con la particularidad de 
que 3n de ellos son portadores de la energia cinética del 
sistema y 3n, portadores de la energia potencial si el sistema 
se encuentra en un campo de potencial exterior o las 
particulas del sistema actúan reciprocamente mediante las 
fuerzas potenciales. La última forma de interacción se 
considera ausente en el gas ideal. 

MÉTODO DE UN ESPACIO DE FASE 6n-DIMENSIONAL. 
En los sistemas de multiparticulas se usan dos métodos 
(véase el $ 8). El problema puede reducirse al examen del 
movimiento de un conjunto de » particulas en un espacio de 
fase 6-dimensional de las variables (x. y. z. py Py. p.), Hasta 
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ahora se empleó precisamente este método, puesto que nos 
da un cuadro más evidente, Ahora vamos a exponer otro 
procedimiento que se usa para demostrar el teorema sobre la 
equipartición de la energia según los grados de libertad 

En este caso en la distribución de Gibbs (7.5) por £z se 
comprende la energia de cierto estado del sistema de 
n partículas. Todo este sistema está incluido en un sistema 
muy grande de temperatura T. El conjunto canónico es aquí 
el gran número de semejantes sistemas, cada uno de los 
cuales consta de m particulas. La energia del sistema £y se 
compone de la suma de las energias cinéticas de las 
particulas y la suma de sus energias potenciales, Cierto 
estado concreto del sistema se caracteriza mediante el valor 
de todas las componentes del impulso y de las coordenadas 
de todas las particulas del sistema, o sea, mediante 6r 
variables. Por ello puede considerarse que el estado del 
sistema se representa mediante un pumo en el espacio de fase 
6n-dimensional. En realidad, el espacio de fase 
6n-dimensional no es más dificil de imaginar que un 
6n-dimensional, puesto que en ambos casos es imposible 
representarlos concretamente, lo que podemos hacer con un 
espacio tridimensional. Por eso el espacio de fase inicial es el 
bidimensional que consta de una coordenada y un impulso. 
Se le puede representar, por ejemplo, en un diseño y luego 
con ayuda de la imaginación, pasar ya al espacio de fase cua- 
dridimensional, 6-dimensional, etc., con la particularidad de 
que todos estos espacios de fase multidimensionales en 
nuestra imaginación (en sentido de la evidencia del cuadro) 
en realidad no se diferencian el uno del otro. El volumen de 
fase elemental en un espacio ón-dimensional es igual a 


dx, dy dis das dy: dps -++ 


(a 


es decir, al producto de los volúmenes de fase en los que pue- 
de hallarse cada una de las partículas del sistema. Para 
simplificar las notaciones el producto de todas las 
diferenciales de las coordenadas en (12.1) lo designaremos 
como {dx} y el de los impulsos como {dp}, es decir. el 
elemento del volumen de fase es igual a {dx} (dp). 

Conforme a (4.1), cada particula en su espacio de fase 
ocupa el volumen (2x4)*. Por eso n particulas en un espacio 
de fase 6n-dimensional ocupan un volumen (27h)"", y de esta 
manera en lugar de la fórmula (8.1) obtenemos 


dr = (dx) (dp)/2xñ)"". (12.2) 


Para la probabilidad de que la particula se encuentre en 
el clemento del volumen {dx} fdp} del espacio de fase 
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La ley de cquipartición de la 
energia sobreentiende la 
energia medi 
correspondiente a un grado 
de libertad. En un momento 
concreto de tiempo lu 
energia relacionada con el 
grado dado de libertad, 
puede tener todos los valores 
posibles que se diferencian, 
hablando en general, de las 
energias, ligadas con otros 
grados de libertad. Sólo las 
energias medias ligadas con 
distintos grados de libertad. 
durante un lapso 
suficientemente largo son 
juales entre si, Conforme 

la hipotesis ergódica esto 
significa también la igualdad 
de los valores medios de 
energia, perteneciente a los 
correspondientes grados de 
libertad, según la asociación 


6n-dimensional en vez de la fórmula (8.2) obtenemos 
de =Aexp(— Penidr. (125 


La constante A se determina, como antes, de la condición 
de normalización. Para hallar la probabilidad de que el 
sistema de particulas posea la energia prelijada 6y, es 
necesario integrar en (123) con respecto a todos los 
elementos del espacio de fase, correspondientes a la energia 
£s. Asi tendremos en cuenta la aportación de todos los 
estados con la misma energía £x en la probabilidad. De esta 
manera el método del espacio de fase 6n-dimensional utiliza 
los mismos conceptos y procedimientos que se aplicaron con 
mayor evidencia en los $57-9 al trabar el primer 
conocimiento con el espacio de fase 6-dimensional. Todos los 
demás procedimientos posteriores al calcular los valores 
medios, son también análogos. 

CÁLCULO DEL VALOR MEDIO, REFERENTE A UN 
GRADO DE LIBERTAD. Calculemos el valor medio de la 
energia cinética, referente a la x-ésima componente de la 
Fésima partícula: 


(124) 


Aqui la masa de la particula tiene el indice i puesto que 
las masas de las particulas pueden ser también diferentes. La 
energia del sistema puede escribirse en la siguiente formu 


E, = pu Nm) + ez, (12.5) 


donde e; es toda la energia del sistema, restando p3,/(2m,) 


cuyo valor medio queremos calcular. El volumen del 
elemento de fase puede escribirse como 


(dx) {dp} = (dx) dp,, (dp), (126) 
donde (dp)' es el producto de todas las diferenciales de los 
impulsos de las particulas, restando la diferencial dp,,. sacado 
del producto {dp} =dpu{dpy. La magnitud (124) se 
determina por la fórmula para calcular el valor medio 


Pi 
nr? 
y Sept 

fexpt -ped 


donde el denominador es una magnitud inversa a la 
constante de normalización A que aparece a causa de la 


(12.7) 


us 
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normalización de (123) por la unidad. Las integrales con 
respecto a todas las variables, a excepción de pu. en el 
numerador y denominador de (12.7) se simplifican: queda 


$ espl— Pri AmI [p/m] dp. 


de S 

a"i (> ma on, (128) 
Semejante representación de la media ya se había util 
zado en (7.15); la integral análoga a la que se halla bajo el 
signo de logaritmo en (128), se sabe de (8.8), por lo tanto. 


(129) 


Esta fórmula es la expresión de una tesis muy importante 
a cada grado de libertad de un sistema de n particulas pun- 
tuales que contribuye en la energía cinética del sistema, le 
pertenece una misma energía, igual a */¿AT. Señalemos otra 
vez más que esta deducción es válida también para cuando la 
masa de las particulas es diferente. Basándonos en esta 
deducción para la energia cinética total, podemos escribir 
W = 3nkT/2, (12.10) 
ya que el sistema tiene sólo 3n grados de libertad que 
contribuyen en la energia cinética. 

Para la energía potencial de diversos grados de libertad 
no existe ninguna ley general de semejante tipo. Sin embargo, 
cuando la cnergia potencial tiene una forma especial, pero 
muy importante y que se encuentra con frecuencia, para ella 
también es válida la tesis que se demostrará a continuación. 

PARTÍCULAS COMPLEJAS CON MUCHOS GRADOS DE 
LIBERTAD. Imaginémonos que cada una de las n particulas 
del sistema no es puntual, sino que consta de varias 
particulas puntuales, unidas entre si en un todo único por 
medio de ciertas fuerzas que se pueden considerar sin 
restringir la generalidad, como fuerzas potenciales, puesto 
que de lo contrario en las particulas complejas no se 
conservaria la energia y no se les podria considerar como 
existentes desde el punto de vista estacionario. Por eso el 
tema de n partículas complejas se convierte en un sistema 
de N particulas puntuales, con la particularidad de que por 
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N comprendemos la cantidad de todas las particulas pun- 
tuales que componen las n particulas complejas. No hay la 
necesidad de admitir que todas las n particulas son iguales 
y que constan de un mismo número de particulas puntuales. 
Queda claro de la deducción de la distribución de Gibbs (7.5) 
que ella es aplicable al conjunto de N partículas puntuales. 

Examinemos ahora una de las particulas complejas. 
Supongamos que consta de s partículas puntuales. El 
movimiento de una particula compleja en total se caracteriza 
por los movimientos de las particulas que la componen, es 
decir, ella posee 6s grados de libertad. En cambio, estos 6s 
grados de libertad es conveniente representarlos en una 
forma más fácilmente visible como fue hecho en el caso del 
sólido para los seis grados de libertad. Si las particulas pun- 
1uales son inmóviles en el sistema del centro de masas de una 
particula compleja, ésta se comporta como un conjunto de 
movimientos del centro de masas y rotaciones alrededor del 
centro de masas. La energía cinética de semejante particula se 
da mediante una fórmula conocida. En el caso de la particula 
compleja la diferencia del sólido consiste en que puede existir 
la rotación que no sea alrededor de todos los ejes centrales 
principales. Por ejemplo, si la particula compleja consta de 
dos particulas puntuales, no puede haber rotación alrededor 
del eje qué pasa a través de las particulas puntuales. En fa 
fórmula para la energia cinética está presente el término 
correspondiente a este eje, pero el momento de inercia 
J respecto a dicho eje es nulo. Por esta razón. la energia 
cinética de la particula compleja ligada con su movimiento 
de traslación y rotación, puede representarse 


W= mp} /2 +43 07 + 4,03 + 43092, 02,35) 


donde m, es la masa de la partícula compleja, igual a la suma 
de las masas de las particulas puntuales que la componen; ta 
la velocidad de su centro de masas; J}. J} Jy, 01. 0, My, los 
momentos de inercia y las velocidades angulares de la 
rotación de la particula compleja, referidos a sus ejes 
centrales principales. 

Toda la energía de la partícula compleja no se agota por 
la energía cinética (1211) Las particulas puntuales que la 
componen, no se encuentran en reposo en posiciones de 
equilibrio, sino que se mueven alrededor de éstas. Dichas 
desviaciones son muy insignificantes, por eso el movimiento 
de las particulas se reduce a las oscilaciones alrededor de las 
posiciones de equilibrio, o sea, al movimiento de los 
osciladores lineales. Estudiemos uno de los movimientos 
oscilatorios de la j-ésima partícula puntual alrededor de la 
posición de equilibrio. Designemos su desviación de la 
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posición de equilibrio por E,, y la velocidad por n;. Sus 
energías potencial y cinética son iguales a 


aiI a223 


respectivamente. Aquí el primer indice significa el número de 
la particula compleja en cuestión, y el segundo índice numera 
la particula puntual dentro de la compleja. Las energias de 
las oscilaciones (12.12) de las partículas puntuales se suman 
a la energia del movimiento del centro de masas y rotación 
(12.11). Por eso la energia total de la jésima particula puede 
representarse como 


W= mmi; 


1 1 
Sgr? +g Unh + 0h + Jooh) + 


ù y AŠi 
HE HETT + Ulo Yo 
7 T 


h (12,13) 


donde Us(Xp y zı) es la energía potencial de la particula 
compleja como un todo entero en los campos exteriores. No 
hemos indicado explicitamente la cantidad de valores que 
toma el indice j en las sumas de (12.13) Este indice toma 
tantos valores, cuanto sean necesarios para agotar todos los 
grados de libertad de la partícula compleja. Ahora no hay 
necesidad de inscribir con mayor precisión el número 
correspondiente. La demostración de que la energia cinética 
en (12.13) se representa precisamente en forma de una suma 
de los cuadrados de las velocidades, puede realizarse de la 
siguiente manera. 

Sea ri el radio vector de la jzésima particula puntual en el 
sistema del centro de masas. Según la definición del sistema 
del centro de masas, 


Emp =0. (12.14) 
y 
La velocidad de la j-ésima partícula en el sistema del 


centro de masas es igual a t= vj, y, por lo tanto, a base de 
(12.14), debe cumplirse la igualdad 


Empyv=0. (12.15) 
y 


La energia cinética total de una particula compleja es 


malo + vy)? vè Mulas), Myv 
We y MEN aT milvia viz UVI 
q E 


(12.16) 


E i 
A y E 


donde v; es la velocidad del centro de masas. 
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El segundo término es nulo [véase (12.15)), el primer 
mo es la energia cinética my? /2, condicionada por el 
mevimiento del centro de masas. La velocidad y, puede 
descomponerse en dos componentes: la velocidad dx ri, de 
rotación de la particula compleja como un todo único alrede- 
dor del eje de rotación instantáneo con una velocidad © y la 
velocidad v’; del movimiento oscilatorio: 


(12.17) 


(12.18) 


El primer sumando en (12.18) se transforma en el término 
con los cuadrados de las componentes de las velocidades 
angulares en (12.13). el segundo sumando es nulo en virtud 
de la perpendicularidad mutua de las velocidades òx r, y 
vi, y el tercero, descrito por las componentes en el eje de 
coordenadas en (12.13), nos da precisamente los términos nj, 
En Jo que se refiere a los términos Ej. su presencia se 
desprende del aspecto de la energia potencial para cl 
oscilador y la aditividad de la energia potencial. Asi, pues. la 
inscripción de la energia de una particula compleja en forma 
de (12.13) está totalmente argumentada. 

El volumen de una célula elemental del espacio de fase 
(12.1) debe ahora incluir los grados de libertad para todas las 
particulas. Por eso por conjunto de las diferenciales 
{dx} {dp} hay que comprender las coordenadas y los 
impulsos de los centros de masas de fas partículas complej 
las diferenciales de las variables d$, que tienen en cuenta la 
energia potencial interna de “la particula compleja, 
relacionada con el correspondiente grado de libertad, las 
diferenciales de las variables Jn, que tienen en cuenta la 
energia cinética de los grados internos de libertad de la 
partícula, las diferenciales do. deys, dio, que tienen en 
cuenta la energia angular de la particula compleja, Hablando 
estrictamente, es necesario expresar las diferenciales dny y 
de, (y=1, 2, 3) en forma de variables que tienen la 
dimensión de impulso, lo que no es muy dificil. Pero eso no 
se necesita para calcular las medias, ya que los factores que 
aparecen en este caso se reducen. 

TEOREMA SOBRE LA EQUIPARTICIÓN DE LA ENERGÍA 
SEGÚN LOS GRADOS DE LIBERTAD. Ahora, aplicando las 
fórmulas para las medias y fórmulas, análogas a (12.7), se 
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puede hallar la energía media perteneciente a cualquier grado 
de libertad de la particula. Determinemos, por ejemplo, la 
energía media, perteneciente al grado giratorio de libertad iy, 
es decir, al grado giratorio de libertad de la i-ċsima partícula 
con la componente y: 


Uy oY = LAR 80 /2/2] do, 
AS Jexp( Py ol/2)do, 7 
fexpt— Pan (dx) tapy 
Sexp(— Bey (dx) (dpy* 
donde fdp|' es el conjunto de todas las diferenciales, 


a excepción de la que separamos a otra integral. Los cálculos 
en (12.19) son los mismos que en (12.7) Entonces 


(12.19) 


Cno) = E =A. (1220) 


De la misma manera hallamos para la energía cinética 
media y la energía potencial media, perteneciente a los gra- 
dos oscilatorios de libertad aislados: 


uni) - qe, <ai> =- FT. (221) 


La energía cinética media que tiene un grado de libertad 
del movimiento del centro de masas de una particula 
compleja, se calcula asi como en (12,7) y es igual a '/¿KT. Asi, 
pues, queda demostrado que a todos los grados de libertad 
de un sistema estadístico les pertenece una misma energia, 
igual a '/,kT. Esta afirmación se denomina teorema sobre la 
equipartición de la energía según los grados de libertad. Es 
conveniente recordar otra vez más que esta afirmación no se 
refiere a la energía potencial de las partículas en los campos 
exteriores. En estos últimos la energía potencial de la 
partícula puede poseer un valor diferente de '/, kT. 

El principio de equipartición de la energia según los gra- 
dos de libertad tiene gran importancia. Merced a éste al 
mezclar distintos gases ideales con semejante temperatura, la 
mezcla tiene la misma temperatura que los componentes 
a mezclar y la presión de la mezcla se somete a la ley de 
Dalton. 

Ejemplo 12.1. Calcular la suma estadistica (7.16) para un 
gas monoatómico. 
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En el exponente de (7,16) la energía e, es igual a la suma 
de las energías cinéticas de n partículas en cuestión: 


SS (1222) 


donde el primer indice de p numera las partículas y el indice 

x caracteriza los distintos estados del sistema de n partículas; 

m es la masa de las particulas. La energía potencial de las 

particulas es nula y no hay grados internos de libertad. 
Pasemos en (7.16) de la sumación a la integración. Para 

ello multipliquemos cada término en (7.16) por AF de (12.2) 

e integremos por dl. Entonces obtenemos la integral 
adistica 


+ PÈVmMKTI}J dT, (12.23) 


donde T” es el campo de integración por todo el espacio de 
fase F restando los puntos fisicamente iguales de este espacio. 

La integración según dr prevé lu integración por el 
conjunto de variables espaciales {dx} y de impulso {dp}. 

«o que el integrando en (1223) no posee variables 
espaciales, la integración por {dx} nos da el factor V", donde 
V es el volumen que ocupa el gas. Al integrar con respecto 
a idp) es necesario excluir los estados fisicamente 
equivalentes. Esto significa que la permutación de 
particulas no se debe tomar en consideración, o sea, es 
necesario integrar por todo el campo de variaciones de (pj 
y dividir los resultados en al: 


nr role ol : 
ad doo E Er Ji. 112240 


Las integrales según cada una de las variables dy dp, y 
dp. en (12243) son idénticas e iguales a 


J expl — PTI] dp = QT y, 


por eso 


exp[ Ins P} + a. + pk) (dp) = 


f exp[ -p MTI] Ap,” = (mk T”? (12.24b) 


Al tomar en consideración la fórmula de Stirling (5.11), 
para la integral estadística (12242), hallamos definitivamente 


e 
ia Rrmak Tn. (12.25) 
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El saber la suma (o integral) estadistica permite 
determinar las funciones termodinámicas y las magnitudes 
que caracterizan el sistema. A continuación examinaremos 
ejemplos de cálculos de semejante tipo. Calculemos la encrgia 
media de un gas monoatómico usando la fórmula (7.15) 
Después de hallar por logaritmos ambos miembros de (12.25), 
encontramos 


Qrmk TY 
Z= A 22 
mz Ol naa E (12.6) 
Tomando en consideración que $ =1/(4T) y basándonos 


en (7.15), obtenemos de (12.26) 


£ 1 2 2 3 
0. [ni pr)- I" UnB nT. (1227) 


Esto es precisamente la energia media del gas que consta 
de n semejantes moléculas monoatómicas. Una molécula 
posee una energia <e)/n = 3/2(kT), y un grado de libertad 
del movimiento de traslación de la molécula posee ta energía 
de 1/2(KT) como debe ser conforme al principio de 
equipartición de la energía según los grados de libertad. 


$ 13. MOVIMIENTO BROWNIANO 


Basándose en el ejemplo del 
movimiento — browniano, se 
expone la teoria elemental de 
vagancias aleatorias, Se estu- 
dia la definición experimental 
de la constante de Boltzmann, 
a base de los resultados de las 
observaciones del movimiento 
browniano. Se examinan el 
movimiento — brown de 
rotación y la manifestación del 
movimiento browniano en los 
fenómenos macroscópicos, 


AL observar unas particulas. suficientemente 
pequeñas, suspendidas en el líquido, bajo el microscopio, 
éstas parecen estar en una vibración contínua. Esta vibración 
no varia con el tiempo y continúa durante el tiempo que se 
desce. Eso se observa en las inclusiones liquidas de los 
minerales formados hace milenios. Este movimiento 
vibratorio se denomina browniano, en nombre del botánico 
inglés R. Brown que lo descubrió en 1827 

La explicación cinético-molecular de este fenómeno la propuso 
A. Einstein en 1905 e independientemente en 1906 la expuso el fisico 
polaco M. Smoluchowski (1872-1917) Ellos elaboraron la teoría 
del fenómeno que permitió utilizarlo para confirmar la teoria 
cinético-molecular. 

La esencia de este movimiento consiste en lo siguiento: las 
particulas junto con las moléculas del líquido forman un 
sistema estadistico único. Conforme al teorema de 
equipartición de la energía por los grados de libertad, a cada 
grado de libertad de la particula browniana le debe 
pertenecer una energía de '/,kT. La energia de */,kT, 
correspondiente a los tres grados de traslación de libertad de 
la particula, conduce al movimiento de su centro de masas, lo 
que se observa precisamente al microscopio en forma de 
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Einstein Albert (1879 1955) 


de 


a 


qe 


an 


Fig 22. Desplazamiento de la 
particula durante el movi- 
miento browniano. Las líneas 
curvas indican los pasos desde 
el sexto hasta el (n— 1)ésimo 


vibración. Si la particula browniana es suficientemente rigida 
y se comporta como un sólido, las otras 9/,£T de la energia 
tocan a sus grados oscilatorios de libertad. Por esta razón en 
su movimiento vibratorio la particula experimenta también 
constantes cambios de la orientación en el espacio. El 
movimiento browniano de rotación es más simple de 
Observar en otros objetos que no sean particulas suspendidas 
en el agua. Por eso al hablar del movimiento browniano de 
las particulas suspendidas en el agua, se tiene presente la 
vibración del centro de masas de las particulas, 

VAGANCIA ALEATORIA. La igualación de las energias 
inéticas medias transcurre a causa de las colisiones caóticas 
entre las particulas, y el movimiento de cada una de las 
particulas como consecuencia de las colisiones es un proceso 
aleatorio, Examinemos la posición de una particula 
browniana al cabo de varios lapsos fijos. El origen de 
coordenadas se ubica en el punto O, en el que la particula se 
encuentra en el momento inicial de tiempo, Designemos por 
q, el vector que caracteriza el desplazamiento de la particula 
entre las observaciones (i— Ipésima e iėsima, Al expirar 
n observaciones. fa particula se desplaza de la posición mula 
al punto de radio vector r, (ig. 22): 


n= Ya NN) 


El desplazamiento de la particula en los lapsos entre los 
momentos de observación no transcurre por una linea recta, 
sino por una linea quebrada tan compleja como el 
desplazamiento del punto inicial que se caracteriza por el 
radio vector r, Puede realizarse una serie de pruebas, en 
cada una de las cuales la partícula browniana sale del 
origen y al cabo de n pasos llega a cierto punto de radio 
vector r, Está claro que todos r, serán diferentes. 

Calculemos el cuadrado medio del alejamiento de la 
partícula con relación al origen después de n pasos en una 


serie grande de pruebas. Es obvio que 
a Y a) = Y (+ Iag (132) 
a E 5 


donde <q?) es el cuadrado medio del desplazamiento de la 
particula en el ¡ésimo paso en la serie de pruebas {està claro 
que para todos los pasos éste es el mismo e igual a cierta 
magnitud positiva aè): <q) en la segunda suma es la 
magnitud media del producto escalar al ¡ésimo paso en el 
desplazamiento para el jésimo paso en distintos 
experimentos. Es evidente que estas magnitudes son 
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totalmente independientes entre si y los valores positivos del 
producto escalar se encuentran con la misma frecuencia que 
los negativos. Por ello queda obvio que los términos de la 
segunda suma <qyqy) =0 (1% j) y la expresión (13,2) adquiere 
el aspecto 


(33) 


donde Ar es el lapso entre las observaciones; t= Atn, el 
tiempo durante el cual el cuadrado medio del alejamiento de 
la particula se ha hecho <r2). Por ello, a pesar de que las 
direcciones en las que la particula se desplaza a cada paso 
son equiprobables, en término medio, la particula se aleja del 
origen. En particular ello se hace evidente si en lugar de la 
sucesión de una gran cantidad de pruebas con muchas 
particulas, nos imaginamos un experimento con muchas 
particulas brownianas iguales colocadas en el origen de 
coordenadas. Sin duda, la “mancha” de estas particulas 
brownianas debe dispersarse respecto al origen de coorden: 
das. Esto es lo que significa el incremento de la desviación 
cuadrática media con el tiempo. Lo esencial en (13.3) es que 
el cuadrado medio del alejamiento crece de modo 
proporcional precisamente a la primera potencia del tiempo. 

CÁLCULO DEL MOVIMIENTO DE LA PARTÍCULA 
BROWNIANA. Para caracterizar el movimiento browniano es 
necesario definir æ en la fórmula (13.3). Esta puede hallarse, 
por una parte, de modo experimental, midiendo <»2), y por 
otra parte, puede calcularse tèoricamente. 

La particula browniana se mueve bajo la acción de una 
fuerza aleatoria que surge como consecuencia de las 
colisiones caóticas de las moléculas sobre la particula. El 
coeficiente de rozamiento de la particula en el liquido merced 
a la viscosidad del último, se designa por b. La ecuación del 
movimiento tiene el aspecto 


bx+ Es, (134) 


donde m es la masa de la particula; F, es la fuerza aleatoria 
que actúa sobre ella. 

Es indispensable señalar que el término —bx surge 
también a causa de la colisión de las moléculas. Sin embargo, 
en el movimiento sistemático de la particula browniana con 
una velocidad * las colisiones aleatorias de las moléculas 
contra la velocidad de la particula le transmiten en término 
medio un impulso mayor que las colisiones aleatorias en 
dirección de la velocidad. Merced a esto, surge precisamente 
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la fuerza de rozamiento que se describe mediante la magnitud 
bx. 

El mismo aspecto lo tienen las ecuaciones de movimiento 
para las magnitudes, referentes a otros ejes de coordenadas. 
Multipliquemos ambos miembros de esta ecuación por x 
y los términos Yx y xx los transformamos en: 


ny. (13.5) 
Entonces la ecuación (134) adquiere la forma 
(MY mx = = (bD + Fx. (13.6) 


Tomemos el valor medio de ambos miembros de esta 
ecuación por el conjunto de las particulas brownianas, 
teniendo en cuenta que la media en función de la derivada 
según el tiempo es igual a la derivada con respecto al valor 
medio, ya que la mediación se efectúa por el conjunto de 
particulas y, por lo tanto, es conmutable con la diferenciación 
según el tiempo. Como consecuencia de la mediación de 
(13.6) obtenemos 


AY Lm (w)? 


MANEL 3N 


Puesto que las desviaciones de una particula browniana 
en cualquier dirección son equiprobables, (x?) = (°) = 

2) =(r3)/3. Por esta razón, de (13,3) obtenemos que 
21/3 y, por consiguiente, (C 2/3, (3) =0, 
tud del carácter aleatorio de la fuerza F, y de la 
la x de la particula y de su independencia mutua, 
debe resultar que (F,x)=0, y la relación (13.7) se reduce 
a la igualdad 


<m(x)) = ab/6 (139) 


Según el teorema de la equipartición de la energia según 
los grados de libertad, (m(xY) =kT y. por lo tanto, para 
a obtenemos de la ecuación (13.8) 
a= 6kT;b, (39) 


donde h que caracteriza la fuerza del rozamiento líquido que 
actúa sobre la particula browniana, puede expresarse desde el 
punto de vista teórico (la fórmula de Stokes) medirse 
experimentalmente y considerarse una magnitud conocida. La 
temperatura T es conocida. Por eso la fórmula (13.3) 
teniendo en cuenta (139), resuelve el problema sobre el 
movimiento browniano de las particulas en suspensión: 


<r?) =6kT1). (13.10) 


Si se considera que k está medida en los experimentos de 
la verificación de la distribución de Boltzmann (véase el $ 9), 


$ 
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itudes en esta fórmula son conocidas y se la 
puede comprobar experimentalmente en sentido de la validez 
de la dependencia con respecto a distintos parámetros. En las 
pruebas que realizó J. B. Perrin (1870-1942) por primera vez 
comenzando desde 1908, estas dependencias, predichas por la 
fórmula (13.10) fueron confirmadas. Ahora, considerando la 
fórmula argumentada, puede utilizarse para precisar 
y establecer el valor de la constante de Boltzmunn k yu que 
las demás magnitudes en esta fórmula pueden ser medidas 
independientemente. Perrin — realizó — también semejante 
medición y eso dio resultados que concuerdan muy bien con 
el valor de k, obtenido de las mediciones por la distribución 
de Boltzmann. La concordancia de estos resultados fue en su 
tiempo (el primer cuarto del siglo XX) un gran triunfo de 
representaciones cinético-moleculares. 

Con respecto a (13.10) surge una pregunta. El primer 
miembro de esta igualdad no depende de la masa, puesto que 
b depende sólo del radio de la particula y no de su masa, 
como se ve directamente de la fórmula de Stokes: 


b=6xpro. (31) 


donde p es la viscosidad del liquido: rọ el radio de la 
particula esferoidal que se mueve en el líquido, 

Por otra parte, la velocidad media de la particula, 
teniendo la misma energia media, disminuye, al aumentar la 
masa, por eso, siendo las demás condiciones iguales, las 
particulas pesadas vibran con menor intensidad que las 
ligeras. Se pregunta: ¿de qué modo las particulas pesadas 
y ligeras a pesar de su intensidad de vibración totalmente 
diferente, se alejan con la misma velocidad media respecto al 
origen? La respuesta consiste en que las particulas ligeras en 
realidad se mueven más enérgicamente que las pesadas, pero 
el resultado definitivo de todos los movimientos conduce a la 
misma velocidad media del alejamiento del origen. En este 
sentido sobre el movimiento de las partículas ligeras puede 
decirse que ellas tienen “muchos movimientos y sin provecho 
alguno”. 

MOVIMIENTO BROWNIANO DE ROTACIÓN. Es dificil 
investigarlo cuantitativamente mediante las particulas que 
están en suspensión en el liquido. Es más sencillo hacerlo con 
ayuda de un pequeño espejo ligero suspendido en un hilo 
elástico. Merced a la interacción con las moléculas del aire, 
se establecerá un equilibrio estadistico y a cada grado de 
libertad del espejo le deberá corresponder la energia kT/2 
Por lo tanto, el espejo experimentará vibraciones de torsión 
alrededor del eje que coincide con el hilo vertical en el que 
está colgado dicho espejo. Si la superficie del espejo se 
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H 
la celocidad media del 
movimiento. de la puriieula 
browniana depende de su masa. 
mientras que el cuadrado medio 
del alejamiento de la particula 
con respecto al origen en el 
transeweso de wn lapso fijo no 
depende de la masa. ¿Por qué 
las particulas ligeras tienen 
“muchos movimientos y ningún 
avance” en comparación con las 
particulas pesadas que se 
mueven más. lento? 


Explique con detalle por qué la 
fuerza media que uctúa por 
parte de las moléculas sobre 
ima partícula en reposo, ex 
muu. y sobre una particula en 
mecimiento, no lo es. Demuestre 
que esta fuerza es proporcional 
a la primera potencia de la 
telocidad y estå orientada 
contrariamente a la velocidad. 


ilumina por un haz luminoso, el rayo reflejado se desplaza 
intensamente incluso siendo los giros del espejo muy 
pequeños. Por eso pueden notarse y medirse hasta las 
pequeñas vibraciones de torsión 
Calculemos el cuadrado medio de la amplitud angular de 
estas vibraciones. Sea D el módulo de torsión del hilo y J, el 
momento de inercia del espejo con respecto al eje de torsión 
del hilo, Sea también ọ el ángulo de giro del espejo respecto 
a la posición de equilibrio. La ecuación para las vibraciones 
de torsión tiene el aspecto 
Jó= - Do. (13.12) 
donde el signo menos tiene en cuenta que el momento de 
fuerzas de elasticidad del hilo tiende a colocar el espejo en 
posición de equilibrio. Multiplicando ambos miembros de la 
ecuación por $ e integrando. obtenemos el principio de 
conservación de la energía para la vibración del hilo: 
1J? + Do? = const. (0313) 


Las pequeñas vibraciones de torsión son armónic: 
lo tanto 


YI CO?) = DCO?) = YT a314) 


s por 


donde se utiliza el teorema sobre la equipartición de la 
energia según los grados de libertad. Entonces para las 
vibraciones de torsión brownianas del espejo hallamos 
<o 0) =KT:D. (13.15 


Esta magnitud puede medirse, Por ejemplo, para TZ 290 K. 
Dx 107" '* N-m obtenemos (y?) 2 4-107%, es lo que se 
logra medir precisamente. Sabiendo los parámetros del hilo 
y la temperatura, asi como midiendo <p), por la fórmula 
(13.14) puede hallarse el valor de la constante k. Todos estos 
resultados para k concuerdan muy bien con los que se 
obtuvieron mediante la distribución de Bolzmann y del 
movimiento de traslación browniano. 

Así, pues, el movimiento browniano nos ofrece un camino 
directo para determinar la constante molecular A midiendo 
los parámetros macroscópicos. Por otra parte. la 
investigación de los gases que se describen bastante bien por 
la ecuación de los gases ideales pV= RT, permite encontrar 
el valor de la constante molar de gas que es también una 
magnitud macroscópica. Sabiendo R y k, por la fórmula 
(10,7) puede definirse otra magnitud muy importante que 


caracteriza las propiedades microscópicas de los sistemas, 


a saber: la constante de Avogadro [véase (10.6)]: 
Na=Rik (13.16) 
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Ejemplo 13.1. Determinar la sensibilidad máxima de un 
galvanómetro de espejo de resistencia interna R =200K0. En 
el régimen aperiódico la desviación total del espejo se alcanza 
durante el tiempo t=20s. La parte de energía que se acu- 
mula en forma de energia potencial del muelle enroscado, es 
4 =03 de la energía recibida. La temperatura es de 27°C. Se 
considera que la corriente minima que puede detectarse con 
fiabilidad por el galvanómetro, debe producir unas 
desviaciones que superen las vibraciones térmicas de la aguja 
n=3 veces. 

En el transcurso de su establecimiento, el galvanómetro 
recibe del circuito exterior una energia 


W=+RP, (317 

cuya parte (q) se acumula en forma de energia potencial del 

muelle del galvanómetro: 

U=qW=qrRI?, (13.18) 
La energia media de las vibraciones térmicas del 

galvanómetro es, según el teorema sobre la equipartición, 

Wier) = '/3kT. Conforme a (13.18), semejantes vibraciones 

son equivalentes a los sobresaltos de la corriente 

CUAD?) = < Wer) /qtR = kT /QqrR). (13:19) 
La intensidad de corriente mínima Jm debe superar 

n veces (C(AN?))", por eso 

Imin = UA = [AT /QGrRy]O = 1,25: 1071 A, 


PROBLEMAS 


1.1. Es necesario sacar de una baraja que consta de n cartas 
diferentes, m<n cartas prefijadas de antemano. ¿Cuál es la 
probabilidad de que al coger al azar m cartas de la baraja, 
encontremos entre ellas todas las cartas prefjadas de 
antemano? 

12. En la urna hay n bolas blancas y m negras, ¿Cuál será la 
probabilidad de que durante tres pruebas sucesivas se saque 
una bola blanca: a) si la bola que se extrac anteriormente se 
devuelve a la urna; b) si no se devuelve? 

13. En la urna hay n bolas diferentes. Nos proponemos de 
antemano extraer m bolas concretas en cierta sucesión. ¿Cuál 
será la probabilidad de que esto se pueda hacer, sacando las 
bolas al azar sin devolverlas? 

1.8, Hallar el número relativo de moléculas de nitrógeno 
a temperatura de 27°C, cuyas velocidades yacen en un 
intervalo desde 260 hasta 270 m/s. A 

1.5. Hallar el valor absoluto medio de la velocidad y la dispersión 
de la velocidad para las moléculas de hidrógeno a 27°C. 

16. ¿A qué altura la presión parcial del nitrógeno disminuye 15 
veces? Considerar que la temperatura de la atmósfera cs 
constante e igual a Ô °C. 

1.7. Hallar la desviación Nuctuante media del péndulo de una masa 
de 30 mg y de longitud de 3cm a 27'E 
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RESPUESTAS 


1.8. Hallar el limite de la sensibilidad de un galvanómetro de una 
resistencia interna R=50kQ. En el régimen aperiódico la 
desviación total se alcanza al cabo de t= 10 s, Al establecerse 
la desviación, el 80 por 100 de la energía se transforma en 
calor de Joule. La temperatura es de 27°C. Para detectar con 
fabilidad la corriente es necesario que la corriente pasante 
supere tres veces las fluctuaciones térmicas. 

1.9. Hallar la frecuencia de las colisiones de las moléculas de H, 
con un sector de superficie de un área de | cm?; la presión 
p=98-10% Pa y 1=300"C. 

1.10. En un balón de un metro de diámetro hay 4kg de helio 
a temperatura de 300 K. ¿Cuál es la frecuencia de colisiones de 
cada molécula contra la pared? 

1.11. Conociendo que el momento de inercia de la molécula de 
oxigeno respecto al eje de rotación J=1,9-107% kg:m?, 
hallar la frecuencia angular media de rotación a 30°C. 

1.12 Un gas ideal se encuentra a condiciones normales. Determinar 
el volumen V en el que la Muctuación cuadrática media del 
número de particulas es de 107% de la cantidad media de 

articulas en este volumen, 

1.13. Calcular la Nuctuación de la energia cinética del movimiento 
de traslación de uns molécula del gas ideal a temperatura T. 

LI. ¿Qué velocidad cuadrática media tiene la molécula de hi- 
drógeno a T= 10° K 

LIS, ¿Cuál será la energia cinètica media sumaria del movimiento 
de las moléculas de un gus biatómico encerrado en un 
volumen de 31 a presión de 1,47-10* Pa? 

1.16, La mecanógrafa escribió 1000 páginas, haciendo en total 140 

faltas. ¿Cuál es la probabilidad de que una página tomada al 

azar no contenga faltas? tenga una falta? dos faltas? La distri 
bución de las faltas se describe mediante la ley de Poisson, 

Evaluar el orden del valor del número total de moléculas en la 

Ímósfera de la Tierra, si la densidad de las moléculas se 
describe mediante la fórmula barométrica, siendo la tempera- 
tura constante T= 273 K y el radio de la Tierra 6370 km. 

1-15. Hallar el valor medio de la x-ésima componente de la veloci- 
dad de las moléculas del gas que se mueven en dirección 
positiva del eje X. La temperatura es T y la masa de las 
moléculas m. 

1.19. Haciendo uso de la distribución de Poisson (523), hallar el 
cuadrado medio de las fluctuaciones del número de particulas 
en cierto volumen pequeño de gas. 

1.20. El carbono natural es una mezcla de los isótopos "C y YC 
(menospreciamos la existencia del isótopo '“C) La masa 
atómica del carbono natural es A = 1201115. ¿Cuántos moles 
del isótopo **C y "C hay en un mol del carbono natural? 

1LP=m—m tad 1.2 P = [nin + md P 

x (n — [n + mln + m— M4 m- 2) 13 

L4. dn/n = 0017. 1.5. lel) = 1775 m/s: o 

17. YD = 22-107". 1.8, Imin =43:10 A 19. vala 

x 108571 1.10. 13205", 1.11 VZ = 4,7-10"? 57t, 1.12 V= 

=37-1009 m, 113. [Ame DY) = 32T. 1.14. 25% 

15. = 15003. 1.16. 0,79; 0,19: 002 L17, 210%, 

E19. <(Am) 3) = Cm). 1.20. y, = 0,98885; va = 


Capitulo 2 


Método termodinámico 


Idea principal: el sistema de muchas particulas debe 
someterse a ciertas leyes generales, tales como, por cjemplo, 
el principio de conservación de la energía. Estos principios 
se denominan principios de la termodinámica. Los 
parámetros que tienen un significado bien determinado, 
caracterizan el estado macroscópico de un sistema. El 
comportamiento del sistema se describe desde el punto de 
vista fenomenológico, partiendo de los principios de la 
termodinámica. 

Aparato matemático: teoria de las formas diferenciales y 
ecuaciones en derivadas parciales, 


$ 14. PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINÁMICA 


Se estudian las tareas de la TAREAS DE LA TERMODINÁMICA. La tarca de la 
termodinámica y se da la termodinámica es la investigación fenomenológica de las 
trabajo, calor propiedades de los cuerpos materiales que se caracterizan por 
y 8 energia ¡merma del los parámetros macroscópicos, basándose en las leyes 
sistema, Se determina lx generales, denominadas principios de la termodinámica. sin 
dpo acin del primer prin aclarar los mecanismos microscópicos de los fenómenos en 
cuestión (véase el $ 1). La termodinámica se fundamenta en 
tres principios. El primero es la aplicación del principio de 
conservación de la energía a los fenómenos que se estudian 
por la termodinámica. El segundo principio caracteriza la 
dirección del desarrollo de los procesos que se examinan en 
la termodinámica. Y el tercer principio impone restricciones 
sobre los procesos, confirmando la imposibilidad de haber 
procesos que conducen a la obtención del cero 

termodinámico de la temperatura. 

Lo mismo que en el capitulo 1, al exponer el método 
estadistico, en calidad de modelo de la sustancia, sobre la que 
se ilustrará el método termodinámico, se toma el modelo del 
as ideal. Sin embargo, el método de por si que se estudia en 
este modelo más sencillo, es aplicable a otros modelos de 
sustancias concretas, al igual que en el caso del método 
estadistico. 

TRABAJO. Para disminuir el vólamen que ocupa un gas, 
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Julius Robert von Mayer 
(1814-1878) 


Fig 23, Descubrimiento de Ja 
expresión para el trabajo 


es necesario realizar un trabajo para superar las fuerzas de 
presión del gas. Imaginémonos un gas encerrado en un 
volumen cilindrico con un émbolo, cuyo movimiento cambia 
el volumen del gas (fig. 23). La fuerza, creada por la presión 
p del gas sobre el émbolo de área $, es igual a pS y, por lo 
tanto, el trabajo efectuado al moverse el émbolo, es pSdx= 
= pd, donde dV es la variación del volumen del gas. Se ha 
puesto de acuerdo que cl trabajo que se realiza mediante las 
fuerzas exteriores sobre el gas, posee signo negativo, y el 
trabajo efectuado por el gas al aumentar su volumen, tiene 
signo positivo. Por eso el trabajo 54 del gas, al cambiar su 
volumen en dV, es 


SA =pd (14.0) 


La razón por la que para el trabajo se ha empleado la 
notación ôA y no da, se explicará un poco más tarde 

Si en lugar de un gas ideal se examina un sistema más 
complejo, entonces, en principio, pueden haber otros 
procedimientos de ejecución del trabajo sobre cl sistema 
o realización del trabajo por el sistema. Una peculiaridad 
caracteristica de todos estos procesos es que al sistema se le 
comunica o del sistema se coge la energia, cambiando ciertos 
parámetros macroscópicos. Estas palabras son extremada- 
mente importantes. Ál sistema se le puede dar O coger 
energia sin cambiar sus parámetros macroscópicos. En este 
caso no se puede decir que se realizó un trabajo. Como 
ejemplo puede señalarse la transmisión de la energía a un 
sistema, traspasándole calor. En este caso no se puede decir 
que sobre el sistema se realiza un trabajo. Aqui los 
parámetros macroscópicos cambiaron a consecuencia de la 
transmisión de calor. 

En el caso general la expresión para el trabajo tiene el 
siguiente aspecto. Los parámetros, cuya variación condiciona 
la ejecución del trabajo, los designamos por G, Gs, ... Para 
una variación ínfima del parámetro % en d% se realiza un 
trabajo 5A =f,d%, donde f; es la fuerza generalizada. Los 
signos se eligen de la misma manera que en (14.1): si el 
trabajo se efectúa sobre el sistema, el signo de 54 debe ser 
negativo. El trabajo completo que se realiza, variando todos 
los parámetros, 

SA =f di, Hfd +. (14.2) 

Entre los términos f,d%, puede considerarse incluido el 
término (14.1). Por ejemplo, la fuerza generalizada f, =p y la 
coordenada generalizada €, =V, es decir, dí, =dV. En 
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cambio, por lo general para simplificar la escritura de las fór- 
mulas y conservar la evidencia, escribiremos sólo el término 
(14.1), omitiendo todos los demás términos en (14.2), que son 
posibles en principio. Las fuerzas generalizadas complemen- 
tarias y las correspondientes coordenadas las inscribiremos 
en forma explicita sólo cuando haya necesidad de examinar 
concretamente un problema. Pero es útil analizar varios 
ejemplos. 

Una barra bajo la acción de la fuerza f se estira, o bien se 
encoge. Al variar su longitud en di, el trabajo efectuado es 


ôA= -fdl, 


donde f es el valor absoluto de la fuerza: el signo menos tiene 
en cuenta que para aumentar la longitud de la barra es 
indispensable realizar un trabajo sobre el sistema: por lo 
tanto, conforme a la regla de los signos en (14.2), el trabajo es 
negativo. 

Al transferir la carga dy entre dos puntos con uni 
diferencia de potencial q, se efectúa el trabajo 


SA= - pd, 


donde q es el valor absoluto de la diferencia de potencial; la 
carga dq se transfiere en dirección del crecimiento del 
potencial. Este ejemplo muestra la tesis de que las fuerzas 
y coordenadas generalizadas en (14.2) pueden no parecerse en 
nada a las fuerzas y coordenadas corrientes. 

CALOR. Se sabe del experimento que al estar dos cuerpos 
en contacto, su estado térmico se iguala, Se dice que del 
cuerpo más caliente el calor pasa al más frio. El calor es la 
energía en una forma especifica: en forma de movimiento 
molecular. Designemos por $Q una cantidad infima de esta 
energía que tiene la forma especifica indicada. La energía en 
esta forma, es decir, en forma de calor, puede tanto 
suministrarse al sistema, como cogerse de éste. Se ha puesto 
de acuerdo que 30 es positiva si se comunica al sistema 
y negativa, si se coge de éste. 

Por primera vez el concepto de trabajo surgió en la técnica a mes 
dos del siglo XVIII, como una medida de la capacidad de 
funcionamiento de las máquinas hidráulicas. Luego, poco a poco fue 
penetrando en la mecánica. La definición de esta magnitud como el 
producto de la fuerza por el camino y el coseno del ángulo entre 
ellos fue enunciado en 1803 por L. Carnot (1753-1823). En la 
primera mitad del siglo XIX este término obtiene cada vez mayor 
difusión, principalmente en la mecánica aplicada, Por otra parte, se 
usa al investigar los procesos de conversión mutua del trabaje 
y calor, a los que “puso la primera piedra” Nicolas Léonard Sadi 
Carnot en 1824. 

ENERGÍA INTERNA. Se denomina energia interna la 
energía relacionada con todos los posibles movimientos de 
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las particulas del sistema y su interacción entre si, incluyendo 
también la energía condicionada por la interacción 
y movimiento de las particulas que componen las partículas 
complejas. De esta definición se desprende que la energia 
cinética, ligada al movimiento del centro de masas del 
sistema, o sea, al movimiento del sistema como todo único, 
y la energía potencial del sistema en los campos exteriores no 
pertenecen a la energía interna. Todas las demás formas de 
las energias cinética y potencial de las partículas del sistema, 
incluyendo también las energias de las particulas que 
constituyen las particulas complejas, pertenecen a la energía 
interna. 

Una variación infima de la energia interna se designa por 
dU. Se quedó en que dU se considera magnitud positiva si la 
energía interna del sistema aumenta, y negativa si disminuye. 

Los parámetros se dividen en internos y externos, Se 
denominan externos los parámetros que fijan las condiciones 
ambientales para el sistema, e internos, los que se establecen 
en el sistema como fijación de las condiciones ambientales. 
En dependencia de las circunstancias un mismo parámetro 
puede ser tanto externo, como interno. Por ejemplo, puede 
fijarse el volumen Y del gas. Eso será un parámetro externo. 
Entonces a temperatura prefijada en el gas se establecerá una 
presión p completamente determinada que será un parámetro 
interno. 

Imaginémonos otra situación. El volumen se limita por 
un émbolo móvil que se desplaza en dirección vertical. Sobre 
el émbolo se coloca una carga de cierta masa, En este caso 
las condiciones ambientales prefijan la presión p del gas, 
mientras que el volumen a temperatura prefijada se establece 
conforme a esta presión. Aqui el volumen es un parámetro 
interno y la presión, externo. 

PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINÁMICA. El 
principio de conservación de la energía para el calor como 
forma de energía, energía interna y trabajo realizado, 
teniendo en cuenta las condiciones sobre los signos de e 
tas magnitudes, puede escribirse en la siguiente forma ev 


1 dente: 


El primer principio de la 
termodinámica no determina SQ =dU +54. (14,3) 
el curso de cualquier 


proceso, En cambio, si suce- 


Hermann Ludwig von Helm- 
haltz (INI ISO) 


ea piin El principio de conservación de la energia en forma de 
Saler er minimo, (14.3) se denomina primer principio de la termodinámica. Su 
lo que permite, aplicindolo.. diferencia fundamental del principio de conservación de la 
estudiar las peculiaridades de energia en la mecánica es la presencia de la magnitud 50, 
unos procesos u otros. lamada cantidad infima de calor. El objeto de la 
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$ 

En el nivel molecular tanto la 
energia interna, como también 
el calor se someten a las 
condiciones energéticas. ¿En 
quë se diferencian? 


termodinámica es el estudio del movimiento y transformación 
de esta forma de energia. 

En la mayor parte de la exposición posterior se examina 
el trabajo. relacionado con las fuerzas de presión y variación 
del volumen, y por esta razón el primer principio (14.3) se 
escribe como 


Q + pdv, (144) 


ya que pdV siempre permanece en el segundo miembro de 
(142), mientras que otros miembros que, cn principio puede 
haber, en la mayoría de los casos faltan. Sin embargo, si hay 
necesidad, se puede siempre añadir los términos tipo (14.2) al 
segundo miembro de la fórmula (14.4). 

Al igual que en la mecánica, el principio de conservación 
de la energia (143) no puede predecir la dirección del 
desarrollo del proceso. Sólo permite señalar de qué modo 
cambian las magnitudes, al suceder algún proceso. En la 
mecánica el movimiento se describe mediante las ecuaciones 
de movimiento. En la termodinámica la dirección del 
llo de los procesos se caracteriza por el segundo 
io de la termodinámica (véase los $$ 20. 22 


La fundación del primer principio de la diria está ligada 
estrechamente con el descubrimiento del principio de conservación 
y transformación de la energía, previsto por todo el desarrollo de la 
fisica hasta aproximadamente la mitad del siglo XIX. El mérito 
principal en establecer el principio de conservación y transformación 
de la energia pertenece a R. Mayer, J. P. Joule y H. Helmholtz. El 
primer trabajo con respecto a esta cuestión, fue efectuado por Mayer 
en 1840, y los trabajos de Joule y Helmholtz, enunciando la ley, 
fueron publicados en 1847, Los cientificos tuvieron que sufrir muchas 
dificultades para que se reconociera la validez de dicho principio. 

Ejemplo 14.1. Calcular la energía interna de 1 1 de helio 
a presión de 98-10 Pa y 1=0"C, 

Según la ley de equipartición, a un átomo de helio le 
corresponde una energía media <s)=>*/,kT. El volumen 
V del gas contiene n= Vp/(kT) particulas. Por consiguiente, 
la energía interna de 1 1 de helio 

3, Vp 3Vp 
UT a T 

Ejemplo 14.2. Examinar el proceso de transformación de 
la energia durante el trabajo realizado por un gas. 

En un cilindro vertical bajo el émbolo de área $ y masa 
mp hay v moles de gas, comprimido por el peso del émbolo 

atmosférica exterior p,. De tal manera, la 
ial del gas bajo el émbolo es p,+mpg/S. 


presión 
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El primer principio de la 
termodinámica es da 
expresión para el principio 
de conservación de la energia 
pura los procesos con 
participación del calor. El 
trabajo está relacionado con 
la transmisión de energía, al 
variar los parámetros 
mucroscópicos y la 
transmisión calórica se efec- 
ta transmitiendo energia del 
movimiento molecular. Los 
cambios de los parámetros 
macroscópicos que suceden 
en este caso, son 
consecuencia de la variación 
de lus condiciones energéticas 
en el nivel molecular 


Imaginémonos que la masa del émbolo se forma de una 
placa fina. sobre la cual se echa arena. Puede quitarse del 
émbolo una arenita de masa dm. A causa de ello el émbolo 
subirá a una altura dx, Esta elevación transcurre tan lento 
que en cada momento la temperatura del gas bajo el émbolo 
es igual a la temperatura constante 7, del aire atmosférico 
y la presión del gas bajo el émbolo es pu + (mo — dm) g/S. El 
volumen del gas bajo el émbolo aumenta en dV=Sdx. El 
trabajo que realiza el gas, es (P— Pa)Sdx =(P ~ pu)dV. Al 
variar el volumen desde Y, hasta V se efectúa un trabajo 
eN 
A= fip- Pad (14.5) 


Dado que el proceso es infinitamente lento, puede 
considerarse que el gas bajo el émbolo permanece en estado 
de equilibrio y entre su presión y volumen se mantiene la 
relación p= VRTV. Poniendo este valor para p en (14,5) 
e integrando, obtenemos el trabajo que realiza el gas, al 
aumentar su volumen desde V, hasta Y: 


VRTA In (V; Y) =p, (V= Vo) u46 


Asi el émbolo se desplaza en Ax =(V= V/S y sucede la 
transformación de la energía en la energía potencial del 
émbolo y las arenitas. Para cerciorarnos de ello, calculemos 
el trabajo para elevar el émbolo y las urenitas, La fuerza de 
gravedad, contra la cual se efectúa el trabajo, es F=m(x)g. 
donde m(x) es la masa del émbolo con las arenitas en la 
altura x. Al contar la coordenada x a partir del fondo del 
cilindro, tenemos m(x) = mo, X95 = Vo. AS = K 
El trabajo de elevar una masa variable 


A= [mixigas 


Paca determinar m(x) tenemos la igualdad 
= Spa = VRT) IX = Spurs 


mixy = S(p - p) = SVRTa; V 
de donde 


J mixdgdx = vRToIntx/Xo) — SP, Ax = xo). (147) 


lo que coincide con (14.6). De manantial de la energía para 
realizar cl trabajo sirve el gas en el cilindro. Sin embargo, 
como quedará claro a continuación. la energía interna del gas 
ideal en este caso no varia y toda la energia que se 


148, 
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transforma en potencial, ingresa al gas del medio ambiente 
que rodca el cilindro, en forma de calor. 
iendo en cuenta (14.7), la relación (14.5) se escribe 


v r z 
[rav [rats J míx)gdx. (14,8) 


Ello significa que el trabajo de expansión realizado por el 
gas que se encuentra en el cilindro, se gasta para superar la 
presión sobre el émbolo por parte de la atmósfera y el peso 
del émbolo (con la arena echada sobre éste). Aqui no se toma 
en consideración la acción de la fuerza de gravedad sobre el 
gas que se encuentra en el cilindro. 

La relación (14.8) con ayuda de (14.5) puede presentarse 
de otra manera. Un poco más adelante se mostrará que en el 
gas ideal la energia interna U depende sólo de la 
temperatura. El proceso en cuestión transcurre a temperatura 
constante y, por lo tanto para dicho proceso dU =0, Susti- 
tuyendo pdV> 30 de (145) en (148) obtenemos 


j ò= f raava Î moods (14,9) 


Taconst 


En esta igualdad 39 significa la cantidad de calor que 
ingresa al gas, hallado bajo el émbolo, del medio ambiente 
(termostato) a temperatura constante, De ese modo el trabajo 
de expansión realizado por el gas ideal a temperatura 
constante, se efectúa a expensas de la energía que ingresa al 
gas en forma de calor del medio ambiente (termostato). Si las 
paredes del cilindro se hacen  termoimpenetrables 
(adiabáticas), se hace imposible el ingreso del calor del medio 
ambiente. En este caso el trabajo de expansión del gas se 
ejecuta merced a la energía interna del gas: la energía interna 
disminuye y la temperatura del gas baja. Entonces en lugar 
de la caución (140) el principio de conservación de la 
energía se escribe en forma de 

v 


gr) dU = [radv+ [miogáx. (14.10) 
-o h ES 


En cambio, la dependencia de m con respecto a x es, sin 
duda, totalmente distinta que en (14.9) Esta dependencia se 
establece mediante la ley de expansión adiabática del gas 
(véase el $ 18) 
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$ 15. FORMAS DIFERENCIALES Y DIFERENCIALES 
TOTALES 


Se examinan las condiciones, 
para las cuales Ta forma 
diferencial es una diferencial 
total. Se examina la relación 
de la diferencial total con la 
existencia de la función de 


FORMAS DIFERENCIALES. Las variables infinitésimas 5Q, 
dU y 8A en (143) se designan de distinto modo: unas, 
mediante el simbolo d y las otras, con ayuda de ô La 
necesidad de semejantes designaciones está condicionada por 
la diferencia de las propiedades de estas variables 
infinitésimas. 

Supongamos que existen ciertas variables independientes. 
Examinemos primero el caso de una variable independiente, 
por ejemplo, de x. La diferencial de esta variable es dx. Sea 
Jixidx una variable infimitésima, donde f(x) es una función 
arbitraria. Se pregunta si es posible representar esta variable 
infinitésima en forma de un incremento infinitésimo de cierta 
función F(x) en dos puntos vecinos que permanecen a una 
distancia de dy. o sea, como 


fixjdy = Fix + dx) Fix). asa) 


Si. en la mayoria aplastante de los casos se puede. Sin 
embargo, aquí no hay necesidad de pararnos en ciertas 
particularidades matemáticas, relacionadas con las funciones 
que no pueden srenciadas, ete., y por eso es suficiente 
decir que eso puede hacerse si en calidad de Ftx} se toma la 
función primitiva con respecto a f(x), es decir 


Ftx)= [f(x dx. 115.2) 


Por eso para una variable puede examinarse prácticamente 
siempre una variable infinitésima a título de un incremento 
infinitésimo de cierta función. Entonces, la variable 
infinitésima fíxrdx se denomina diferencial total. Como 
incremento infinitésimo de la función F, se escribe en la 


AF) = fix)dx. 053 
Aqui el simbolo d se utiliza para designar un incremento 
infinitésimo. 


Las más de las veces, es muy distinto el caso de dos 
bles o más Supongamos que para dos variables exis 
una variable infinitésima 


a =P ix, y)dy > Qix ydy, (15.4) 


en la que P(x. 1) y Q(X, y) son ciertas funciones respecto 
a x, y. La variable infinitésima se denota sin utilizar los 
simbolos d o 3, ya que aún no está claro qué simbolo habrá 
«ue emplear. Se pregunta: ¿es posible representar esta 
variable como un incremento de cierta función F(x, y) 
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respecto a las variables x, y en dos puntos vecinos, o sea, en 
forma de F(x+dx, y +dy)— F(x, y)=0, con la particulari- 
dad de que semejante representación debe ser posible siendo 
las variaciones de los argumentos independientes? En el caso 
general para 2 y Q arbitrarios, ello es imposible, 

DIFERENCIAL TOTAL. Lo dicho antes resulta posible 
sólo para una relación determinada entre 4 y Q. Escribamos 
la exigencia buscada: 


Pix, y dx + Q(x. y)dy = F(x +dx, y + dy) — Fx, x). (155) 


Desarrollemos F(x+dx, y+dy) en serie según dx, dy 
y limitémonos con el primer término: 


êF ôF 
F(x + dy, y +dy)= F(x, y) + dx + dy. (156) 
ES dy 


La igualdad (15.5) se transforma en la siguiente: 


(15.7) 


Dado que x.y son variables independientes, de (15.7) se 
desprende que 


(15.8) 


(159) 
La derivada mixta no depende del orden de las diferen- 
ciaciones: ĉ?F (0xdy) =0*F /(ðyðx); de (15.9) concluimos que 


(15.10) 


De esta manera queda demostrado que una variable 
infinitésima (15.4) puede representarse como un incremento 
infinitamente pequeño de otra función F(x, y) en forma de 
(15.5) ó (15.7) si las funciones 2 y Q satisfacen la condición 
15.10) que es necesaria y suficiente. En este caso la variable 
infinitésima (15.4) se denomina diferencial total y se designa, 
con ayuda de (15.7), por 


ôF ôF 
= = —dx + —dy= 
o=Pdx+Qdy + ey dy = dF. (15.11) 
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es decir, es un incremento infinitamente pequeño de la 
función F, para el cual se utiliza el simbolo dF que indica en 
forma explicita la magnitud F, sobre cuyo incremento se 
trata aqui. 

De no cumplirse la condición (15.10), a sería una variable 
infinitésima que no podria representarse como un incremento 
de otra función. Para designarla se podria utilizar, por 
ejemplo, el simbolo ŠL. pero en esta expresión L no significa 
una magnitud de la que tiene sentido decir que a condiciones 
dadas ella posce un valor determinado. La letra L en 
semejante expresión se usa para designar la calidad de la 
magnitud en cuestión, para distinguiría de las otras magni- 
tudes y el simbolo 3 indica que se toma una cantidad 
infinitésima de la magnitud señalada. Por esta razón, Les un 
todo único con sentido cuantitativo sólo para un valor 
infinitésimo. 

La propiedad fundamental de las variables infinitésimas 


que son diferenciales totales, consiste en que la integral con 
respec . tipo 
assa 

f (Pd + 0d (15.12 
min) 


entre cualesquiera dos puntos (x,. 34) y Cta 43) depende de 
las posiciones de los puntos inicial y final, pero no depende 
del camino que une estos puntos. Señalemos gue cumplién- 
dose la condición (15.11), la integral (1512) se calcula 
mediante la fórmula 
ur DS) 

f íédx+Qd= $ dF= Fixy yy- Fx 0) 05.10 
eh) Aa) 

La fórmula (15.13) muestra explicitamente que la integral 
de una variable infinitésima que es una diferencial tota 
depende en realidad del camino, sino que es función 
los puntos inicial y final del camino. 

Si las variables x, y caracterizan el estado de cierto 
sistema y la variable infinitésima tipo (15.4) es la diferencial 
total de la función F, se dice que la función F es función del 
estado, o sea, la función que en un estado prefijado tiene un 
valor completamente determinado, independiente de cuál sea 
el camino o mediante qué procedimiento el sistema se 
condujo a este estado. Las funciones del estado son sus 
caracteristicas más importantes, 

Examinemos dos formas diferenciales: 


0, = xdr + yde 1514) 


0, =xdy—ydx (1515) 
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Fig. 24. Diferentes caminos de 
Megración al pasar del punto 
{xus Yo) al punto (Xy. $4) 


y calculemos las integrales entre los puntos (Xp. ya) Y (Xu, yı) por dos 
caminos distintos que van paralelamente a los ejes de coordenadas 
(fig. 24) Designemos el camino (Xp, yo) (xo y) + (Xy, yi) por La 
y el camino (xo. Yo)-"(Xy» Yo) —(Xy» y4) por Ly, Entonces 


ten tund 
fixdy+ydx)= j (xdy+ydx)+ f (xdy+ydx)= 
La merd seri 
= xoli — Yo) + Yi (X, = X0) = Y1 Xy — Xoor (15.16) 
tensa 
1,(0)= fixdy+yd)= f (xdy+ydx)+ 
ES Bera 
trer 
+ j (xdy+ydx)= 
1087) 
= Yo (Xy = Xo) + xi (Y; — Yo) = Y Xı = Xoo (15.17) 


Es obvio que 1,(a, )=1,(0,) Para la forma o; 
Loy [dry dm xl =y- 


=y AX 0) = 20) — Xo Yo Ya Xy (1519) 
Ila) = f(x dy — y dx) = yo(x, — xp) 
Le 


= xy Wi — 30) =2X1 Fo = XoYo — Xi Fie 0519) 


Es evidente que 1, (0;) # 13 (04). De aqui puede deducirse que o no 
es una diferencial total, o sea, no existe una función F(x, y) para la 
cual dF(x, y) =xdy — ydx, De ello se puede cerciorarse también 
mediante (15.10). En el caso examinado P=-— y, Q = x, 22 /ðy = 
= — 1, ĉQ/ôx =1 y, por lo tanto, 29/0y 4 0Q/0x 

Para la forma a, todo es más complicado. A partir de la igualdad 
1,01) = la(01) puede hacerse la conclusión de que q, es una 
diferencial total sólo si está demostrado que la igualdad es válida, 
integrando por cualesquiera caminos que unen los puntos inicial 
y final. Pero nosotros bemos comprobado sólo dos caminos. Por eso 
para deducir estrictamente que o, es una diferencial total, hay que 
o bien demostrar la igualdad [,(o, )=1,(0,) para un camino 
arbitrario, o bien hacer uso del criterio (15.10). Lo último es más 
sencillo. 

Tenemos 2 = y, Q = x, y en efecto, 3P /ðy =2Q/0x. Es fácil ver que 
en este caso F(x, y)= xy +a, donde a es una constante arbitraria, 
Entonces 


dF(x, y)=d(xy +a) =xdy + ydx. (15.20) 


La integral entre los puntos (xo, Yo) y (Xy, Y1) por el camino L se 
calcula de la siguiente manera: 


A] nmd 
J (&dy+yd)= f díxy+a)= 
ter e 


= [xy +a] Z = a- XoYo- asa 
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§ 16. PROCESOS IRREVERSIBLES Y REVERSIBLES 


Se examinan las caracteristicas 
de los procesos y su 
clasificación. Se analiza la 
relación entre los procesos de 
equilibrio y desequilibrio, 
reversibles € irreversibles. Se 
séñala la no equivalencia del 
concepto de un proceso 
reversible € infinitamente 
k 


H 
Todos los estados 
intermedios del proceso de 
equilibrio son de equilibrio 
y entre los estados 
intermedios del proceso de 
desequilibrio pueden haber 
estados de desequilibrio. 


Los procesos de equilibrio 
son reversibles y los de dese- 
quilibrio son irreversibles, 


Un proceso extremadamente 
lento no es obligatoriamente 
de equilibrio y reversible 


PROCESOS. El estado de equilibrio del sistema se caracteriza 
por el valor de los parámetros macroscópicos p, V y T. El 
valor macroscópico y los métodos de medición de p y V no 
requieren explicaciones complementarias. En lo que se refiere 
a la temperatura, pueden citarse todos los razonamientos del 
$ 11 sobre ésta. Sin embargo, en los márgenes del estudio 
termodinámico queda sin aclarar la pregunta de qué es en sí 
un gas ideal. 

El gas ideal se determina por las exigencias de someterse 
a la ley de Boyle- Mariotte en la siguiente enunciación: para 
una masa de gas fija el producto de la presión por el 
volumen depende sólo de la temperatura. Se conoce lo que es 
un grado constante de la “calidad de caliente”, o sea, la 
temperatura constante. Por esta razón queda completamente 
claro lo que es comprobar el cumplimiento de la ley de 
Boyle - Mariotte pV=const para todos los valores posibles 
de la temperatura. a pesar de que la propia temperatura aún 
no está definida. Por lo tanto, puede comprobarse en efecto 
si es el gas ideal o no, antes de establecer la medición de la 
temperatura. Si se determina que el gas es ideal, es posible 
enunciar el postulado de la dependencia de pV respecto a la 
temperatura en forma de (10.5). Después de eso el gas ideal se 
elige en calidad de un cuerpo termométrico, y la temperatura 
se establece conforme a (10.5) tomando, por ejemplo, p 
a título de magnitud termométrica, Precisamente la magnitud 
definida de semejante manera, la  denominaremos 
temperatura y la designaremos en adelante por T. Ya ahora 
queda casi evidente que es la misma temperatura T que 
usábamos en el capítulo 1. En lo sucesivo ello se 
argumentara con más detalle. Así pues, puede considerarse 
también definido el tercer parámetro macroscópico T que 
caracteriza el estado de equilibrio del sistema. 

La transición del sistema de un estado de equilibrio 
a otro, es decir, de unos valores de los parámetros pj, Vp, T, 
a otros Pa, Va, Tye se denomina proceso. Lo esencial en esta 
definición es la exigencia de que los estados inicial y final 
sean de equilibrio. 

PROCESOS DE DESEQUILIBRIO. Supongamos, por 
ejemplo, que es necesario pasar al estado con otro volumen. 
Está claro que si no se hace eso muy lentamente, se perturba 
la constancia de la presión por el volumen y también se 
altera la constancia de la temperatura. En general, será 
posible hablar de cualesquiera presión y temperatura 
determinadas, ya que en todos los puntos éstas serán 
diferentes. Más aún, la distribución de la presión y la 
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1 


La variación del estado del 
sistema está siempre 
relacionada con el paso a los 
estados de desequilibrio. El 
alejamiento del estado de 
equilibrio es tanto mayor, 
cuanto más rápido es el 
cambio. El retorno al estado 
de equilibrio requiere cierto 
tiempo, Por lo tanto, al 
cambiar el estado del sistema 
lo suficientemente despacio, 
nosotros, por una parte, no 
alejuremos mucho el sistema 
del estado de equilibi 
y por otra parte, en cada 
estado intermedio le daremos 
al sistema un tiempo 
suficiente para volver al 
estado de equilibrio. Como 
consecuencia, el sistema pasa 
por una serie de estados de 
equilibrio, Es incorrecto 
pensar que esta afirmación es 
aproximada y que el sistema 
pasa una serie de estados 
sólo casi de equilibrio, pero 
no exactamente de equilibrio. 
Es que el propio estado de 
equilibrio se efectúa mediante 
las Muctuaciones a través de 
los estados de desequilibri 
Por eso si los “estados casi 
de equilibrio” durante el 
paso se diferencian de los de 
equilibrio menos que los 
estados luctuantes, se les 
debe considerar como 
simplemente estados de 
equilibrio. Siendo el proceso 
suficientemente lento, lo 
dicho siempre puede lograrse. 


temperatura por el volumen no dependen sólo de los 
volúmenes inicial y final, sino que también del método, por el 
cual esta transición se realizó. De esta manera, los estados 
intermedios para este proceso son de desequilibrio. Tal 
proceso se llama proceso de desequilibrio. 

PROCESOS DE EQUILIBRIO. La transición puede efec- 
tuarse con otro método, a saber: con una lentitud infinita. 
Después de cada variación infinitésima de los parámetros, cl 
siguiente cambio no se realiza hasta que el sistema adquiera 
el estado de equilibrio, en el que todos los parámetros 
macroscópicos tomen valores constantes por todo el sistema. 
Luego se hace el siguiente paso, etc. Asi, pues, todo el 
proceso consta de una sucesión de estados de equilibrio. Este 
proceso se denomina proceso de equilibrio. En los diagramas 
tiene forma de curvas continuas. En la ecuación de estado de 
los gases ideales pV» = RT cualesquiera de dos parámetros 
pueden considerarse independientes que caracterizan el 
proceso. Verbigracia, la fig. 25 muestra cierto proceso de 
transición del estado p,. V, al estado p}, V,. La temperatura 
en cada punto del proceso se determina univocamente por | 
ecuación de estado. 

PROCESOS IRREVERSIBLES Y REVERSIBLES. El proceso, 
para el cual puede invertirse la transición del estado final al 
inicial por los mismos estados intermedios que durante el 
proceso directo, se denomina reversible, 

El proceso en el que es imposible la transición inversa por 
los mismos estados intermedios, se llama irreversible. 

Es evidente que un proceso de desequilibrio no puede ser 
en principio, reversible, es siempre irreversible, Por otra 
parte, un proceso de equilibrio es siempre reversible, 

En cambio, no hay que pensar que el concepto de un 
proceso reversible equivale al de un proceso infinitamente 
lento. Se puede señalar procesos irreversibles infinitamente 
lentos, por ejemplo, la deformación plástica de los sólidos 
puede transcurrir con una lentitud infinita, siendo a pesar 
de ello un proceso irreversible. 

En lo sucesivo se examinarán principalmente los procesos 
reversibles, de no mencionar lo contrario. 

Volvamos al ejemplo 14.2 de la dilatación isotérmica del 
gas. Después de que el gas se extienda de Y, hasta Y, cesa la 
posterior expulsión de los granos de arena del émbolo. El gas 
pasó una serie de estados, en cada uno de los cuales su 
presión y volumen tenian valores determinados y la 
temperatura era constante. Como consecuencia del trabajo 
efectuado por el gas, el aire atmosférico fue desplazado del 
volumen que ahora ocupa el gas que se halla en el cilindro, 
y el émbolo con la arena fue levantado a una altura 


$ 17. Capacidad calorífica 155 


determinada. Los granos de arena, arrojados a medida de la 
subida del émbolo, se encuentran a diferentes alturas. Ahora 
vamos a trasladar los granos de arena, arrojados del émbolo 
durante la subida, al émbolo a la misma altura, en que 
fueron expulsados. A consecuencia de ello, la masa del 
émbolo y de la arena aumenta, crece la presión sobre el gas 
y éste empieza a comprimirse. Su volumen disminuye, Todo 
el proceso transcurre en dirección contraria, la temperatura 
se mantiene constante merced al intercambio de calor con el 
medio ambiente. Para cada posición del émbolo la presión 
del gas en el cilindro es la misma que durante el proceso de 
dilatación del gas. Por esta razón, al disminuir el volumen, el 
gas en el cilindro pasa todos aquellos estados que al 
dilatarse, pero en orden inverso. Al comprimirse el gas hasta 
el volumen V, en el émbolo se encuentran todos los granos 
de arena que fueron arrojados. y la masa del émbolo con la 
arena es mix) = mo. Todo el sistema regresó a su estado 
inicial. La dilatación y compresión del gus transcurrió de 
modo reversible, 

Una dilatación irreversible del gas puede efectuarse, 
ejemplo, arrojando rápidamente toda la arena en la posición 
inferior del émbolo. al considerar que la masa del émbolo sin 
la arena es lo suficientemente pequeña. En este caso el 
émbolo se mueve hacia arriba con gran aceleración, 
aumentando correspondientemente el volumen del gas. En 
este caso la temperatura además de no ser constante, tiene 
distinto valor en diferentes partes del volumen del cilindro. 
La presión del gas es también diferente en diversas partes del 
volumen del cilindro. Sólo el volumen del gas posee un valor 
numérico determinado. El estado del gas en el cilindro no 
puede caracterizarse mediante cualesquiera valores de p y T. 
Por ello, el proceso no puede representarse en forma de una 
linea, como se ha hecho en los procesos reversibles. 


Fig 25. Representación de un 
proceso de equilibrio 
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Se examinan la capacidad DEFINICIÓN. Al suministrar cierta cantidad de calor 5Q 
calorifica a presión constante a un sistema, su temperatura varia en dT. La magnitud 
y volumen constante y la 
relación entre ellos pera un 
gas ideal, Se describe la 
diferencia entre los resultados 


de la teorii eo ento. pS de z . 
e y e eiperimento se denomina capacidad calorifica. Se mide por la cantidad de 


cualitativa para la dependencia — Calor que es necesario gastar para que la temperatura de un 
entre la capacidad enlorifica Cuerpo se eleve en un kelvin. Por lo visto, la capacidad 
y la temperatura calorifica depende de la masa del cuerpo. La capacidad 


(17.1) 


2. Método termodinámico 


. 
En el caso general la 
capacidad calorifica no. 
caracteriza las propiedades 
del cuerpo. Es una peculia- 
ridad tanto del cuerpo, como 
también de las condiciones 
en que transcurre su 
calentamiento. Por esta razón 
esta magnitud no tiene un 
valor numérico determinado. 
En cambio, si se fijan las 
condiciones de calentamiento 
del cuerpo, la capacidad 
calorifica se convierte en una 
caracteristica de las propie 
dades del cuerpo y adquiere 
cierto valor numérico. En las 
tablas se citan precisamente 
semejantes capacidades 
calorificas, Las más 
importantes de ellas son las 
capacidades calorificas del 
gas, siendo el volumen y la 
presión constantes. 


calorifica referida a la masa del cuerpo, se Iama calor 
especifico. Lo más cómodo es coger un mol de moléculas de 
La sustancia. La capacidad calorifica de un mol de moléculas 
de la sustancia se denomina molar. Por lo general. si no se 
especifica lo contrario, se entiende como capacidad calorífica 
precisamente la capacidad calorifica molar. 

La capacidad calorífica depende en qué condiciones al 
cuerpo se le suministra el calor y varía su temperatura. Por 


ejemplo, si al gas se le entrega una cantidad de calor 30 
y además, el gas se dilata realizando trabajo, su temperatura 
Sube menos que si el gas, al suministrarle el calor 80, no se 
dilatase. Por eso, conforme a la fórmula (17.1), su capacidad 


calorifica durante la expansión debe ser mayor. Ello muestra 
que la expresión (17.1) no está definida y puede tener cual- 
quier valor. Para que la capacidad calorífica de (17.1) tenga 
un valor determinado, es necesario indicar las condiciones de 
que se trata. Estas condiciones se denotan en forma de 
indices de las magnitudes que participan en (17.1). 

El concepto de capacidad calorifica se introducia poco a poco en la 
ciencia en el transcurso del siglo XVIII. En 1744 ya G. V. Rijman 
(1711-1753) estableció la fórmula para la temperatura de una mezcla 
de sustancias. En lo sucesivo la teoría siguió precisándosc y para los 
años 80 del siglo XVIII los conceptos principales de la teoria sobre 
el calor fueron definitivamente enunciados. En la obra de 
A.L. Lavoisier (1743-1794) y P.S. Laplace (1749-1827) “Mémoire 
sur chaleur” (Memorias sobre el calor), publicada en 1783, se hizo el 
balance de los resultados obtenidos para aquellos tiempos. 

ENERGÍA INTERNA COMO FUNCIÓN DE ESTADO. De 
la definición de la energía interna se desprende que en cual- 
quier estado del sistema ésta posee un valor totalmente 
determinado. Esto significa que la energia interna U es una 
función de estado y dU, una diferencial total. A continuación 
emplearemos con más frecuencia un razonamiento inverso 
con relación a otras magnitudes: si cierta magnitud 
infinitésima es una diferencial total, la función co- 
rrespondiente es una función de estado. 

Las magnitudes p, V, T poseen valores completamente 
definidos en cualquier estado del sistema y caracterizan este 
estado. Por esta razón dp. dV, dT son diferenciales totales. 

CAPACIDAD CALORÍFICA A VOLUMEN CONSTANTE. 
Ésta se establece como 


Cy =(5Q/dT), (12 


En la termodinámica la relación de magnitudes 
infinitésimas se pone por lo general entre paréntesis, como 
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y 
La capacidad calorifica 
depende del carácter del 
proceso y puede variar desde 
los valores negativos infinitos 
hasta los positivos infinitos. 


Para la presión y el volumen 
constantes las capacidades 
calorificas son funciones de 
estado, 


La energia interna de un gas 
ideal no depende del 
volumen. 


La independencia de la 
capacidad calorifica del gas 
con respecto a la 
temperatura no se verifica, 
por ejemplo, en las pruebas 
con el hidrógeno molecular. 


fue hecho en (17.2), y el indice de paréntesis indica las magni- 
tudes que se consideran constantes al calcular o medir esta 
relación. Señalemos que la relación de magnitudes 
infinitésimas no es en general una derivada o una derivada 
parcial, dado que las magnitudes infinitésimas no son 
estrictamente diferenciales totales. 

iendo el volumen constante, dV=0 y, por lo tanto, la 
ecuación (14.4) adquiere el aspecto 


(5Q)y=dU. (73 


Esto significa que Q es una diferencial total a V= const. 
La fórmula (17.2) toma la forma 


Cy = (4U/AT), (17.4) 


De aqui se ve que Cy es la función de estado, Esto 
determina su gran importancia. 

CAPACIDAD CALORÍFICA A PRESIÓN CONSTANTE. A 
p= const la ecuación (14.4) puede escribirse como 


180), = dU +IpdV), = d(U + pV). (17,5) 
Ello significa que (Q), es una diferencial total y 

($2 17.5) 

c (2 , (76 


es la función de estado. 
La función de estado 


H=U+pV (17.7) 


que entra en (17.5) se denomina entalpia. Por eso para C, la 
expresión (17.6) puede transformarse: 


(17.8) 


RELACIÓN ENTRE LAS CAPACIDADES CALORÍFICAS. 
Estamos examinando un sistema termodinámico que se 
caracteriza por tres parámetros macroscópicos p, Y, T que no 
son independientes. Entre ellos existe una relación, 
denominada ecuación de estado. Para un gas ideal la 
ecuación de estado se prefija mediante la igualdad pV, = RT. 


2. Método termodi 


Para un caso arbitrario se desconoce el aspecto preciso de la 
dependencia entre estas magnitudes. Por lo tanto, puede 
escribirse sólo el hecho de que las tres magnitudes 
mencionadas se encuentran entre si en enlaces funcionales, 
por ejemplo 
p=piT y) 079) 
Pero es posible, claro, considerar que T= Tip. V) y V= 
= Vip. T}, partiendo de qué variables se eligen como 
independientes. Si se toman V y T como variables indepen- 
dientes, la energía interna del sistema depende de ellas. es 
decir, U = U (T, V} 
Poniendo la expresión para la diferencial total 


117.10) 


a7) 


Entonces la fórmula E para la capacidad calorifica 
puede escribirse como 


Dl 


donde dV/dT en el segundo miembro depende del 
del proceso. Para el proceso en que V= const, esta ma 
será nula y la fórmula (17.12) se convierte en (17.4) para Cy, 
ya que [véase (17.10)] para dV=0 (dU/dT)-=(0U/0T),= 
= Cy. Si p = const, (17.12) se transforma en la expresión para 
la capacidad calorifica a presión constante: 


c- (3%) +[r+(27) (5) 
=Cy+ p + EAN (5). 


(17.13) 


Por consiguiente, la expresión (17.11) puede para ô@ 
representarse en la forma 


g= -carafo Je (17.14) 


RELACIÓN ENTRE LAS CAPACIDADES CALORÍFICAS 
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DEL GAS IDEAL. Según la definición, el gas ideal consta de 
particulas que chocan entre si según las leyes de una colisión 
elástica. En este caso las dimensiones de las particulas se 
consideran infinitésimas y las fuerzas de interacción 
a distancia no existen entre ellas. En cambio, las partículas 
del gas ideal por si mismas pueden ser complejas (véase el 
$ 12) La energia de la particula compleja se compone de la 
energía cinética de su centro de masas, la energía cinética de 
rotación y oscilaciones. A cada uno de los grados de libertad 
le corresponde una energia de AT/2, determinada sólo por la 
temperatura. Por esta razón, la energia interna del gas ideal 
depende sólo de la temperatura sin ser función del volumen 
del gas. Ello queda obvio en la teoría estadistica del gas ideal 
(véase el capitulo 1). Sin embargo, en los márgenes del 
método termodinámico eso requiere una demostración sin 
referirse a las representaciones moleculares, La demostración 
se lleva a cabo mediante el segundo principio de la 
termodinámica, a saber: se muestra que en un sistema, cuya 
ecuación de estado coincide con la del gas ideal, la energia 
interna depende únicamente de la temperatura. Ahora nos 
limitaremos a constatar la semejante posibilidad ya que no se 
puede demostrarla, desconociendo el segundo principio de la 
termodinámica. 

Considerando que el gas ideal posee U 
ecuación de estado puede escribirse de manera 


V=RT;p. 0715) 
hallamos 
èr WN R 
=0, =se. 17.16 
(r) (5): ? ii 
Al poner (17.16) en (17.13), tenemos 
C, =Cr+R (17.170) 


La relación (17.17a) para las capacidades calorificas C, y 
Cven el gas ideal se denomina relación de Mayer. Señalemos 
que C, y C; en (17.174) se refieren a un mol de moléculas de 
gas, o sea, son molares. 

Al dividir ambos miembros de la ecuación (17.17a) por la 
masa molar del gas M, obtenemos 


cp = Cyt Ro (17.17b) 


donde cp =Cp/M. ci=CyM son los calores especificos 
a presión y volumen constantes, Ry = R/M es la constante de 
gas especifica. à 

CAPACIDAD CALORÍFICA DEL GAS IDEAL. Si la 
particula del gas ideal es simple. puede tencr sólo tres grados 
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Fig. 26. Modelo de una molè- 


cula biatómica 


de libertad del movimiento de traslación. Su energía es */¿kT. 
Pero si la particula del gas ideal es compleja, tiene mayor 
cantidad de grados de libertad y, por lo tanto, de energia. 
Por ejemplo, si una partícula compleja consta de dos 
partículas puntuales, existen dos posibilidades. Si las 
particulas puntuales están ligadas rigidamente entre si y se 
comportan como un halterio rigido (fig. 26), la particula 
compleja posee cinco grados de libertad: tres de traslación 
y dos de rotación (según la definición, el giro alrededor del 
eje que atraviesa las particulas puntuales es imposible). En 
este caso la energía de la particula es igual a S/¿4T. Pero si 
además de lo dicho, el enlace entre las partículas no es rígido 
y éstas pueden realizar un movimiento oscilatorio a lo largo 
de la linea que las une, entonces se adiciona la energia 
cinética '/,kT y la potencial */,KT de las oscilaciones, o sea, 
otros dos grados de libertad. En total a una particula 
compleja le corresponde una energia de ”/,kT. De la misma 
manera puede calcularse la energía de particulas aún más 
complejas. Si la particula compleja posee į grados de libertad, 
su energia es '/,kT. Un mol posee N, partículas y, por 
consiguiente, la energia interna de un mol de gas ideal es 


U=(/)NAkT=(/9RT. (17.13) 


Entonces partiendo de las fórmulas (17.4) y (17.174) 
hallamos 


(17.19) 


DIVERGENCIA ENTRE LA TEORÍA DE LAS 
CAPACIDADES CALORÍFICAS DE UN GAS IDEAL Y EL 
EXPERIMENTO. A temperatura ambiente estas fórmulas 
simples ofrecen una buena coincidencia con el experimento 
para los gases monoatómicos y muchos biatómicos, 
verbigracia, el hidrógeno, nitrógeno, oxigeno, etc. Para éstos 
la capacidad calorifica resulta bastante próxima a Cy=*/,R. 

En cambio, la capacidad calorífica del gas biatómico 
cloro Cl, es aproximadamente igual a “/,R, lo que es 
inexplicable (en principio, Cy de una molécula biatómica pue- 
de ser o bien */¿R, o bien ?/¿R). 

En lo que se refiere a los gases triatómicos, se observan 
desviaciones sistemáticas de las predicciones teóricas. 

La capacidad calorifica de las moléculas rigidas de los 
gases triatómicos, sólo si los átomos no yacen en una recta, 
debe ser “/¿R. El experimento da una magnitud un poco más 
grande, la cual, sin embargo, no se puede explicar por la 
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molecular eon respeto 
temperatura F 


mora 


o 50 300 6000 T 


excitación de cierto grado de libertad complementario. El 
experimento mostrò que la capacidad calorifica depende de la 
temperatura, lo que contradice totalmente las fórmulas 
(17.19, Como ejemplo examinemos con más detalle la 
capacidad calorífica del hidrógeno molecular. La molécula 
del hidrógeno es biatómica. . El gas de hidrógeno 
suficientemente entrarecido es muy parecido al ideal y es un 
objeto cómodo para verificar la teoría. Para un gas 
bialómico Cyes igual bien a “,R, o bien "/4R, pero la 
capacidad calorifica no debe depender de la temperatura, en 
cambio. en realidad la capacidad calorifica del hidrógeno 
molecular es Tinción de fa temperatura (fig 27) 
a temperatura baja (en la región de 50 K) su capacidad 
calorifica es igual a */¿R, a temperatura ambiente, 9/,R y 
a temperatura muy elevada la capacidad calorifica se hace 
7)aR. Asi, pues. la molécula de hidrógeno se comporta 
a temperatura baja como una partícula puntual que no posee 
movimientos internos, a temperatura ambiente. como un 
halterio rígido y a la par con el movimiento de traslación, 
efectúa también movimientos de rotación y a temperatura 
muy elevada, a estos movimientos se añaden también los 
movimientos ondulatorios de los átomos que entran en la 
molécula. Todo ocurre de modo como si merced al cambio 
de temperatura. tuviese lugar le incorporación lo la 
exclusión) de diversos grados de libertad: a baja temperatura 
se incorporan sólo los grados de libertad de traslación, luego, 
al elevar la temperatura, se incorporan los grados giratorios 
de libertad y después, los oscilatorios. 

En cambio. a una temperatura determinada el paso de un 
modo de movimiento a otro no sucede a salto, sino 
paulatinamente en cierto intervalo de temperaturas. Esto se 
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== 


¿De qué consideraciones 
fisicas se deduce que la 
capacidad calorífica de un 
gas ideal a presión constante 
es mayor que a volumen 
constante? 


. ¿Depende la capacidad 


calorifica en un caso general 
de la energía potencial de la 
interacción de las moléculas? 


.. ¿Es la capacidad calorífica 


del gas función del campo de 
gravedad, en el que se 
encuentra éste? 


explica con que sólo a una temperatura determinada surge la 
posibilidad de que las moléculas pasen a otro modo de 
movimiento, pero no todas las moléculas pueden realizar 
simultáneamente dicho paso, sino que sólo una parte de ellas, 
A medida que varie la temperatura, la parte cada vez mayor 
de moléculas pasa a otro modo de movimiento y por ello la 
curva de la capacidad calorífica cambia suavemente en cierto 
intervalo de temperaturas. 

Para una temperatura suficientemente baja el movimiento 
de la molécula de hidrógeno entre los choques se parece al 
movimiento de traslación de un sólido: 


38388288888 - F-— 


Al elevarse la temperatura, se incorporan los grados 
giratorios de libertad y el cuadro del movimiento de la 
molécula varía en cierto grado: la molécula durante el 
movimiento rectilineo entre las colisiones gira: 


Ph Y 


Subiendo ulteriormente la temperatura, se incorporan los 
grados oscilatorios de libertad y el movimiento de la 
molécula se complica aún más, ya que durante el movimiento 
de traslación los átomos que componen la molécula oscilan 
a lo largo del eje que varía su orientación en el espacio: 


INCA de 


La teoria clásica no logró explicar la dependencia entre la 
capacidad calorífica y la temperatura. La caracteristica 
cuantitativa de la dependencia, determinada por las regulari- 
dades cuánticas del movimiento, puede obtenerse sólo 
resolviendo las ecuaciones de movimiento de la mecánica 
cuántica. Pero la esencia fisica del asunto puede 
comprenderse también sin resolverlas. 

EXPLICACIONES CUALITATIVAS DE LA DEPENDENCIA 
ENTRE LA CAPACIDAD CALORÍFICA DEL HIDRÓGENO 
MOLECULAR Y LA TEMPERATURA. La principal peculiari- 
dad del movimiento de las microparticulas es el carácter 
discreto de los valores de.la energía que pueden poscer. 
Siempre cuando la región permitida del movimiento de la 
partícula sea finita, su energía puede tomar sólo una serie 
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discreta de valores. Al aumentar la región del movimiento, la 
distancia entre los niveles energéticos disminuye y, siendo la 
región del movimiento Suficientemente grande, el espectro 
energético de la particula puede considerarse continuo, con 
gran precisión, aunque en principio, queda siendo disconti- 
nuo. El otro caso en que el espectro es casi continuo, está 
relacionado con energías muy grandes de las partículas. 
Aquí la diferencia entre los niveles de energía es 
menospreciablemente pequeña en comparación con la ener- 
gia. El espectro energético discontinuo de la particula se 
encuentra, resolviendo las ecuaciones de movimiento de la 
mecánica cuántica. 

Describiremos sólo el resultado de la resolución para la 
molécula biatómica de hidrógeno. Los valores permitidos de 
la energia del movimiento de traslación se consideran 
prácticamente continuos, ya que la dimensión de la región 
del movimiento para un mol de gas entarecido es 
suficientemente grande. La energía de los movimientos 
oscilatorio y de rotación está cuamtificada, o sea, no pueden 
haber cualesquiera energias vibratorias y angulares, sino que 
una serie discreta de valores de la energía. El espectro 
energético de las oscilaciones tiene un aspecto 
extraordinariamente sencillo: 


E, = ħo(n + 12) (17.20) 


donde hw se determina por las masas de Jos átomos y el 
coeficiente de elasticidad. La energia E, =h0/2 es minima, es 
decir, que las leyes del movimiento son tales que la partícula 
no se encuentra en reposo. Después sobre el nivel cero siguen 
a través de lapsos iguales Aow los niveles permisos de energia 
oscilatoria de la molécula. 

La energía angular de la molécula es aproximadamente 
100 veces menor que la energia vibratoria, es decir, el 
movimiento de rotación es retardado en comparación con el 
oscilatorio. El espectro energético del movimiento de 
rotación de la molécula de hidrógeno tiene el aspecto: 


E,=9,1(n+ 0), (1721) 


donde q, =A*/240): Jo es el momento de inercia de la 
molécula con respecto a los ejes de rotación (en el caso dado 
los momentos respecto a los ejes son iguales) 

Hay dos géneros de moléculas de hidrógeno que se distin- 
guen por la orientación mutua de los espines de los núcleos. 
El espin caracteriza el momento interno del impulso de una 
particula elemental. El hecho consiste en que la partícula 
elemental como si estuviese en rotación. En realidad es 
imposible explicar el espin de la particula elemental 
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basándose en la rotación, puesto que para una concordancia 
cuantitativa con el experimento habria que considerar que las 
velocidades lineales en la “superficie” de la partícula 
elemental superan la velocidad de fa luz, lo que es 
irrealizable. Por esta razón el espin debe comprenderse como 
una magnitud inicial, condicionada por la naturaleza interna 
de las particulas. El espin del núcleo siempre es igual a la su- 
ma de los espines de las particulas elementales -protones 
y Neutrones que lo componen. En lo que se refiere a la 
molécula de hidrógeno se trata de los espines de los protones. 
Para las moléculas de parahidrógeno (los espines tienen 
sentidos mutuamente opuestos) n en (17.21) puede tomar los 
valores 0, 2, 4,...., y para las moléculas de ortohidrógeno (la 
misma orientación de los espines) n=1. 3, 5,... La cantidad 
de moléculas de parahidrógeno es de 1/4 y de ortohidrógeno, 
3/4 del número total de moléculas. 

Las distancias entre los niveles rotacionales son mucho 
más pequeñas que entre los vibracionales, Un papel esencial 
lo desempeña la distancia entre el nivel inferior y el primero 
excitado. Asi, para las paramoléculas esta distancia está entre 
Ep =0 y E, o sea, (AE) = Sq, y para las ortomoléculas, 
entre E, y Ey. o sea, (AE), = 10q, 

Como consecuencia de los choques entre las moleculas, se 
intercambia energía entre los grados oscilatorio, giratorio 
y de traslación de libertad. A temperaturas muy pequeñas, 
cuando kT< Sq,. los grados giratorios de libertad, y más 
aún, los oscilatorios, no pueden excitarse, ya que la energía 
que se les transmite al chocar no es suficiente. Por lo tanto, 
la molécula se mueve teniendo la mínima energia oscilatoria 
(energía oscilatoria nula) y la mínima energia del movimiento 
de rotación (para el parahidrógeno es E =0 y para el orto- 
hidrógeno es E, =2g,). Las moléculas se comportan como 
particulas sin grados internos de libertad, es decir, poseen 
sólo tres grados de libertad. La capacidad calorifica de tal 
gas es de */,R. Al elevar la temperatura, si la energía del 
movimiento de traslación se hace suficiente para excitar los 
niveles rotacionales, la molécula comienza a comportarse 
como una particula compleja con cinco grados de libertad, 
Dicha conducta empieza desde kT> q,. La temperatura para 
la cual se incorporan los grados giratorios de libertad, se 
considera igual a 


7,=q,/k=1*/Q4k). (17.22) 


Rebasando la temperatura 7;, la capacidad calorifica de 
un gas biatómico es igual a $/,R hasta 


(17.23) 
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cuando se incorporan los grados oscilatorios de libertad y la 
capacidad calorifica se hace igual a "/¿R. 

El hidrógeno tiene T, =85,5 K y a condiciones corrientes 
la capacidad calorifica del hidrógeno molecular es de */¿R. A 
T, = 6410 K cn el hidrógeno se incorporan los grados 
oscilatorios de libertad, en cambio a temperatura tan elevada 
una parte considerable de moléculas se desintegra en átomos. 
La capacidad calorifica que se observa en realidad se 
compone de las capacidades calorificas del hidrógeno 
atómico y el molecular, es decir, no es igual a "/R. 

Asi, pues, el comportamiento de la capacidad calorífica 
del hidrógeno molecular en función de la temperatura se 
explica completamente por la mecánica cuántica. Ésta da 
también una interpretación cuantitativa satisfactoria de la 
marcha de la capacidad calorifica. Para calcular Jos valores 
medios de las energias oscilatoria y angular de las moléculas 
es necesario conocer la distribución molecular según dichas 
energias y es imposible efectuarlo mediante la distribución de 
Maxwell- Lorentz. Con este fin se utiliza la distribución de 
Bose- Einstein. 

Las temperaturas T, y T, de otros gases biatómicos yacen 
más bajo de las temperaturas correspondientes del hidrógeno 
molecular. Para el nitrógeno N, la temperatura T,= 286 K, 
T,= 3340 K; para el oxigeno O, las temperaturas son: T,= 
=209 K, T, =2260 K. El descenso de las temperaturas T, y 
T, está determinado por el aumento de la masa de los 
átomos que forman la molécula. 

Ejemplo 17.1. Aplicando la teoria clásica, hallar el calor 
especifico siendo constante la presión del oxigeno 
a temperatura elevada. 

A temperatura elevada están excitados los grados 
giratorios de libertad y, por lo tanto, la molécula O, posee 
una cantidad de grados i= $. La capacidad calorifica molar 
C,=(+2)R/2. La masa molar del oxigeno M= 

0.032 kg/mol. Entonces el calor especifico 


(i + 2)R/2M)=[7-8,31/2-0.032)] JAkg K)= 
0,909 kJ/kg- K). 
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Se estudian hos procesos PROCESO ISOBÁRICO. És un proceso que tiene l 
isobara, isocórico, ixotérmico.— a presión constan const (fig. 28). Las temperaturas en 
y ultubático, los puntos (p,V,) y (P,Vz) se determinan mediante la 


Se deducen hay ecuaciones ió i t3 
adisbitica y politropica A e 
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Fiy. 29, Proc 
las coorden. 


Y PY, 


Ti y 


=p,V,/R, respectivamente. Durante este proceso al 
aumentar el volumen, es menester suministrar calor al 
sistema para asegurar la constancia de la presión. El trabajo 
en el transcurso del proceso se define mediante la integral 


a 
A=[pdV =p (V-V). (18.1) 
o 


El trabajo en coordenadas p, V es igual al área entre la 
curva que muestra el proceso, el eje Y y las perpendiculares 
que atraviesan las abscisas inicial y final. En la fig. 28 esta 
área está pintada. 

El proceso se muestra también por una línea recta en 
coordenadas p, T (fig 29). En estas variables el trabajo se 
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Y” v 


Fig. 30, Proceso isocórico en 
las coordenadas p. V 


expresa como 
D a 
f pdV= fo har=rm,-T) (18.2) 
O oe 

Ambas representaciones son equivalentes. De una a Otra 
puede pasarse oficialmente ayudados por la ecuación de 
estado. Por esta razón, al representar los procesos, se utiliza 
una de las representaciones, preferentemente, por regla 
general, en coordenadas p, V. 

PROCESO ISOCÓRICO. Es un proceso efectuado 
a volumen constante: V= consi (fig. 30) El trabajo de este 
proceso es mulo: 


A 


(183) 


PROCESO ISOTÉRMICO. Es un proceso efectuado 
a temperatura constante: T=const (fig 31) El trabajo 


A= f pav=RT ii- RTIn (18.4) 


w v 


En el transcurso de este proceso la energia interna del gas 
ideal no varia, dado que T= const y, por lo tanto, dU =0. 
De ahi, basándose en el primer principio de la 
termodinámica, Q =8A. Esto significa que en un proceso 
isotérmico toda la cantidad de calor, suministrado desde 
afuera, se gasta en realizar un trabajo. 

PROCESO ADIABÁTICO. Es un proceso en el cual no hay 
intercambio de calor con el medio ambiente. Por eso el 
primer principio de la termodinámica para este proceso se 
escribe asi 


CidT+ pdV= (18.5) 


Es obvio que dT<0 para dV>0. Por lo tanto, el trabajo, 
realizado por el gas al dilatarse, transcurre a causa de su 
energia interna y d7>0 para dV< O, por ello el trabajo, efec- 
tuado sobre el gas, conduce al aumento de su energía interna 
y la temperatura. 

La ecuación adíabática es una igualdad que enlaza los 
parámetros en el proceso adiabático. Esta ecuación se llama 
también ecuación de Poisson. Deduzcámosla. 

Partiendo de la ecuación para los gases ideales, 


ins 2 Metelo termedinámico 


Minea aali 


obtenemos la siguiente expresión para T 


T=pVAC,- Cy), (18.6) 


aquí se utilizó la relación de Mayer R = C,- Cy. Al dividir 
la ecuación (18.5) por CyT. hallamos 
! Le AE A (18.7) 
Los procesos en el gas no T y 
transcurren por si mismos donde y= C,/Cy es el indice de la adiabátic 
La creación de Al integrar esta ecuación y diferenciando luego la 


correspondientes condiciones 
exteriores asegura su marcha, 
Al gas como si le ol 
a pasar cierta sucesi 
estados de equilibrio, El gas 
ideal, abandonado a su 

suerte, no es capaz de nada, 
excepto de dispersarse en un 
espacio: infinito. El gas real 


solución buscada, obtenemos la ecuación adiabática en las 
variables T. V: 


(188) 


Para pasar a las variables p. 
mediante la ecuación de estado 


” excluyamos T de (18.8) 
PVR. Entonces 


es capaz de hacer muchas pV’ = const. (18.9a) 
cosas: es suficiente recordar i 
que en cierta fase del De modo análogo, 


desarrollo el Universo, por lo fr pt- 
visto, estaba lleno de una 
sustancia en estado gaseoso. Conforme a la ecuación (17.19), obtenemos y =li + 2)/ 


= CONS. (18.90) 
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Por eso para los gases monoatómicos que satisfacen bastante 
bien la condición de idealidad, i= 3 y, por lo tanto, y=1,66. 
El experimento confirma eso. Por ejemplo, el helio tiene y 
= 1,66. Para los gases biatómicos, cuando se excitan sólo los 
grados giratorios de libertad, i = 5 y, por eso, Y= 1,40, lo que 
se confirma bien por el experimento. Por ejemplo, el oxigeno, 
nitrógeno y el aire tienen y= 1,40 y el hidrógeno, y =1,41. 
TRABAJO DURANTE EL PROCESO ADIABÁTICO, Según 
fa fórmula general para el trabajo 


ra 
) } (18.10) 
donde pY, 


La expresión (18.10) puede transformarse como 


A=R(T, (18,11) 


tomando en consideración que (V,/V,) Ei 
NM ditatarse el gas del estado p, 1 hasta otro cierto 
volumen F, el trabajo duramie el proceso adiabático es 
menor que durante el isotérmico (fía. 31), Ello se explica por 

el hecho de que durante el proceso adiubàtico tiene hig 
mo del gas, mientras que durante el isotórmico, f1 


isotérmico. al dilatarse el gas, su presión disminuye sólo 
a cuenta de la reducción de la densidad del gas, mientras que 
en el adiabático, debido a la disminución de la densidad y la 
energia cinética media, es decir, de la temperatura. 

La ecuación adiabática puede obtenerse partiendo de las 
sencillas consideraciones cinóticas. Dirijamos el eje X del 
sistema de coordenadas a lo largo del eje del cilindro, cuyos 
émbolo y paredes son adiabáticos. Esto significa que las 
colisiones de las moléculas contra la pared y el émbolo son 
absolutamente elasticas. Supongamos que el émbolo se 
mueve con una velocidad infinitamente pequeña u, 
cambiando de esta manera el volumen que contiene el gas. Al 
chocar contra el émbolo en movimiento, la energia cinética 
de las moléculas no se conserva: ella o bien aumenta, o bien 
disminuye. Está claro que chocan contra el émbolo sólo. las 
moléculas que se mueven en dirección hacia el émbolo. Si el 
volumen aumenta. es que las moléculas alcanzan el émbolo, 
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si disminuye, éstas se mueven al encuentro del émbolo, La 
colisión con el ¿mbolo transcurre de modo como si ¿ste 
tuviese una masa infinita. Partiendo de los principios de 
conservación de la energía y el impulso durante la colisión 
vemos que el valor absoluto de la x-ésima componente de la 
velocidad de la particula varía a causa del choque, en 2u, 
aumentando si el gas se comprime y disminuyendo si éste se 
dilata. 

Por este motivo, la energía cinética de la molécula, como 
consecuencia de la colisión, cambia en una magnitud de 


AW= (m2 E 2u)? — mul/2= + 2m]0,1 u, (18:13) 


donde se prescindió del término de orden uè, 

Para mayor precisión consideraremos que el émbolo se 
desplaza en dirección de los valores positivos del eje Y y el 
volumen aumenta en este caso, Entonces, teniendo en cuenta 
los signos, podemos escribir 
AW= = mhu, 0) 


donde e”? significa que se toman en consideración sólo las 
moléculas que se mueven en dirección de los valores 
positivos del eje X y, alcanzando el émbolo, chocan contra 
éste. Al chocar las moléculas y el émbolo, cambia sólo la 
xésima componente de la velocidad, mientras que las demás 
componentes no varian. Por eso la energía cinética de la 
molécula cambia sólo como consecuencia de la variación de 
la x-ésima componente de la velocidad. 

Conforme a (8.31) la cantidad de moléculas que se 
encuentran durante el tiempo dr con el émbolo de área $ 
moviéndose con una velocidad que yace entre u y v+ de, es 


dn =(niV)fic)dor?*S de, 


donde f(v) es la distribución de Maxwell. Por eso la variación 
de la energia cinética de las moléculas que se hallan en e 
cilindro, teniendo en cuenta (18.13) se da mediante la 
expresión 

dU = —2mu.udn= — 2m(n/V) Su di ftohet Y de. 

Tomemos en consideración que Sudr = Sdx =dV es la 
variación del volumen del cilindro debido a! movimiento del 
émbolo. De aquí el cambio total de la energía interna del gas 
en el cilindro para el aumento adiabático de su volumen 


dU = —2m(n/4) AV ffi Y de, (18.14) 
donde la integral [véase (10.2)] se extiende sólo a las 


moléculas, cuya x-ésima componente de la velocidad es 
positiva. Al tomar en consideración (10.2), la expresión (18.14) 
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adquiere el aspecto 

dU = —(n/VIAVKT. (18.15) 
Para el gas que posee i grados de libertad, U =nikT]2. 

Entonces la ecuación (18.15) se transforma en: 

UBATT=- AV. (18.16) 


Considerando que (i/2d4T)T=d(InT"?), dYV=dln Y, 
hallamos 


din(T'*V)=0. 


De esta manera, la ecuación adiabática 


pi 

Después de elevar a la potencia 2/i, ésta adquiere una 
forma más habitual 
TV? = TV" ' = const (18,17) 
dado que y=(i+2)i=1+2/ Este ejemplo muestra la 
obtención de lus relaciones termodinámicas por los métodos 
de la teoria cinética. 

PROCESO POLITRÓPICO. Todos los procesos exami- 
nados tienen una peculiaridad común: todos transcurren para 
la capacidad calorífica constante. Ello se ve directamente des- 
pués de escribir las condiciones del proceso en forma 
matemática. Para los procesos isocórico € isobárico las 
capacidades calorificas son Cyy C,, respectivamente, para el 
proceso isotérmico (dT=0) la capacidad calorifica es +o% 
y para el adiabático (5Q =0) la capacidad calorífica es igual 
el que la capacidad calorifica es una 
:. se denomina politrópico, Los procesos 
isobárico, isocórico, isotérmico y adiabático son casos 
particulares del proceso politrópico. 

ECUACIÓN POLITRÓPICA. Partiendo de la demanda de 
que la capacidad calorifica permanezca constante durante el 
proceso, se desprende que el primer principio de la 
termodinámica debe tener el aspecto 


CdAT=CydT+ pdv. (18.18) 
Obrando con la ecuación (18.18) de la misma manera que 
con (18,15) para la obtención de la ecuación (18.7), hallamos 


(18,19) 


Al integrar por partes (18.19). obtenemos 
TV"! = const, (18.20) 
donde (C, - Cy)iCy -O =n- 1. 
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Fig, 32, Cilindro con gas divi- 
dido on tres zonas mediante 
los tabiques B, y By 


Esto es li ecuación politrópica en variables T. V 
Eliminando de ella T mediante la igualdad 7=pWR, 
encontramos 
pV” = const, (1821) 
donde n = (C — CAC — Cy) es el indico de la potitropica 
Es obvio que para C=0, n=y de (18.21) se obtiene la 
ecuación adiabática, para n=l la ecunción 
isotérmica, para C= Cp, n=0, la ecuación bohari y para 
C=Cp. n= +00, la ecuación isucón 
Ejemplo 18.1. Transcurre una dilatación adiubática del 
helio que poseia inicialmente una temperatura Ty = 400 K 
y volumen Vo = 10 I, durante la cual la presión desciende des- 
de po=5-10° hasta p=2-10% Pa, Hallar cl volumen y la 
temperatura del helio en el estado final. 
Para la dilatación adiabática tenemos 
PV’ = PWV 


donde y=C,/Cy=5/3=1,66 para el helio. De aquí 
encontramos el volumen final 


V= (po/p)"" Vo= (254-10 1=691. 


Después de escribir la ecuación del gas ideal para los 
estados inicia) y final, hallamos 


poVo =VRTo, pV=vRT. 


AL dividir término por término los miembros primero 
y segundo de estas ecuaciones, obtenemos 
AE 

PoYo 50-10 
Ejemplo 18.2. Un cilindro con paredes adiabáticas está 
dividido en tres secciones Aj, Az, A; (fig 32) mediante el 
émbolo termoaislado B, y el émbolo permeable al calor B. 
Los émbolos pueden deslizarse a lo largo del cilindro sin 
rozamiento. En cada una de las partes del cilindro se 
encuentra 0,1 mol de un gas biatómico ideal. Primero la 
presión del gas en las tres partes es po=10% Pa y la 
temperatura T= 300 K. Después el gas en la sección Ay se 
calienta paulatinamente hasta que la temperatura cn fa 
sección Ay no suba hasta T,=340K, Hallar la presión, 
temperatura, el volumen y la variación de la energía interna 
de los gases en el estado final para cada sección, asimismo la 
energía total que se le suministró al gas en la sección Ay al 
calentarlo. 

En estado de equilibrio las presiones de los gases en todas 
las secciones serán iguales (P, = p} = p,) y. además, a causa 


T: 


400 K = 110,4 K. 
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pV" = const 


de la permeabilidad térmica del émbolo B,, las temperaturas 
en las secciones A, y Ay deben ser las mismas (T, = T, = 
= M0 K). Dado que las masas de los gases en estas secciones 
son iguales, los volúmenes V, y V deben ser también iguales. 
Para una variación reversible adiabática del estado del gas en 
las secciones A, y A, tenemos, basándonos en (18.92), py = 
= pa = pol TIT,Y © 7 *. En el estado inicial los volúmenes de 
todas las secciones son los mismos e iguales a Y,=0.1 RTo/Po 
y al final, los volúmenes en A, y Ay varian hasta Y, = V 
=0.1RT,'p, Ò 


v, (0,1 RT, PTT)”. 


Para un gas bistómico y =(1+2y1=7/5, por eso 
8.31-0,1-300 (30042, 
A Moea 3182311072 
n=- io (2) mi=1,8231-10 
La presión pi = 0,1 RT3/V, = 8.31 -0.1 34018231 x 
x 107%) Pa = 1,55: 10° Pa, 


El volumen Y, se busca, partiendo de la condición de la 
conservación del volumen total del cilindro 


Y, = 310,4 Y) = 
=3-0,1 RTo/po — (2-01 RTPN T/T)" ", 


de donde 
y 


3-8,31-0,1-300-107 5 m 
= 3833-107 7m? 

Para la temperatura T, obtenemos 
=p V R 0.1) = p V AR -0.1) = 


182311072 


= To[HT TY" Y - 27/79] = 
= [1,55 10% -3,8328 107 %/(8,31-0,1)] K =715 K 


La energia interna varia en AU = 0,1 CpAT=(0.1:1/2)RAT. 
donde i es la cantidad de grados de libertad que tienen las 
moléculas de gas. De aqui hallamos: AU, =8,31 x 

x 0,1 (715 — 30015/2). 86223,  AU,=AU, Mx 
x 0,1 (340 — 3001(5/2) J = 83.1 J. Según el principio de con- 
servación, la energía total suministrada al gas de Ay es AU = 
= AU, + AU, + AU = (862.2 + 83,1 + 83,1) J = 1028,4 J. 

Ejemplo 15.3 Resolver el problema enunciado en el 
ejemplo 18.2. suponiendo que los émbolos B, y B, son 
adiabáticos. 
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En este caso el estado del gas en las secciones + 
varia de modo adiabático conforme a las ecuaciones 
Taps” = T4} y Tapa” = T}p}". Como antes, puesto 
que = py, T, = Ty, o sea, el estado del gas en A, y Ay 
es el mismo que en el ejemplo 18.2. 


$ 19. ENTROPÍA DEL GAS IDEAL 


Se da lu definición de k DEFINICIÓN. Después de dividir en Tambos mi 
entropía para un gas ideal y se igualdad que expresa el primer principio de la 


aclara su sentido físico. Se termodinámica, obtenemos 
wta el cálculo de la 


variación le ha la aT 
variación de la entropia en SQ F +Lav. 119.1) 


distintos procesos. Se examina “T 

la especificidad del calor como 

forma de la energia. Al sustituir p/T= R/V en (19.1) y teniendo en cuenta que 
dT)T=d In T, dV/V=d In Y, obtenemos 
5Q/T=d(Cy In T+ Rin V). (19.2) 


El segundo miembro de la igualdad es en si una 
diferencial total. Por lo tanto, el primer miembro 5Q/T es 
también diferencial total. La función del estado, cuya 
diferencial es 8Q/T, se denomina entropia y se designa por S. 
Asi, pues, 


ds=50) (19.3) 


Señalemos que la validez de esta expresión para la 
diferencial total de la entropía fue demostrada antes sólo 
para los procesos reversibles del gas ideal. Más tarde vamos 
a extender esta expresión a los procesos reversibles en los 
sistemas, divergentes de los del gas ideal. Para los procesos 
irreversibles y de desequilibrio semejante representación para 
dS mediante ¿Q y T es injusta. También es indispensable 
indicar que la fórmula (19.3) da la definición de la diferencia 
de las entropias, pero no su valor absoluto. Por medio de 
dicha fórmula, es posible calcular cuál será la variación de la 
entropia al pasar de un estado a otro, pero es imposible decir 
cuál será la entropía en cada uno de los estados, o sea, la 
entropía de esta fórmula se determina con una precisión de 
hasta una constante aditiva arbitraria. 

SENTIDO FÍSICO DE LA ENTROPÍA. Apliquemos la fór- 
mula (19.2) para calcular la variación de la entropia en un 
proceso isotérmico (T=const) en que el estado energético 
del gas permanece constante y todas las posibles variaciones 
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de las caracteristicas se determinan sólo por el cambio del 
volumen. Para este caso 


dS =Rd In V (19.4) 


y. por consiguiente. 


w wm 
[dsS=R j diny, (19.5) 
& AN 


lo que nos da después de integrar 
S3 = S, = R(n Y, — In V,)=RIn(Y,/V,) (19.6) 


Para transformar posteriormente la expresión del segundo 
miembro de la fórmula (19.6) es menester tomar en 
consideración la relación entre el volumen que ocupa el gas 
en estado de equilibrio y el número de microcstados de las 
particulas de gas que se da mediante la fórmula (5.6). La 
cantidad de partículas en un mol es igual a la constante de 
Avogadro Na. Por esta razón, la fórmula (5.6) para los 
volúmenes V, y V, que participan en (19.6). tiene el aspecto 


TN- NA al 


Vy}, L= 107 +° m. Por eso utilizan- 
ing (5.11), obtenemos 


a (NMN, — 

(N10 [Na — 
Se investiga un gas que no estå muy comprimido, cuando 
Ni»Na, N:>Na. En este caso en las bases de los 


exponentes Na puede menospreciarse en comparación con N 
y N,. Entonces en lugar de (19.8) obtenemos 


y N 
Tar e A, (19.9) 
Por AM, “n 


Después de hallar por logaritmos (19.9), encontramos 


(19.8) 


Lp Loz (19.10) 
Mm, . 
Na To 
Al sustituir la misma expresión en la fórmula (19.6), la 


reducimos al aspecto 


EN EN (19.11) 
A Tor 


SS, 
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1 


La entropía del sistema en 
cierto proceso reversible varia 
bajo el efecto de las 
condiciones ambientales que 
influyen sobre el sistema. E) 
mecanismo de la influencia 
de las condiciones 
ambientales sobre la entropia 
consiste en lo siguiente: las 
condiciones ambientales 
establecen los microestados 
accesibles al sistema, y su 
cantidad, El sistema en los 
márgenes de los microcstados 
accesibles a él, alcanza el 
estado de equilibrio, y la 
entropía, el valor 
correspondiente, Como 
consecuencia, el valor de la 
entropia sigue la variación de 
las condiciones ambientales, 
logrando el máximo, 
compatible con las 
condiciones mencionadas. 


donde R/N,=k es la constante de Bolizmann. 

El aspecto de la fórmula (19.11) sugiere que la entropía 
$ se determina por el logaritmo del número de microestados, 
mediante los cuales se realiza el macrocstado en cuestión. es 
decir, 


(19.12) 


Esta igualdad recibió el nombre de firmali de 
Boltzmann. Los razonamientos expuestos más arriba no son 
una demostración de la fórmula de Boltzmann en forma 
general, ya que son válidos: 1) para un gas ideal 
y microestados espaciales; 2) para los procesos reversibles. En 
principio, en la fórmula (39.12) puede añadirse una constante 
arbitraria que sin demostración alguna se suponía nula. 

in embargo, existen razones convincentes a favor de que 
esta fórmula es válida para el caso general. Ante todo (véase 
el $ 7) queda claro que la cantidad de microestados, 
mediante los cuales se efectúa el macroestado, es la función 
de estado más importante. Dado que el concepto de la 
cantidad de microestados no se aplica sólo al gas ide 
a los estados de equilibrio, sino que también a los sistemas 
estadisticos arbitrarios, es natural deducir que la fórmula de 
Boltzmann posce un sentido general. Asi resulta ser en 
realidad. 

La fórmula (19.12) permite con gran evidencia interpretar 
la entropia, Cuanto más ordenado está el sistema, tanto 
menor es la cantidad de microestados con los que se realiza 
el mucrocstado. Por ejemplo, supongamos que todos los 
átomos están fijos en lugares determinados. Entonces existe 
sólo un microcstado y la entropia correspondiente a éste, es 
nula. Cuanto mayor es el número de microestados, tanto más 
desordenado está el sistema. Por eso puede decirse que la 
entropia es la medida de ordenación del sistema. En estado 
de equilibrio la entropía alcanza su valor máximo, puesto 
que el equilibrio es el estado más probable del estado, 
compatible con las condiciones fijas, y como consecuencia, es 
un macroestado efectuado mediante una cantidad máxima de 
microestados. Es obvio que el sistema, abandonado i su 
propia suerte. se mueve en dirección de un estado de 
equilibrio, o sea, la entropia no debe disminuir en el sistema 
mencionado. Esta es una de las enunciaciones del segundo 
principio de la termodinámica (véase el $ 22) $ 

CÁLCULO DE LA VARIACIÓN DE LA ENTROPÍA EN 
LOS PROCESOS DEL GAS IDEAL. Se efectía según la fòr- 
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La entropia ye define por el 
logaritmo del número de 
microestados, mediante los 
cuales se efectúa el 
macroestado. 


Dado que en el estado de 
equilibrio la probabilidad 
termodinámica es máxima, en 
dicho estado la entropia 
alcanza su valor máximo. De 
aquí se desprende que la 
entropía de un sistema 
aislado y abandonado a su 
suerte, debe crecer hasta que 
logre xu valor máximo 
compatible con las 
condiciones, 


pom 


mula (19.2) teniendo en cuenta (19.3): 
dS =d(CylnT+R In V} (19.13) 


El cambio de la entropia se da en el proceso isotérmico 
mediante Ja fórmula (19.6): al aumentar el volumen, la 
entropia crece y al disminuir éste, decrece, Este resultado es 
fácil de entender sin cálculos: al aumentar el volumen, crece 
el número de lugares que puede ocupar la cantidad invariable 
de particulas. Por esta causa crece el número de distintas 
posibilidades de ponerse en estos lugares, es decir, el número 
de microcstados espaciales. Y eso significa que la entropía 
crece. 

Para el proceso isocórico (dV = 0): 
$8, = Crin (Ty Th (19.14) 
es decir. la entropia aumenta al subir la temperatura. Dicho 
resultado se explica por lo siguiente: la energia media de fas 
particulas crece al subir la temperatura, por esta causa 
aumenta también la cantidad de los estados energéticos 
posibles 

Para el proceso adiabático obtenemos de (19.13) 


E T: 
=S= Cyin 7. in A 
con la particularidad de que 
TV = Ty ' y =C,/Cv. 
por eso In(Ty T= 4y- Dia (EV) = =y- Inyt). 
Entonces la fórmula (19.15) adquiere el aspecto 


119.15) 


19,16) 


dado que —C,+C,+R=0 [conforme a la fórmula de 
Mayer (17.17a)]. Asi, pues, Para el proceso reversible 
adiabático la entropía no cambia. No es dificil comprender 
a qué sucede eso. Para la dilatacion adiabática del gas, 
lcbido al aumento del volumen, la entropía crece. sin 
embargo, a causa de la disminución de la temperatura que 
tiene lugar en este caso, la entropia decrece y estas dos 
tendencias se compensan por completo. 

ESPECIFICIDAD DEL CALOR COMO FORMA DE LA 
ENERGÍA. Ahora se puede contestar a la pregunta planteada 
antes, por qué la cantidad infinitésima de calor 6Q no es una 
diferencial total. Esto se determina por el hecho de que no 
sólo la energia caracteriza la cantidad de calor, sino también 
otra magnitud relacionada con éste. Dicha magnitud es la 
entropía, cuya expresión cuantitativa se prefeija mediante la 
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igualdad (19.3) Asi, pues, dos cantidades de calor 
energéticamente equivalentes 3Q, =80, no son de ninguna 
manera equivalentes por la entropia que contienen: la canti- 
dad de calor, relacionada con mayor temperatura, porta 
menos entropía que la que está relacionada con menor 
temperatura. Puesto que la entropía es una función de 
estado, resulta que una misma cantidad de calor pro- 
voca variaciones totalmente diferentes del estado del sis- 
tema, 

Ejemplo 19.1. Expresar el trabajo que efectúa el gas ideal 
durante la dilatación isotérmica, por medio de la variación de 
la entropía. 

Para una dilatación isotérmica Tọ =const desde Y, hasta 
V el trabajo de v moles de gas es 

a 
RT, [UY = VRTa ln (YV). (19.17) 


v 
a= [pdY 


Por otra parte, en este caso la variación de la entropia 
conforme a (19.13) es 

w > 
AS= J dS= S,- S, = vR [In VJ), = vRIn(YV), (19.18) 


ya que dT=0. Teniendo en cuenta (19.18), la fórmula (19.17) 
adquiere el aspecto 


A= alsz- S1) = TAS. (19.19) 


Ejemplo 19.2. En dos recipientes de distinto volumen hay 
v moles de un mismo gas a diferentes temperaturas T, y Ty. 
Los recipientes se unen entre si, los gases se mezclan y el 
sistema se equilibra. Hallar la variación de la entropia para 
este proceso. 

El proceso reversible, mediante el cual el sistema puede 
trasladarse de un estado inicial al final, consiste en la 
dilatación isobárica de cada uno de los gases hasta el 
volumen sumario. En este caso la temperatura de cada uno 
de los gases cambia hasta la temperatura final (T, + T,)/2. 
Por lo tanto, la variación de la entropia de cada uno de los 
gases 

IT + TOR T,+T, 
AS, =vC, $ dT)T=vC,In TT, z 


+7 
AS, = vC, | . 
== 
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donde C, es la capacidad calorífica molar a presión 
constante. La variación total de fa entropía 


+T +T 


APC, tn 
47, To ETA 


AS = AS, + AS; 


§ 20. PROCESOS CÍCLICOS 


Se examinan eb trabajo. 
realizado durante un ciclo y el 
rendimiento. Se — discuten 
diversas — enunciaciones — del 
segundo principio de fa 
termodinàmica y se demuestra 
su equivalencia. Se describe el 
funcionamiento de las mä- 
quinas frigorificas y de los 
calentadores. 


oon NT 


Fig. 33, Ciclo. 

El” trabajo del ciclo se 
determina mediante el área, 
limitada por la curva que 
representa el ciclo 


DEFINICIÓN. Un ceso, cuyo resultado es el regreso del 
sistema al estado inicial, se denomina ciclico. El ciclo se 
muestra en el diagrama de los procesos en forma de una 
curva cerrada (fig. 33), El ciclo puede recorrerse tanto en 
sentido dextrógiro, como también levógiro. Por eso en casos 
indispensables hay que indicar mediante Mechas en qué 
dirección transcurre el ciclo, También distintas partes de la 
linea cerrada que compone el ciclo. pueden designarse por 
letras. Verbigracia, L, y Ly indican distintas lincas que unen 
los estados 1 y 2 

TRABAJO DE UN CICLO. Comenzaremos el ciclo, 
partiendo del estado 1 y moviéndonos a lo largo de la linea 
que lo representa, en sentido dextrógiro, Emonces el trabajo 
s 


t w 


A= Í paV+ jpa 0.) 

Lo f 

La primera integral en (20.1) es igual al trabajo realizado 
durante el proceso caracterizado por la linea L,, al pasar del 
estado 1 al 2. Dicho trabajo es igual al área, encerrada entre 
esta curva, el eje V y los segmentos 1 V, y 2V,. La segunda 
integral en (20.1) tiene un valor negativo (dV< 0) y es igual al 
trabajo que es menester efectuar sobre el sistema para que 
retorne del estado 2 al I mediante el proceso que se 
caracteriza por la curva Lz. Según su valor absoluto. esta 
integral es igual al área entre la curva Ly, el eje Y y los 
segmentos 1V, y 2Y, pero con signo negativo. Como 
consecuencia, el trabajo del ciclo, igual a la suma de dos 
integrales en (20.1) se da por el área, comprendida entre una 
curva cerrada que muestra el ciclo. Las definiciones del ciclo, 
del trabajo durante un ciclo y otros conceptos, estudiados en 
este párrafo, no están relacionadas con el gas ideal, sino 
tienen un significado general. Si ambos miembros de la igual- 
dad que expresa el primer principio de la termodinámica 


$0 =dU + pdY 
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los integramos según el ciclo en cuestión, obtenemos 
$50 =4dU + f pav. (20.2) 


igualdad el signo del redondel en la integral signi- 
fica que ésta se toma a lo largo de una curva cerrada. El 
sentido de la integral con respecto a una magnitud que no es 
una diferencial total, consiste en que esto es una suma de òQ 
muy pequeños, correspondientes a segmentos muy pequeños 
de la linea del ciclo. La integral a lo largo del contorno 
cerrado con respecto a la diferencial total es nula 


fdu =U, -U =0. 20.3) 


Ya en el $ 15 se habló detalladamente sobre esta propiedad 
de la diferencial total. Teniendo en cuenta (20.3), la igualdad 
(20.2) adquiere el aspecto 


Esto significa que todo el trabajo realizado durante un 
ciclo, se obtiene a expensas de la cantidad de calor cedida al 
sistema. Este calor en una parte del ciclo se suministra al 
sistema y en parte, sale del sistema. Al recorrer el ciclo en 
sentido dextrógiro al sistema llega más cantidad de calor que 
la que sale de éste, por lo tanto, el sistema efectúa un trabajo 
positivo. 
Si se ejecuta el ciclo en sentido levógiro, es decir, se 
mueve desde el punto 7 al punto 2 por la linea Ly y se 
retorna por la linea L,, el trabajo, según el valor absoluto, 
será el mismo, pero negativo: 
a w w w 

A= jpav+ fpaV=-[fpdV+ fpdV]=-A, (20.5) 
w D w ® 
Li La La L, 


donde A es el trabajo [véase (20.1)), obtenido al recorrer el 
ciclo en sentido dextrógiro. Así, pues, en este caso el sistema 
por si mismo no realiza trabajo, sino que el trabajo se realiza 
sobre el sistema. El sistema transforma el trabajo en calor: en 
una parte del ciclo al sistema ingresa el calor, y en otra parte, 
sale más calor que el que se suministra. El propio sistema 
después de realizar el ciclo retorna a su estado anterior. 

En cada punto del ciclo (fig. 33) la temperatura del 
sistema se determina por Ja ecuación de estado. Hablando en 
general, la temperatura varía de un punto a Otro y se asegura 
en cada punto mediante el termostato con una temperatura 
correspondiente. Por lo tanto para que el sistema realice el 
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Carnot Nicolas Léonard Sadi 
(1796-1832) 


1 


H 
Existe unu cantidad grande, 
a discreción, de procesos, en 
que el calor transmitido al 
sistema, se gasta totalmente 
en realizar el trabajo, Pero 
semejantes procesos no son 
cíclicos y no se trata de 
ellos 


Dado que la variación total 
de la entropia en el ciclo es 
mula, la entropia, recibida 
por el sistema, debe ser igual 
a la que sale de éste, Ello 
significa que no puede haber 
un ciclo en el que el calor 
sólo se introduce en cl 
sistema, pero no lo abandona 
en ninguna parte. Por lo 
tanto, el rendimiento del 
sistema es siempre inferior 

a la unidad 


ciclo, se puede imaginar o que el sistema se sumerge en un 
termostato con temperatura variable, o bien pasa de un 
termostato a otro que poseen distintas temperaturas. La 
segunda representación es frecuentemente más evidente ya 
que permite hablar sobre el calentador y la máquina frigo- 
rifica que como si estuviesen existiendo constantemente. En el 
primer caso tendriamos que tratar con un mismo termostato 
que se encuentra a una temperatura más alta (baja). 

Es dificil determinar en qué puntos del ciclo el sistema 
cede el calor al termostato y en qué lo toma. En principio 
la respuesta a dicha pregunta es fácil: el sistema cede el calor 
al termostato en los puntos en que 50 <0, y lo adquiere en 
los que 8Q > 0 es, decir, entrega el calor si dU + pdV<0 y lo 
adquiere si dU + pd1> 0. La definición de los puntos en los 
que transcurre el paso de las secciones del ciclo, en que el sistema 
cede el calor a las secciones en que lo adquiere, se reduce a la 
solución de la ecuación dU + pdV=0. Esta solución depende 
del tipo de ciclo y de la ecuación de estado y en general no 
es simple. En lo sucesivo se mostrará de qué modo los 
puntos pueden hallarse gráficamente. 

RENDIMIENTO. Por su significado, el sistema que efectúa 
un proceso ciclico. es una máquina que realiza el trabajo 
a expensas de la cantidad de calor, suministrado del 
termostato a éste [véase (20.49). Cuanto más cantidad de 
calor que llega del termostato, se transforma en trabajo, 
tanto más eficaz es la máquina. La eficacia de la máquina 
caracteriza por el rendimiento n que se determina como 
relación entre el trabajo A, efectuado por la máquina durante 
un ciclo, y la cantidad de calor Q'*?, que recibe la máquina 
de los termostatos 


n=. (20.6) 


En esta fórmula el trabajo A se mide gráficamente por el 
área de la curva que muestra el ciclo, y se prefija mediante la 
Fórmula (20.4); Q'=* es la cantidad de calor que cedieron los 
termostatos al sistema. Esta magnitud es positiva. La fórmula 
(20.4) puede escribirse 


$50 = f50+ [50-0+0 


(207) 


donde f y f son las integrales por las secciones del ciclo 
a 

en las que el calor penetra a la máquina y sale de ella, 

respectivamente; Q' ~? es la cantidad de calor que sale de la 

máquina duna magnitud negativa} Tomando en 

consideración (20.7). la expresión (20.6) para el rendimiento 
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puede representarse como 


(URANO = 1 + 00/01". (208) 


Esta magnitud es siempre inferior a la unidad ya que Q? 
es negativo. 

CICLO DE CARNOT. El ciclo de Carnot (fig. 34) es el más 
sencilló por su contenido, pero en principio muy importante, 
El consta de dos isotermas a temperaturas T, y T, entre los 
estados 1, 2 y 3. 4 y dos ac $ (ŠQ =0) entre los estados 
2.3 y 4, 1. La dirección del ciclo se indica mediante flechas. 
ra realizar el ciclo de Carnot se necesitan dos termostatos, 
El termostato con temperatura más alta T, se denomina 


r g calentador y el que posee una temperatura más baja 
i $ T, se llama máquina frigorifica. Al pasar las secciones 
T adiabáticas del ciclo el sistema debe estar aislado desde el 


mA 50=0 punto de vista térmico del medio ambiente. es decir, no debe 
intercambiar calor con el ambiente. A continuación, la fig. 35 
muestra la representación del ciclo de Carnot a través 
a de la entropía S y la temperatura 
g) 


Por primera vez en 1824 el ingeniero francés S. Carnot estudió la 

cuestión sobre la transformación mutua del calor y el trabajo y la 

expuso en su obra" Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur 

les machines propres á développer cette puissance”. El obtuvo los 

Fig. 35. Esquema del ciclo de — resultados fundamentales que en la actualidad se conocen a raíz del 

Carnot en las variables T. $ ciclo de Carnot. En aquellos tiempos aún no existia el concepto 

de entropia y Carnot enfocaba la cuestión desde el punto de vista del 

cuerpo termógeno, A pesar de ello, los resultados obtenidos por el 

ifico, son justos y conservan su significado hasta hoy día. 

ENDIMIENTO DEL CICLO DE CARNOT. caso de un 

gas ideal es fácil calcular Q(*? y Qf? La cantidad de calor 

que toma el sistema en la sección isotérmica 1, 2 del 
calentador, es 


o a w 
“= fQ = JdU + [pdV=RT,In(V,/V), (20.9) 
ao w w 


dado que la variación de la energia interna del gas ideal para 
el proceso isotérmico es nula y la segunda integral de (20.9) 
fue calculada en (18.4). En la sección 3, 4 el sistema cede el 
calor a la máquina frigorífica a temperatura Tẹ. Análo- 
gamente, a (20.9) tenemos 


Q= [50 = RT In (V/V). (20.10) 


a 
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Thomson (Kelvin) William 
(1824-1907) 


Todo el trabajo, realizado en 
un ciclo, transcurre a cuenta 
del calor transmitido al 
sistema. 


El proceso ciclico, cuyo 
único resultado es la 
producción del trabajo y el 
intercambio de calor con un 
depósito de calor, es 
imposible (la enunciación de 
Kelvin para el segundo 
principio de la 
termodinámica) 


El proceso ciclico, cuyo 
único resultado seria la 
transmisión de calor de un 
cuerpo menos caliente a otro 
más caliente, es imposible (la 
enunciación de Clausius para 
el segundo principio de la 
termodinámica). 


De la ecuación (18.8) se desprende que 
R =R’ R= RV. (20.11) 

Después de dividir término por término los miembros 
primero y segundo de la primera de las igualdades por los 
miembros primero y segundo de la segunda de las igualdades, 
obtenemos 


VJV, = VIV (20.12) 
Por lo tanto. 
IVY) = In (Y Vo. (20.13) 


La fórmula (20.8) teniendo en cuenta (209), (20.10) 
y (20.13), adquiere en este caso el aspecto 


Señalemos que la fórmula (20.14) es válida para el ciclo 
reversible de Carnot. 

CÁLCULO DEL RENDIMIENTO CON AYUDA DE LA 
ENTROPÍA. Este se efectúa de manera extraordinariamente 
fàcil (fg 35). Partiendo de la definición de la entropia 


50 = TAS, (20.15) 
por eso 

o i» 
H= [=T | dsan, 

w w 

w 1 

= f Q =T; | dS = T;(S4 — S3). (20.16) 
D o 


Al tomar en consideración que en un proceso reversible 
adiabático la entropia no cambia [véase (19.16)], obtenemos 
S¿=Sy. S,=S,. por lo que la fórmula (20.8), teniendo en 
cuenta (20.16), adquiere el aspecto 


n=1+[T8, — SIYEN S- S=- TAT, (20.17) 


lo que (como debia de ser) coincide con la fórmula (20.14). 

ENUNCIACIÓN DE KELVIN DEL SEGUNDO PRINCIPIO 
DE LA TERMODINÁMICA. La fórmula (20.8) muestra que no 
puede haber un rendimiento mayor de la unidad, pero ella 
por si misma no excluye la posibilidad de que éste alcance la 
unidad. Esto puede tener lugar si Q'7?=0, es decir, si el 
calor que se suministra del termostato a la máquina, se 
transforma por entero en trabajo. La afirmación de que es 
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irrcalizable un proceso ciclico cuyo resultado único sería la 
producción de trabajo y el intercambio de calor con un 
depósito térmico 


Fig. 36, Mustración esque- 
mática del segundo principio 
de la termodinámica en la 
enunciación de Kelvin, El 
Proceso mostrado en la figura 
6s irrealizable 


se denomina principio de Kelvin. La transformación de cie 
cantidad de calor en trabajo debe acompañarse 
obligatoriamente por la transmisión de calor desde el 
calentador a la máquina frigorifica, Esta es una de las 
expresiones del segundo principio de la termodinámica. 

Esta fue enunciada en 1851 por W. Thomson (Kelvin). 

ENUNCIACIÓN DE CLAUSIUS. Otra de las posibles 
enunciaciones del segundo principio de la termodinámica es 
la siguiente: es irrealizable el proceso ciclico, cuyo resultado 
único seria la transmisión del calor de un cuerpo menos 
caliente al más caliente. Tal enunciación deja casi en claro la 
validez del segundo principio de la termodinámica: es dificil 
imaginarse la posibilidad de una situación cuando sin 
cambios algunos cierta cantidad de calor como si por si 
misma pasase de un cuerpo con temperatura más baja que se 
enfrió, al cuerpo con mayor temperatura que se calentó aún 
más: 


Fig, 37. llustración esque- 
mática del se 
de la termodinámica en la 
enunciación de Clausius 


Esta afirmación fue enunciada por Clausius en 1850 
y precisada en 1854. Kelvin, quien expuso indepen- 
e el segundo principio, señalaba más tarde que su 
renciaba de la enunciación de Clausius sólo 


por la forma. 
EQUIVALENCIA DE LAS ENUNCIACIONES DE KELVIN 
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Y CLAUSIUS. De poder existir un proceso, cuyo único 
resultado fuese la transmisión de cierta cantidad de calor de 
un cuerpo con temperatura más baja T, al cuerpo con 
temperatura más alta T: 


se podría tomar cierta máquina que utilice en calidad de 
lentador uno con temperatura T) y una máquina frigorífica 
de temperatura 7,. de la cual. a consecuencia del proceso 
anterior, el calor se cede al calentador, es decir, el proceso 
anterior como si enfriase la máquina frigorifica y calentase el 
calentador: 


Esta máquina podría tomar del calentador una cantidad de 
calor Q, |. que se le suministró en el primer proceso, 
y transformar parte de este calor en trabajo. El resultado 
final consistiria en que el estado del cuerpo con temperatura 
T, no cambiase y toda la cantidad de calor tomado del 
cuerpo con temperatura T, se convirticse en trabajo: 


Es 


Es 


Asi, pues, el primero de los procesos descritos (de ser 
posible) crea una situación en la que la segunda máquina 
produciría trabajo sin utilizar, a fin de cuentas, el calor que 
contiene el calentador. De esta manera, los dos primeros 
procesos en total conducen al tercer proceso (véase fig. 38) 
El primer miembro de la igualdad muestra esquemáticamente 
la enunciación de Clausius y el segundo, la de Kelvin, De 
este modo se ha demostrado la equivalencia de estas 
enunciaciones. 

MÁQUINA FRIGORÍFICA Y CALENTADOR, Al recorrer 
el ciclo en dirección contraria [véase (20,5)], la máquina no 
realiza trabajo. sino que al revés. el trabajo se efectúa sobre 
li máquina. Este trabajo se convierte en calor, con la 
particularidad de que cierta cantidad de calor se toma del 
cuerpo con temperatura más baja, y a dicho calor se le añade 
una cantidad equivalente a expensas del trabajo, y la canti- 
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Fig. 38, Demostración esque- 

ica de la equivalencia de 
Tas enunciaciones del segundo 
principio de la termodinamica 
propuestas por Kelvin 
y Clausius 


Fig 39. Diagrama de funcio- 
namiento de la máquina frigo- 


dad sumaria de calor se transmite al calentador, Asi, pues 
resultado efectivo del ciclo consiste en que el cuerpo con 
menor temperatura, del que se quita el calor, se enfria, 
mientras que el cuerpo con mayor temperatura, al que se le 
suministra el calor, se calienta. Semejante máquina que 
funciona según el ciclo inverso, se denomina máquina frigo- 
rifica o calentador en función de su uso. El funcionamiento 
de la máquina frigorifica esquemáticamente tiene el siguiente 
aspecto: 7 


AR A A ea- 
10,1=1031+ 4 


En el transcurso de su funcionamiento la máquina eleva la 
temperatura del cuerpo más caliente y reduce la temperatura 
del cuerpo más frio. La eficacia de la máquina se caracteriz: 
de dos maneras en función de su uso. 

Si la eficacia de la máquina se valora por la capacidad de 
elevar la temperatura del cuerpo con temperatura más alta 
T,, es decir, la máquina funciona como un calentador, la 
eficacia se caracteriza mediante el coeficiente 


lla e e S 
© OAL TR IT) 


que es una relación entre la cantidad de calor cedido para el 
calentamiento, y el trabajo que se gasta para ello. Si la 


(20.18) 


se 
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eficacia de la máquina se valora por la capacidad de reducir 


la temperatura del cuerpo con temperatura la 
eficacia se caracteriza por el coeficiente 

g Wal 

$ al 20.19) 
MET en 


En las Fórmulas (20.18) y (20.19) las magnitudes |Q, |, 
107) y |A| se calcutan, utilizando fas mismas fórmulas que al 
:alcular n en (20.14) Para mostrar con evidencia los procesos 
[en la 39 y en las definiciones (20.18) y (20.19)] se usan 
absolutos de la cantidad de calor y trabajo, en 
lugar de sus valores algebraicos como en (208). 

SOBRE OTROS CICLOS POSIBLES. En principio existe 
una cantidad infinita de ciclos posibles, ya que a cada curva 
cerrada le corresponde un ciclo, como por ejemplo, en el dia- 
p. V. En la técnica para convertir el calor en el trabajo 
y el trabajo en calor se utilizan diversos ciclos, En la práctica 
se emplean varias decenas de ciclos. que se estudian deta- 
lladamente en lu termodinámica técnica y en los 
correspondientes capitulos de la técnica 

Ejemplo 20.1. En la habitación es necesario mantener una 
temperatura de 1% C. mientras que la temperatura del aire 
exterior es de 35 C. Se sabe que el calor en la habitación s 
genera por los grupos en funcionamiento, las bombillas, ct 
asimismo por la gente que se encuentra alli y la penetración 
de energia desde afuera, A causa de todos estos factores 
potencia de generación de calor en la habitación es Py 
= 418 W. ¿De qué potencia debe ser la máquina frigorifica 
que se necesita conectar a la habitación para asegurar la 
temperatura indispensable, suponiendo que la máquir 
funciona con la eficacia máxima posible para los frigoriBicos 

Conforme a 120.19) la eficacia de la máquina frigorifica se 
determina por el coeficiente 


Es = DAT - Tp = 29117 = 


Por lo tanto. de acuerdo _Son la misma fórmula, la 
potencia de la máquina frigo 


Pa Pria AH W. 120.20) 


Ai 


Ejemplo 20.2. Es menester que en la habitación haya una 
temperatura de 33 C mientras que fa temperatura del aire 
exterior es de 1$ C. A pesar de que los grupos y etc, 
desprenden calor. pero las pérdidas de éste a través de las 
paredes de la habitación son muy grandes. Se ha medido que 
para mantener una temperatura constante en la habitación es 
menester suministrar calor con wna potencia Py =418W. 


Fig. 40, Ejemplo — del 
a el cual se res 


rendimiento 


ciclo 


As Ta ATs 


¿Qué potencia debe tener la bomba calorifica si funciona con 
la eficacia máxima posible? 

Conforme a (20.18). la eficacia de la bomba calorifica se 
determina por el coeficiente 


E, = 308/17 = 18,1. 


Por lo tanto, de acuerdo con la misma fórmula, la 
potencia de la bomba calorifica es 


P= Pri 3,09 W. (20.21) 


Ejemplo 20.3. Examinar el trabajo de un ciclo que consta 
de tres adiabáticas (4,43. AyAa, AsAs) Y tres isobaras (A343. 
AsAs. AsA1) (fig 40). Se dan las temperaturas T,,7, =%T,. 
T, = T,=PT,. T,=8T,, T = ET, donde los parámetros a, $. 
3, e se determinan por la condición de funcionamiento de la 
máquina y sus peculiaridades estructurales. Hallar la relación 
entre los parámetros si el trabajo en la sección A,A, es igual 
al de la sección AA, y el trabajo en el ciclo como función 
de los parámetros y la temperatura 7, (la cantidad de moles 
v del gas de trabajo y la capacidad calorifica molar C, 
= const están prefijadas). Hallar la condición para la cual el 
trabajo en el ciclo es máxima para las temperaturas T, y Ta 
prefijadas y calcular el grado de compresión p/p, Encontrar 
el rendimiento del ciclo. 

La igualdad de los trabajos en las secciones y, y Asela 
se escribe, conforme a (18.11), como vCyT, — Taty- 
= 1) =wC UT, — Taly — 1) 
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De aqui, teniendo en cuenta que T} = Ty, se desprende 


que T,=T,, es decir. 8=6. Para las adiabáticas A,A, y 
AsAo 

eo. -nw 
B_ 2(2) AA (2022) 
T Sp To Po 


Sid = e lps’ Pa) = (ps ja Puestoque pz = Py, Pa = Ps, Pe = Pi» 
entonces pz/P, = 
Para la adiabática 4,4, 


=p n. (20.23) 


Ta 


Pero TT, = 2 PP = (020) (Pa/Pi) = (P3/Pa)(Ps/Pe), por 
eso la relación (20.23) puede representarse como 


AM TA (20.24) 
Entonces, tomando en consideración (20,22), obtenemos 
2A=(P/5)P/c) = B? ë? ò 5 Va 120.25) 


El trabajo durante un ciclo es igual a la energia que se 
suministró al Nuido de trabajo en forma de calor: 


A=Q=wC,(T) — TH vC¿(T¿— Ta) + VC, 
-T= 0P+1=21=8=10)= 

=wC,T,QP+ 1-22 /2m). (20.26) 
donde 8=8=/] x. En esta relación B = T,'T, = const y por 
eso el máximo se encuentra partiendo de la condición 


dAjda=0 ó vC,T, (Pa %?-1)=0, o sea, se alcanza para 
a=P* El grado de compresión se determina de (20,23) 


piner", 2027) 
EI rendimiento del ciclo 

n=40"', 

donde A se da mediante la fórmula (20.26). y 

QH? = YC, (T, — To) + vC, ATs = T) = vC,T, (29 2 8). 


De esta manera, 


(20.284) 


El rendimiento máximo se alcanza para a=P% y es igual a 


Nma = Qu? — 32 + 1) 2(27? — a). (20.28b) 
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Fig. 41. Ciclo real de un 
motor de combustión interna 
de cuatro tiempos 


Idealización del ciclo 
de un motor de combustión 
interna de cuatro tiempos 


esta fórmula =T, Ó 2=(p/ 
iento del ciclo puede representarse como 
función del grado de compresión o la relación de las 
temperaturas al final y comienzo del ciclo de compresión. Se 
ve que para que éste aumente, es necesario elevar 2 

Ejemplo 20.4. Hallar el rendimiento de un motor de 
combustión interna de cuatro tiempos. Considerar que la 
mezcla del aire con los vapores de gasolina y del aire con los 
productos de la combustión se conduce, con una suficiente 
precisión, como un gas ideal teniendo el indice de la 
adiabática y. El diagrama del ciclo real se muestra en la 
fig 41 y del ideal, en la fig. 42. 

En el estado 1 en la cámara de volumen V, después de 
entrar en combustión la mezcla comprimida de aire con 
existe cierto gas bajo gran presión p. Comienza el 
ciclo de funcionamiento (la dilatación del gas según la 

1, 2, durante el cual se efectúa un trabajo 

positivo. En el estado 2 (punto muerto inferior) la dilatación 
nza el máximo y el émbolo se encuentra en la posición 
extrema. El volumen V es igual a la suma de Jos volúmenes 


la próxima a la atmosférica. En un ciclo ideal consideramos 
estos procesos instantáneos. En el ciclo real la válvula de 
escape comienza a abrirse antes que el émbolo alcance el 
punto muerto inferior 2, por lo que el paso 23 no os 
isobárico, En la sección 3—4 ocurre la 

expulsión de los productos de la combustión que quedaban 
en el cilindro, En el punto muerto superior 4 la válvula de 
escape se cierra y se abre la de entrada, En la sección 4—5 
tiene lugar la succión del combustible, En el punto 5 se cierra 
la válvula de ingestión y en la sección 5-+6 sucede la 
compresión de la mezcla combustible. En el punto 6 la 
mezcla se inflama y la presión en la cámara de compresión 
crece hasta p. En el ciclo ideal consideramos que el punto 
5 coincide con el 3, el camino 3—4 coincide con el de 4,5 
y en el trayecto 345 no se efectúa ningún trabajo. 
El trabajo en el ciclo se calcula por la fórmula (18.10): 


CONO 
sal 


(20.29) 
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donde T, y Tę son las temperaturas en los estados 1 y 6. 
Como de costumbre, el trabajo en (20.29) se da para un mol 
de sustancia. Teniendo en cuenta que y-l= 

(Cp CyYCy=R Cy, la expresión (20.29) la repre- 
sentaremos en forma de 


A=CHT, TILL IV (20.30) 
La energia que se gasta para elevar la temperatura de un 

mol de gas desde T, hasta T,, es 

OPEC Tp (2031) 

por eso el rendimiento del ciclo [véase (20.6)] 

n= 1 (ME! (20.32) 


La relación V, l; se denomina grado de compresión. 
Cuanto mayor es el grado de compresión, tanto mayor es el 
rendimiento. Este último calculado según la fórmula (20,32), 
resulta por lo general aumentado aproximadamente el doble 
en comparación con el rendimiento real en el motor de 
combustión interna existente. La fuente de divergencia son 
las desviaciones considerables de las condiciones de 
funcionamiento que se toman para un ciclo ideal con 
respecto a las de funcionamiento de un ciclo real. 


$ 21. ESCALA TERMODINÁMICA ABSOLUTA 
DE TEMPERATURAS 


A partir de la independencia RENDIMIENTO DE LAS MÁQUINAS REVERSIBLES QUE 
pp eii WS FUNCIONAN SEGÚN EL CICLO DE CARNOT CON 
funcionan según cl cio de SEMEJANTES CALENTADORES Y MÁQUINAS FRIGORI- 
Caro. con respecto a la FICAS. Para la máquina frigorifica y el calentador dados los 
sustancia activa. se introduce Ciclos reversibles de Carnot pueden realizarse con ayuda de 
la escala — termodinámica distintas máquinas que poseen, por ejemplo, distintas 
absoluta de temperaturas. Se — Sustancias activas. Se afirma que Odas las "máquinas 
demuestra la equivalencia — feversibles que funcionan según el ciclo de Carnot, poseen el 
entre las temperaturas, Mismo rendimiento. Antes de demostrar dicha afirmación. 
introducida de esta manera denominada también! Primer teorema de Carnot, señalemos 
Ed E otra vez más que no se trata de que todas las máquinas 
temperatura — termodinamica. — "SYersibles tengan el mismo rendimiento, sino que sólo todas 
biota nea las máquinas reversibles que funcionan según el ciclo de 

Carnot con el calentador y la máquina frigorifica dados, lo 

tengan. Para un ciclo reversible arbitrario es imposible 

valerse sólo de dos termostatos que poseen dos temperaturas, 
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Fig 43. Dos máquinas a y 


h de distinto 
n>n 


rendimiento: 


por esta razón la afirmación mencionada no puede referirse 
a semejantes ciclos. 

En’ otras palabras, el primer teorema de Carnot puede 
enunciarse de la siguiente manera:el rendimiento del ciclo de 
Carnot no depende de la sustancia activa y los detalles 
constructivos de la ejecución del ciclo. El ciclo de Carnot es 
el único ciclo de trabajo posible para la máquina que pos 
un calentador y un frigorifico con temperaturas constante 
dado que al no haber otros calentadores y frigorificos, la 
transición de la temperatura del calentador 4 la temperatura 
del frigorifico y al revés para formar el ciclo sólo puede efec- 
“uarse de modo adiabático. 

La demostración se obtiene por reducción al absurdo. Sea 
el rendimiento n, de la máquina 


más que el n, de la máquina 


Consideraremos que 1Q4?|=/Q4"*]. Puesto que N,>Mh 
10171 < IQI. es decir, ambas máquinas cogen la misma 
cantidad de calor del calentador, pero deben ceder distinta 
cantidad de calor al frigorifico: la máquina de mayor 
rendimiento debe ceder al frigorífico menos calor que la que 
posee menor rendimiento. Demostremos que eso es 
imposible. 


Conectemos la máquina a en sentido directo y el trabajo 
que produce dicha máquina lo emplearemos para poner en 
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44. Demostración de la 
Mad de rendimientos de 
maquinas reversibles que 
unan con los mismos fri- 
os y calentadores 


marcha la máquina b que se conecta mediante el ciclo 
reversible. funcionando por lo tanto, como una máquina 
frigorífica: * 


Entonces la máquina b extrae del frigorifico una cantidad de 
culor mayor. según el valor absoluto, | Q/7?] que la primera 
máquina entrega al frigorifico | Q/7?|. De este modo, del fri- 
gorífico se extrae cierta cantidad de calor, igual a la 
diferencia de los Qh” y QL”?. Mientras tanto el calentador 
recibirá de la máquina la misma cantidad de calor [Q/*?| que 
extrae de él la primera máquina, ya que |Q(*']=]Q5*]. El 
resultado neto es la extracción de calor del frigorifico y la 
transformación total de éste en trabajo: 


lo que contradice el segundo principio de la termodinámica 
en la enunciación de Kelvin. Por esta razón, es imposible que 
los rendimientos de dos máquinas reversibles que funcionan 
según el ciclo de Carnot con los calentadores y frigorificos 
dados, sean diferentes. Por consiguiente, son iguales. 

Ahora basándose en la fórmula (20.14) se puede afirmar 
que el rendimiento del ciclo de Carnot reversible no depende 
de la sustancia activa y los detalles de la construcción de la 
máquina, sino que depende sólo de la relación entre las 
temperaturas del calentador y frigorifico, con la particulari- 
dad de que el rendimiento es siempre inferior a la unidad 
o se aproxima a ésta bien cuando la temperatura del frigo- 
rifico tiende a cero. o bien cuando la temperatura del 
calentador tiende al infinito. 
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Fig, 45. Definición — de 
escala — termodinámica 
temperaturas 


h 
de 


T, 
aid 
qe 
[$ 
e 
Y 
4 
) an 
Lijs 
go 
= 
Ti 
CALA TERMODINÁMICA DE LAS TEMPERATURAS. 
Se ha demostrado que el rendimiento 
E NE = dE eL) 


tiene el mismo valor para todas las máquinas reversibles que 
funcionan con un calentador de temperatura 1, y con un fri- 
gorifico de temperatura tz. Por lo tanto Q'~}/Q'*? es función 
sólo de t, y la: 


o Sy 1). (21.2) 


donde 1 es la temperatura en cierta escala empirica. 

Imaginémonos que hay un cuerpo con temperatura t, en 
el intervalo entre t, y t} Este cuerpo puede servir de 
calentador en comparación con la temperatura tz, así como 
de frigorifico, en comparación con la temperatura £,. Lo 
utilizaremos de modo como se indica en la fig 45. Las 
máquinas a, b, c son reversibles que funcionan con el mismo 
rendimiento, conforme a lo que se ha demostrado. 

Las dos máquinas reversibles a y b forman en 
combinación una máquina reversible, cuyo rendimiento debe 
ser igual al de la máquina c. Esto significa que 


o=o. 07 =05. Qs 


r AtA 


e (21.3) 
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La relación (21.2) para estas máquinas tiene el aspecto 


VOY = fita td QQ ==. t). OQ = 
=fl> ty) wa 


De aqui, teniendo en cuenta {2).3), obtenemos 


O = (AMAIA 

2 flis. t). (21.5) 
El primer miembro de la igualdad no depende de 1, Por 

eso la función debe ser tal que en el producto de dos 


funciones de semejante aspecto en (21.5) la temperatura ty se 
reduzca. Esto significa que 


fita t= — PU) pin). (21.6) 


donde y es una función nueva. Asi queda demostrado que la 
relación de las cantidades de calor en el ciclo de Carnot se 
expresa como 


evon 


La función ọ (1) no se determina por la escala empirica de 
temperaturas univocamente. Verbigracia, si se ha encontrado 
cierta función p(1) que satisface fa condición (21.7), fa función 
Apli), donde A es una constante, también satisface la misma 
condición. Sin embargo, @'~?/Q' =? = ~ ọlts)/p(t,) tiene un 
valor bien determinado que no depende de la elección 
concreta de la escala empirica de temperaturas. Por esta 
razón, Kelvin propuso considerar el valor de esta relación 
como la relación de las correspondientes temperaturas 
termodinámicas absoluta: 


TARA an 


in) = T, 


olt (21.8) 


La escala de temperaturas elegida mediante la relación 
(21.8), se denomina escala termodinámica absoluta y T, tem- 
peratura termodinámica absoluta. Está claro que esta escala 
es en efecto absoluta, ya que no depende de una escala 
empírica concreta. con cuya ayuda se ha definido la relación 
(3/0 (11) que se encuentra en el primer miembro de la 
igualdad (21.8). Esta escala se Hama termodinámica, puesto 
que al establecerla, se utilizaron sólo las relaciones termo- 
dinámicas generales. El rendimiento (21.1) de la máquina 
reversible que funciona según el ciclo de Carnot, puede, 
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con ayuda de la temperatura termodinámica absoluta, ex- 
presarse como: 


(21.9) 
lo que coincide con (20.14), donde se examinó el mismo 
ciclo, pero los símbolos T} y T, significaban las tempe- 
raturas por el termómetro de gas ideal (véase el $ 11) 
Por esta razón, la coincidencia de las expresiones (21.9) 
y (20.14) demuestra la identidad de estas dos temperaturas, 
€s decir, la escala de temperaturas, establecida en el $ 11. 
es en realidad termodinámica. Por otra parte, se mostró 
que la temperatura que se mide por el termómetro men- 
cionado equivale a la que en (8.15) se introdujo como 
un parámetro formal al estudiar la distribución de Gibbs, 
Por consiguiente, en toda la exposición anterior la letra 
T significaba la temperatura, medida en una misma escala, 
la temperatura termodinámica absoluta 

TEMPERATURA TERMODINÁMICA ABSOLUTA NEGA- 
TIVA. Basándose en la definición de (21.8) de la temperatura 
termodinámica absoluta, es imposible ninguna conclusión 
sobre su signo: puede acordarse de considerarla bien positiva o 
bien negativa. Usualmente la consideran positiva. Partiendo 
del segundo principio de la termodinámica, se puede de- 
mostrar que las temperaturas termodinámicas absolutas 
negativas no pueden existir. 

Supongamos que un cuerpo con temperatura negativa 
T, se elige en calidad de frigorifico en el ciclo de Carnot. 
Entonces el segundo miembro de la igualdad (21.8) es 
positivo, lo mismo que Q(*?, la cantidad de calor que se 
tomó del calentador. Por consiguiente, Q'"? es también 
positiva. Esto significa que semejante máquina tiene que 
tomar el calor incluso del frigorifico, o sea, el calor se 
coge tanto del calentador, como del frigorífico y se con- 
vierte por completo en trabajo. Pero lo dicho contradice 
el segundo principio de la termodinámica en la enuncia- 
ción de Kelvin y, por consiguiente, es irrealizable. Por 
esta razón, la temperatura negativa es imposible. 

En cambio, para ciertas situaciones físicas se usa la ex- 
presión “temperatura negativa”. Por ejemplo, en las pruebas 
de Perrin para comprobar la distribución de Boltzmann 
(véase el $ 9) puede lograrse, moviendo sistemáticamente 
el líquido en el que se encuentran las particulas suspendidas, 
que la densidad de las particulas en todas las alturas sea 
la misma. Puesto que de antemano se sabe que es un 
estado de desequilibrio, no se le puede aplicar la distribu- 
ción de Boltzmann (9.26). Sin embargo, convendremos ofi- 
cialmente en que dicho estado lo describiremos también en 


$ 21. Escala termodinámica absoluta de temperaturas 197 


Las temperaturas 
termodinámicas negativas son 
inalcanzables, pero son útiles 
al discutir algunas situ: 
fisicas. 


nes 


Todas las máquinas 
reversibles que funcionan 
según el ciclo de Carnot, 

tienen el mismo rendimiento 
independientemente del fluido 
de trabajo (primer teorema 
de Carnot). 


los términos de la distribución de Boltzmann. Dado que 
entonces en la fórmula (9.26) debe ser no(h) = no(0), se 
dice que el sistema posee una temperatura T= +00. Si 
queda claro de qué se trata, esto no puede provocar 
confusiones. En cambio ef empleo de este concepto permite 
caracterizar en forma cómoda y breve la situación física 
concreta. En este caso la fórmula de Boltzmann (9.26) 
desempeña el papel de una fórmula de interpolación en 
la que el parámetro T toma un valor negativo, Supongamos 
que en la prueba de Perrin la concentración de las 
partículas crece con respecto a la altura. Es obvio que 
esto se logra por medio de alguna influencia exterior (por 
ejemplo, si al liquido se le introducen partículas a 
distintas alturas y con diferente velocidad) Entonces, 
indicando el valor negativo de T, puede constatarse el creci- 
miento de la densidad de las particulas respecto a la altura. 
También se podria describir esta situación mediante tablas 
o cierta fórmula, elegida para cada caso concreto. Pero 
el empleo del concepto sobre la temperatura negativa 
permite evitar todo eso e incluso ofrece la posibilidad de 
describir con una precisión suficiente algunas situaciones 
fisicas del tipo indicado. 

La imposibilidad de las temperaturas termodinámicas 
negativas fue demostrada estrictamente en los márgenes del 
análisis de los procesos reversibles casi estacionarios, En cam- 
bio esta demostración no dice nada de que al parámetro 
B= IAKT) no se le pueda atribuir un valor negativo, El 
hecho de que B no puede poscer un valor negativo en estado 
de equilibrio para los sistemas corrientes se desprende de 
que la energía de estos sistemas está acotada inferiormente. 
pero no está acotada superiormente. La suma estadística 
(7.16) que caracteriza todas las propiedades del sistema en 
estado de equilibrio, debe ser finita, pero ello es posible 
sólo para P>0. Sin embargo, si el sistema es tal que 
la suma estadistica que caracteriza el sistema posee un 
valor finito también para B negativo, puede decirse que es- 
te sistema se halla en estado de equilibrio a temperatura 
negativa y poner a esta afirmación un sentido no sólo 
puramente termodinámico como se había hecho en los ejem- 
plos con las pruebas de Perrin. De aquí, a renglón seguido, 
se desprende que semejante sistema debe poseer sólo ener- 
gias, comprendidas en un intervalo finito, es decir, con 
respecto a las energias el sistema debe ser acotado superior- 

nte e inferiormente. En este caso la suma estadística 
tiene un valor finito y el sistema posee funciones de estado 
bien determinadas para B<0. Al variar el parámetro B, 
puede estudiarse cuantitativamente el comportamiento del 
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sistema, o sea, se puede manejarlo como si fuese un 
sistema en estado de equilibrio. Entonces la temperatura 
negativa adquiere en cierto sentido un valor fisico. 
Sin embargo, a diferencia de los sistemas generales, para 
los cuales son imposibles las temperaturas negativas, estos 
sistemas, primero, no pueden existir en estado de equilibrio 
durante un tiempo largo, como se desee, y, en segundo 
lugar, no se les puede trasladar al estado con temperatura 
negativa mediante procesos casi estáticos reversibles. Esta 
traslación se efectúa a causa de una influencia no estaciona- 
ría intensa sobre el sistema. 
Examinemos un sistema de particulas con el espin '/, 
y un momento magnético correspondiente pa. En un campo 
magnético exterior B el momento magnético de semeja 
particula puede orientarse o bien a lo largo de la direc 
del campo, o contra ésta y la energia de interacción puede 
tomar los valores £o= Ema =- PaB Y E= 
respectivamente, y la energia de un sistema de n parti 
comprende en los limites desde Enin = — pot B hasta Eni = 
par. De tal modo, se mantienen las condiciones para que 
la suma estadistica sea finita. Sin embargo, para que el 
examen de semejante sistema tenga un sentido real, cs 
necesario admitir que la interacción de los espines con el 
medio (por ejemplo, con la red cristalina) es lo 
suficientemente débil. En este caso los grados de libertad, 
relacionados con el espín, pueden separarse de los demás gra- 
dos de libertad y en la suma estadística tener en cuenta sólo 
a ellos. Si se considera la relación con el medio, será 
necesario tomar en consideración todos los grados de 
libertad, entonces en la suma estadistica entrarán todas las 
energías no acotadas superiormente, admisibles para las 
particulas, y siendo la suma finita, los B negativos serán 
imposibles. Si se menosprecia la relación entre el sistema de 
espines y el medio ambiente, dicho sistema puede 
considerarse como un sistema en equilibrio que posee una 
temperatura negativa sólo durante unos lapsos pequeños. 
Si consideramos que los espines tienen una interacción 
suficientemente débil entre si, la suma estadistica del sistema, 
conforme al método usado para calcular (12.24b), es igual a 
Z =Z}, donde 


Z, = eP-PP 407 PB = 2 cosh (puPB). (21,10) 

De esta manera, la suma estadistica y, por consiguiente, 
todas las caracteristicas de equilibrio termodinámicas del 
sistema están definidas tanto para P positivos, como también 
para los negativos. Cuando $ es negativo, puede decirse que 
el sistema se halla a temperatura absoluta negativa. El 
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parámetro $ varía constantemente desde — o hasta so y a la 
par con él, cambia la suma estadistica. Sin embargo, la 
temperatura T=).14B) para B=0 sufre un salto, a saber: 
TB=-0>-%. y TB>+0)=00. Por eso las 
temperaturas T=% y T=—x corresponden a un estado 
fisico y la transición de los estados con temperaturas 
positivas al estado con temperaturas negativas no se efectúa 
a través de T=0 K, sino que a través de T=00. 

Veamos de qué manera varia la distribución de las 
orientaciones de los momentos magnéticos en un campo 
prefijado al cambiar la temperatura. Observamos la suma 
estadistica Z. cuyo valor se define totalmente por Z, y la 
cantidad de particulas que se fijó. Teniendo en cuenta que la 
energia del átomo que posee un momento magnético py en 
un campo B es igual a — (p,B). vemos que el primer sumando 
Z, en (21.10) describe la orientación de los momentos 
magnéticos en dirección del campo y el segundo, en dirección 
contraria. A temperaturas positivas muy pequeñas T= +0 K 
el primer sumando es muy grande y el segundo, muy peque- 
ño. Esto quiere decir que a temperatura positiva en la 
proximidad de 0 K todos los momentos magnéticos están 
orientados en dirección del campo, y en sentido energético. 
que todas las particulas se encuentran en el nivel energético 
inferior y el superior está libre. Al crecer la temperatura 
positiva T. el parámetro B permanece positivo y disminuye. 
Entonces, el primer sumando en Z, disminuye y el segundo. 
crece. Esto significa que la cantidad de particulas, cuyos 
momentos magnéticos están orientados en dirección del 
campo, se reduce y el número de particulas con momentos 
magnéticos de orientación contraria, incrementa. En sentido 
energético esto se expresa en que la población del nivel 
inferior disminuye y del superior. aumenta, A T= y. f= +0 
y las poblaciones de los niveles se hacen iguales. Aqui no 
existe una orientación ventajosa para los momentos 
magnéticos. La cantidad de partículas, cuyos momentos 
magnéticos están orientados en dirección del campo, es igual 
a la cantidad de particulas con momentos magnéticos de 
dirección contraria. 

Al pasar B a travès de O a los valores negativos. Z, varia 
continuamente y. por lo tanto, la distribución de las 
particulas respecto a los niveles energéticos cambia de modo 
constante. Para valores de B negativos pequeños, el primer 
sumando en Z; se vuelve algo menor que el segundo. Esto 
significa que en el sistema comienza la ordenación, pero 
teniendo ventaja la orientación de los momentos magnéticos 
en dirección contraria al campo B, ©, en otras palabras, la 
población del nivel energético superior supera a la del nivel 
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inferior. En este caso la temperatura cs negativa y elevada 
según el valor absoluto. Al disminuir posteriormente B en 
sentido de los valores negativos, crece el papel del segundo 
sumando en Z, La temperatura negativa incrementa, 
aproximándose por parte de los valores negativos a cero, Asi, 
pues, al crecer la temperatura negativa, los momentos 
magnéticos se orientan cada vez más en dirección contraria 

aumenta la población del nivel 
energético superior y disminuye la población del inferior. A 
T= -0K todos los momentos magnéticos resultan 
orientados contra el campo y las particulas se encuentran en 
el nivel energético superior. El nivel energético inferior está 
libre. Existe la inversión total de la población de los niveles 
energéticos. De esta manera, la peculiaridad caracteristica de 
las temperaturas termodinámicas negativas es la población 
invertida de los niveles energéticos. La inversión es tanto más 
fuerte, cuanto más cerca se hallen las temperaturas negativas 
a 0K. 

La energia total del sistema a temperatura negativa cs 
mayor que a temperatura positiva. Por eso al pasar de un 
estado con temperatura positiva al estado con tempera- 
tura negativa, el sistema debe tomar energia y no 
cederla. 

En los sistemas de espin la temperatura negativa puede 
crearse, cambiando rápidamente cl campo magnético en el 
que los momentos magnéticos estaban orientados 
principalmente en dirección del campo magnético 
a temperatura positiva. Si al cambiar rápidamente el campo 
magnético, los momentos magnéticos “no tienen tiempo” de 
seguirlo, en el transcurso de cierto tiempo en el sistema de 
espin existe una temperatura negativa. La nivelación de la 
población invertida de los niveles corresponde a la tendencia 
de T= —-%, a T= —%, las poblaciones se igualan y a 
T positivas, la población invertida no existe. Los sistemas de 
espin con temperaturas negativas se han observado en los 
cristales, con la particularidad de que su comportamiento 
concuerda con las regularidades generales que se examinaron 
más arriba. La población invertida de los niveles tiene una 
importancia decisiva para el funcionamiento de los genera- 
dores cuánticos y los amplificadores de la luz (láseres) 
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$ 22. SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINÁMICA 


Se generaliza la definición de 
la entropia, enunciada en el 
3 19 para el gas ideal al caso 
arbitrario. Tambièn se da 
la formulación del segundo 
principio de la termodinámica 
mediante la entropia y se 
analiza su caràcter estadístico, 


SEGUNDO TEOREMA DE CARNOT. Demostremos que el 
rendimiento de una máquina irreversible que funciona según 
el ciclo de Carnot. es siempre inferior al de la máquina 
reversible que trabaja según el mismo ciclo y con los mismos 
calentador y frigorifico. La demostración se obtiene por 
reducción al absurdo. aplicando el mismo método que en el 
$ 21, al analizar el rendimiento de las máquinas reversibles 
que funcionan con los mismos calentadores y frigorificos. 
Supongamos que el rendimiento de la máquina irreversible 
supera al de la máquina reversible, Entonces conectamos la 
máquina irreversible en sentido directo, como la máquina 
a en la fig. 44, mientras que la màquina reversible como la 
máquina b en sentido contrario.  Repitiendo los 
razonamientos del $ 21. llegamos a la conclusión de que lo 
dicho es imposible. Asi se ha demostrado que el rendimiento 
de la máquina irreversible que funciona según el ciclo de 
Camot, no puede superar al de la máquina reversible, siendo 
el calentador y frigorifico los mismos. Hay que señalar que se 
trata de comparar el rendimiento de las máquinas reversibles 
e irreversibles que funcionan según un mismo ciclo de 
Carnot, y no de las máquinas que trabajan según ciclos 
diferentes. Puede indicarse cualquier número grande de 
reversibles que funcionan según cierto ciclo, cuyo 
rendimiento supera al de la máquina reversible que trabaja 

«gún cualquier otro ciclo. 

Ahora demostremos que el rendimiento del ciclo 
reversible de Carnot supera al de cualquier otro ciclo 
reversible en el que las temperaturas minimas y máximas son 
iguales a la temperatura del calentador y la temperatura del 
frigorifico. respectivamente, del ciclo de Carnot, Para 
demostrar esto usemos la representación de los ciclos en 
variables T. S, mostrada en la fig. 46. El ciclo reversible, 
diferente del de Curnot, que satisface la condición del 
teorema, se muestra en el diagrama mediante una curva 
cerrada dentro de un rectángulo 4, ¿Aye la cual es 
tangente a las rectas Aj A, y Asda De la relación 3Q 
= TdS = dU + d4, después de integrar con respecto al ciclo, 
obtenemos 


$50 = $ TAS = fdU +$dA = 


ya que fdU 


0. En el caso dado para el ciclo de Carnot 
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Fig. 46. Definición del teore- 


ma sobre la maximaliza 
del rendimiento del 
reversible de Carnot 


tenemos 
a 
Ac=$TaS=T, fdS+ T fdS= T(S: -S+ 
rA 4 
+ TAS, —S)=(T, — TS- S.) 


La cantidad de calor gastada 

Az 

TAS = T, f dS = T(S: = Sa). 
E 


por eso el rendimiento del ciclo de Carnot 
T-T T 
n 
como se obtuvo anteriormente. 
Para otra màquina, cuyo ciclo se muestra en la f 
dentro del rectángulo que representa el ciclo de 
hallamos 


A= TS =0=(T, —T)(S, 50, 0,0, - 


6 


Arnot, 


-0,= Ac- 


2949 Âa 0, +03 +O, + O4 


La cantidad de calor obtenido por esta máqu 
= JWS = T (S1-S,)- 0, -04 = 0? Aa. 


o 


AO, +o 


por lo tanto 


dad asi: 


= ne- Aal! = NANE? - Ara) -An QE? = Arah 


Aj =0,+03. 


de donde se desprende que n < nc. 
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La igualdad n = nee alcanza sólo para Ay, =0, Az, =0, 
es decir, cuando el otro ciclo en cuestión es ciclo de Carnot. 
De esta manera el teorema está demostrado, Si la curva que 
muestra otro ciclo. no es tangente a las secciones verticales 
del ciclo de Carnot en la fig 46, sino que los interseca O se 
encuentra dentro del rectángulo, la demostración se lleva 
a cabo de la misma manera y ofrece el mismo resultado. Esto 
como ejercicio, le proponemos al lector demostrarlo. 

Volviendo ndo teorema de Carnot, escribamos su 
contenido en forma matemática. El rendimiento de la 
máquina para todos los casos se da en forma de (21.1) y para 
la máquina reversible con el mismo calentador y el mismo fri- 
gorifico, en forma de (21.9). El teorema demostrado para el 
caso en cuestión se expresa desde el pumo de vista 
matemático de la jente manera 


QQ AEE AE (2.0 


o. lo que es lo mismo, 
gens- T: T, 223 
El si 


consideración que los sig 
a relación (22.2) exeri 


lo menos en esta desigualdad toma cn 
os de Q'*' y Q? son diferentes. 
a como 


(223) 


se denomina desigualdad de Clausius para el ciclo de Carnot, 
Por lo visto el signo de igualdad se refiere al ciclo reversible 
Generalicemos esta desigualdad para un ciclo arbitrario 
y mostremos que el signo de igualdad pertenece sólo a los 
ciclos reversibles. 

DESIGUALDAD DE CLAUSIUS. — Examinemos el 
mecanismo para obtener el trabajo, cuyo diagrama se da en 
la fig. 47, El depósito 7, tiene una temperatura constante. El 
calor SQ!”' que se toma de éste, se transmite a la máquina 
1 que funciona según el ciclo de Carnot de modo periódico. 
Esta máquina realiza un trabajo 54, en el transcurso de su 
ciclo y transmite el calor $Q a temperatura Ta la máquina 
cíclica 2 que puede ser cualquier máquina que rea 1 
quier ciclo tanto reversible, como también irreversible, Ésta 
produce un ciclo. Hablando en 1. la temperatura T no 
es constante y depende de los procesos que ocurren en la 
máquina 2 y en el medio que la rodea. La máquina 2 efectúa 
el trabajo «1, durante su ciclo. La duración de los ciclos de la 
máquina / es mucho menor (en una cantidad infinita de 
veces) que la del ciclo de la máquina 2, merced a lo cual en el 
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Fig. 47, Demostración de la 
desigualdad de Clausius para 
un ciclo arbitrario 


transcurso de un ciclo de funcionamiento de la máquina 7 la 
temperatura T puede considerarse constante 

El trabajo 8A, de la máquina reversible / durante un 
ciclo es igual a 


a 80 (1-E)> 


(024) 


donde se toma en consideración la fórmula (22.2) en la que 
para la máquina reversible se coge el signo de igualdad: GQ 
es el calor que debe tener un signo positivo si éste se entrega 
a la máquina 2. 

Conforme a la fórmula general (20.4), el trabajo A; de la 
máquina 2 durante un ciclo se da mediante la expresión 


Ar =$00. (22.5) 


El trabajo total A, efectuado por las dos máquinas en el 
transcurso de un ciclo de funcionamiento de la máquina 2, es 


A=$04,+4Az $64, +80 n 42. (22.6) 


Estas igualdades requieren una aclaración más detallada. 
En la integral $64, se integra con respecto a muchos ciclos 
de la máquina 7 que en total forman la duración de un ciclo 
de la máquina 2. En la integral $(54, +Q) se integra con 
respecto a un ciclo de la máquina 2[6A, se expresa a través 
de 8Q por la fórmula (224)]. 

Conforme al principio de Kelvin, el sistema de dos 
máquinas no puede tener la producción de trabajo como 
único resultado del ciclo. En el diagrama en cuestión no hay 
ninguna salida del calor fuera del sistema (la línea en trazos 
limita tanto estas dos máquinas, como también todo lo 
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Clausies Rudolf Julius Emanuel 
SS) 


El valor máximo del 
sendimiento de una máquina 
reversible que funciona según 
sl ciclo de Carnot, no se 
determina sólo por el hecho 
de que la móquina sea 
reversible, sino porque el 

alor se transmite al sistema 
solamente a una temperatura 
måxima y se le quita 
solamente a una temperatura 
minima. 


El no decrecimiento de la 
entropia en un sistema 
aislado se condiciona, en 
resumidas cuentas, por la 
equiprobubilidad de todos 
sus estados microscópicos 
que conduce el sistema al 
macroestado más probable 


demás, relacionado con su funcionamiento, es decir, según la 
definición no existe ninguna salida del calor fuera de los 
limites de la linea en trazos). Como consecuencia, la única 
posibilidad de que dicho sistema funcione es el ingreso del 
trabajo en el sistema o, en caso extremo, que el trabajo que 
realiza el sistema sea nulo: 

ASO0. 


Basándose en (226), esta desigualdad toma el aspecto 


$57<0, (27 


ya que T, =const>0. Éste se refiere a un ciclo arbitrario 
efectuado por la máquina 2, y se denomina desigualdad de 
Clausius: es válida para cualesquiera ciclos. 

Demostremos que para una máquina reversible en (22,7) 


es menester tomar el signo de igualdad, Sea la máquina 
2 reversible y en (227) válido el signo de la desigualdad, 
O sea, 

1<0 028) 


Pero siendo la máquina 2 reversible, todo el sistema se 


convierte en máquina reversible, puesto que la máquina 1 es 
reversible según la definición. Por esta razón el sistema puede 
transformarse y entonces A > 0, lo que contradice el principio 
de Kelvin. Por lo tanto, la condición (22.8) es imposible y nos 
queda sólo la posibilidad del signo de igualdad. Así, pues, en 
la desigualdad de Clausius (227) el signo de igualdad 
pertenece a los procesos reversibles y el de desigualdad a los 
irreversibles. 

La relación (22.7) para los procesos reversibles, cuando cs necesario 
tomar el signo de igualdad. fue obtenida independientemente por 
R.J. Clausius y W. Thomson en 1854. En los años 1862-1865 Chiu- 
sius argumentó por primera vez la desigualdad (22,7) para los 
procesos irreversibles. El introdujo el término “entropía” como medi- 
da de la capacidad del calor de convertirse en Otras formas de 
energiu 


ENTROPÍA. Para los ciclos reversibles la desigualdad 
(22.7) tiene el aspecto 
¿50 
Er 
Como consecuencia, bajo la integral (229) se encuentra 
upa diferencia) tota 


SQ:T=45. (2210) 


o 029) 
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donde $ es la entropía. Por eso mismo la fórmula (19.3) para 
la entropía del gas ideal se generaliza para un caso arbitrario. 
El análisis del sentido fisico de la entropía (véase el $ 19) 
conserva por completo su significado. En particular, la fór- 
mula de Boltzmann (19.12) es válida no sólo para un gas 
ideal, sino para todos los casos. 
SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINÁMICA. Supon- 
2gamos que un sistema cerrado, o sea, un sistema aislado de 
los demás, pasa en cierto proceso del estado 1 al 2 (fig, 48). 
Fig. 48. Demostración del no Volvamos el sistema con ayuda del proceso reversible al 
desrecimiento de la Entropía — estado 1. En este caso, claro está, que el sistema no debe 
cerrado estar aislado. A causa de que el sistema vuelve al estado 7. se 
ha formado un ciclo al que se le puede aplicar la desigualdad 
de Clausius (22.7): 
w 


æ _ (30, fèe 
T [$ ja <0. (22.11) 


L 


ur de }—2 utilizando el camino Ly, el sistema 
estaba aislado y, por consiguiente, Q en la integral con 
respecto a L, es igual a cero y la integral es igual a cero. Por 
otra parte, en un paso reversible por el camino del estado 
2 al } puede considerarse en la expresión subintegral, 
conforme a (22.10), que (8Q/T)=dS. Por eso de (2211) 


obtenemos 
w w 
f 50/T= f dS=S, -Sz <0, 
' p a 
K? a 
El rendimiento de una 
máquina irreversible que o de otra manera 


funciona con un frigorifico 
y calentador, es siempre 


inferior al rendimiento de la (212 
máquina reversible que 

Tunciona según el ciclo de Esto significa que al pasar un sistema cerrado del estado 
Carnot con los mismos frigo-— [ con la entropía S al estado 2 con la entropía Sz, la en- 
rifico y calentador (segundo tropía o aumenta, o bien es constante. Precisamente ésta es 
Sae POUR la expresión del segundo principio de la termodinámica. Este 
En los procesos de un principio puede enunciarse más breve de la siguiente manera. 
sistema aislado la entropía en los procesos de un sistema aislado la entropia no dismi- 


no disminuye. En los 
procesos de un sistema no 
aislado la entropia puede 


nuye. En dicha afirmación lo esencial es que se refiere 
a sistemas aislados. En los sistemas no aislados la entropia 


seoir. y disminalr, puede tanto aumentar, como disminuir y permanecer 
asimismo permanecer invariable en función del carácter del proceso, como se ha 
invariable en función del visto en el ejemplo del gas ideal. Señalemos que la entropía 


carácter del proceso. queda invariable en el sistema aislado sólo para los procesos 
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reversibles. Pero en los procesos irreversibles ésta no dismi- 
nuye. En el sistema abandonado a su propia suerte (aislado), 
los procesos transcurren, por regla general, de modo 
irreversible, lo que significa que prácticamente la entropía de 
un sistema aislado siempre crece. El incremento de la 
entropía representa la aproximación del sistema al estado de 
equilibrio termodinámico. 

De esta manera. el primer principio de la termodinámica 
describe las relaciones cuantitativas entre las magnitudes que 
racterizan el sistema. para diferentes cambios en el estado 
. sin decir nada sobre las direcciones de estas 
El segundo principio de la termodinámica indica 
de estos cambios en el sistema si éstos deben 
ocurrir, o la ausencia de las variaciones si éstas no pueden 
suceder. 

CARACTER ESTADÍSTICO DEL SEGUNDO PRINCIPIO 
DE LA TERMODINÁMICA. La entropia es igual al producto 
del logaritmo de la cantidad de microestados, mediante los 
cuales se realiza el mucroestado dado [véase (19.12)), por la 
constante de Boltzmann. El incremento de la entropía en un 
sistema aislado significa el movimiento del sistema en sentido 
del estado más probable, o sea, de equilibrio, En cambio, son 
posibles. en principio, las fluctuaciones en este movimiento, 
cuando en un segmento de tiempo el sistema se desplaza en 
sentido de macroestados menos probables. En este lapso la 
entropia del sistema aislado no crece, sino que disminuye 
o permanece invariable. De esta manera, la ley del no 
crecimiento de la entropía en un sistema aislado no contiene 
en sí una prohibición absoluta de la disminución de la 
entropia. Para los sistemas pequeños (véase el $ 6) el papel 
relativo de las fluctuaciones crece. Por fo tanto. en los 
sistemas con una cantidad de partículas relativ 
pequeña la posibilidad de alterar la prohibición de red 
entropía es mayor que en los sistemas con mayor cantidad de 
particulas. 

En cambio, en sentido práctico la ley del no crecimiento 
de la entropia en sistemas aislados con una cantidad de 
particulas no extremadamente pequeña es absoluta. Su 
alteración es tan inverosímil, como. por ejemplo, que todo el 
aire que hay en cierta habitación se recoja espontáneamente 
en un vaso que se encuentra sobre la mesa. 

VARIACIÓN DE La ENTROPIA EN LOS PROCESOS 
IRREVERSIBLES. El cálculo se basa en que la entropia es 
función del estado. Si el sistema pasó de un estado a otro 
mediante un proceso irreversible, es lógico pasarlo 
mentalmente de un estado a otro con ayuda de cierto 
proceso reversible y calcular la variación de la entropia que 
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Fig. 49, Método de calcutar la 
variación de la entropia al 
haber contacto térmico de los 
cuerpos 


tiene lugar en este caso. La variación es igual al cambio de la 
entropía durante el proceso irreversible. 

Examinemos la variación de la entropía al nivelarse las 
temperaturas de dos cuerpos puestos en contacto térmico. 
Designemos las masas, los calores especificos a presión 
constante y las temperaturas del primer cuerpo y del segundo 
por my, Cy: Ti y mz, Cy,» Ta, respectivamente. Durante el 
contacto térmico las temperaturas de los cuerpos se nivelan 
Para simplificar el cálculo, consideraremos que el 
intercambio térmico tiene lugar a volumen constante (V, , = 
=const) de cada uno de los cuerpos, las capacidades 
calorificas cy, y cv, no dependen de la temperatura y T) > 
> T,. Para determinar la temperatura T, que poscerán los 
cuerpos después de alcanzar el equilibrio termodinámico, se 
puede escribir la ecuación 


mycy CT, — Ta) = mer (Ta — To). 
de la cual se desprende que 


q 0213) 
mcy, + mcy; 

La fig 49 muestra de modo esquemático el paso del 

estado 1 al 2. El proceso irreversible del intercambio térmico 
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para el contacto de dos cuerpos se representa en la fig. 49, a. 
En el estado inicial los cuerpos m, y m, están mutuamente 
aislados y poseen diversa temperatura, Luego se ponen en 
contacto térmico. A causa del intercambio térmico los 
cuerpos se trasladan al estado 2. Sin embargo, el paso del 
estado 1 al 2 puede efectuarse también con ayuda de los 
procesos reversibles (Mig. 49,b). En este caso los cuerpos m, y 
m; se consideran aislados y cada uno de ellos se conduce al 
estado 2 a la misma temperatura T) mediante el proceso 
reversible. Después de eso ellos se ponen en contacto, lo que 
no causa ninguna variación en su estado, De esta manera en 
los dos casos los estados inicial y final son iguales y el 
cambio de la entropia puede calcularse con ayuda de un 
proceso reversible. aplicando la fórmula (22.10): 


(22.14) 


donde Q =mcydT. Al calcular las integrales, obtenemos 


AS = mcv, ln (Ty T,) + mey, In (TT) (2215) 


Esto es precisamente la variación de la entropía en un 
proceso irreversible. Nos cercioraremos con ayuda de la 
fórmula (22.13) sustituyéndola directamente en (22.15), 
que AS>0. Sin embargo, sin ejecutar los cálculos, sólo 
basándose en el segundo principio de la termodinámica 
(22.12), queda claro que esto debe ser precisamente asi. De 
ello podemos convencernos fácilmente de otra manera. 
Realicemos un intercambro térmico entre Jos cuerpos, vtilizan- 
do cierta máquina que transfiere de modo reversible el calor 
de un cuerpo caliente al menos caliente. Para mayor 
claridad sea T, >T, Entonces la cantidad de calor 1501. 
tomada del cuerpo más caliente, disminuye su entropía en 
AS, = — 180|/T,. y esta misma cantidad de calor, cedida al 
segundo cuerpo, aumentará su entropia en AS, = (8Q(/T,. 
Como consecuencia, la variación total de la entropia de dos 
cuerpos que se encuentran en un contacto térmico, al 
transmitir |5Q | del cuerpo más caliente al más frio, es igual a 
AS = AS, + AS, = 5Q1[(1/T,) —(1/T,)]>0, dado que T, > 
o sea, en efecto, la entropia durante el intercambio 
térmico aumenta. 

Como segundo ejemplo, examinemos la nivelación de la 
presión en el gas, cuyas dos partes se hallaban, antes de estar 
en contacto, a diferente presión, pero a temperatura 
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Fig, 50. Método de calcular la 
variación de la entropía al 
igualarse la presión en el gas 


semejante T. Se supone que el sistema está aislado en sentido 
térmico, y la densidad de los gases es tal que se les puede 
considerar ideales. Esto quiere decir que su energía interna 
depende sólo de la temperatura y, al mezclarse éstos, no 
varía. En este caso el proceso de equilibrio que sustituye el 
de desequilibrio, consiste en que cada una de las partes del 
gas, halladas en los volúmenes Y, y V, se dilata de modo 
isotérmico hasta el volumen completo Y, +Y, (fig. 50) 
Entonces 


$ 22. Segundo principio de termodinámica En 


Tomando en consideración que p/T=mR/MV), donde 
M es la masa molar del gas, como resultado de la integración 
obtenemos 


AS 


La presión después de mezclar los gases se encuentra 
basándose en la ley de Dalton: 


PAR ARI + Y). 


EL PAPEL DE La ENTROPÍA EN LA PRODUCCIÓN DE 
TRABAJO. El principio de Kelvin prohibe el proceso ciclico, 
cuyo resultado sea la conversión por completo de cierta 
cantidad de calor en trabajo como consecuencia del contacto 
con un depósito térmico. La pra para el rendimiento del 
ciclo de Carnot muestra que fa cantidad de calor tomado del 
calentador, puede sólo transformarse parcialmente en trabajo, 
con la particularidad de que la parte de calor, convertida en 
trabajo, es tanto mayor cuanto más baja es la temperatura 
del frigorífico. La razón fisica de ello son los requisitos del 
segundo principio de la termodinámica, Dado que la entropía 
no disminuye para cualesquiera procesos en sistemas 
cerrados, cierta cantidad de calor no puede transformarse 
totalmente cn trabajo por el hecho de que significaria la 
desaparición de la entropia correspondiente, lo que 
contradice el segundo principio de la termodi Por 
esta razón, al realizar cierto trabajo, al frigorifico debe 
transmitirse por lo menos la misma entropía que se tomó del 
calentador. La entropía que se coge del calentador en el ciclo 
de Carnot, es igual a Q'*9T,, y la transmitida al frigorifico 


es = Q7 YT; Basándose en lo dicho, tiene que ser siempre 


-YRR T. 
o de otra forma 


ici 


lo que coincide con (223) Precisamente esta circunstancia 
condiciona la restricción del rendimiemo del funcionamiento 
de la máquina. 

El rendimiento máximo se alcanza en una màquina 
reversible, ya que en este caso al frigorífico se le transmite la 
cantidad minima posible de entropia. Para aumentar lo 
máximo posible el rendimiento es menester o bien elevar la 
temperatura del calentador, o bien bajar la temperatura del 
frigorifico. El decremento de la temperatura del frigorífico 
está limitado por las condiciones naturales, presentes en la 
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atmósfera circundante. Claro que se podría enfriar 
artificialmente el aire, pero para eso se tendría que consumir 
trabajo y, a fin de cuentas, no se obtendría ningún aumento 
del rendimiento, Por eso hay que considerar que para efec- 
tuar el trabajo existe cierta temperatura 7, mínima prefijada. 

Supongamos que existe una máquina cíclica a la que 
a cierta temperatura T le transmitieron energia 60 en forma 
de calor. La máquina transformará parte de esta energía en 
trabajo; en condiciones más favorables esta cantidad de 
energia será 


¿Ma = (1 — B/T)8. (22.16) 


Se denomina energia del sistema accesible para utilizarla, 
aquella parte de su energía que, siendo transmitida a la 
máquina en forma de calor a temperatura 7. se transforma en 
trabajo. Si a la máquina se le ceden porciones de calor 3Q 
a distinta temperatura, la energia que se convierte en trabajo, 
basándose en (22.16), puede ser, lo máximo, 


Wair =S(1— B/T)8Q. 7 


La energía restante, igual a la diferencia entre la energía 
transmitida a la máquina en forma de calor, y la convertida 
en trabajo, es inaccesible para transformarla en trabajo. 

Supongamos que el estado del sistema, a expensas de 
cuya energia se efectúa el trabajo, varia y el sistema pasa de 
cierto estado 1 al 2. Cambia también la energia máxima 
accesible para convertirse en trabajo. Es obvio que esta 
variación de la energia en cuestión es igual a 


wm 


AM, = f (1 — To/T)5Q. (22.18) 


con la particularidad de que para conservar las condiciones 
de la variación máxima de la energía accesible, es necesario 
considerar en la integral (22.18) que los estados 1 y 2 se unen 
mediante cierto proceso reversible. A estas condiciones 
5Q/T=dS y la integral se calcula inmediatamente: 


Amas = Q — TolS2— Si). 


Esto significa que la energía complementaria forma sólo 
una parte de la energia Q que se le comunica al sistema en 
forma de calor, con la particularidad de que la diferencia es 
tanto mayor cuanto más varía la entropia, Dicha 
circunstancia tiene que tomarse en consideración para 
analizar los dispositivos que transforman el calor en trabajo. 

Ejemplo 221. Calcular la variación de la entropia al 
mezclar un gas ideal monoatómico de masa m, que posee la 
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temperatura y presión iniciales T, y p,, respectivamente, y un 
gas biatómico de masa m, con la temperatura y presión 
iniciales T; y pz, respectivamente. Las masas molares de los 
gases mezclados son M, y My. 

Los volúmenes iniciales de los gases Y, y Y, se buscan, 
basándose en la ecuación de estado: 
¿RT (2219) 
aM, es la cantidad de moles de 
los gases monoatómico y biatómico. La mezcla de los gases 
puede imaginarse como la realización sucesiva de dos 
procesos: una dilatación isotérmica de cada uno de los gases 
hasta el volumen V=V, +V, y la nivelación de las 
temperaturas a volumen constante. La temperatura final 
a causa de la igualación de las temperaturas se determina 
mediante el principio de conservación de la energia: 
MERIN = N= vC T- Ta, (2220) 
de donde 
y Cp, Ty HVC 

Cr+ vCr: 


T= 


donde Cy, y Cr, son las capacidades caloríficas molares 
a volumen constante. 

En la relación general TdS = dU + pdV para la dilatación 
isotérmica es necesario considerar dU =0, para nivelar las 
temperaturas a volumen constante d dU = vCydT. Por 
eso la variación total de la entropia al mezclar los gases es 

. ia vay 
Asen enc eve pet 
k 


Tomando en consideración que 
UVEK = p THPT, h (V. Va) = pa TAPT). Cr, = 3R} 


de (22.22) hallamos 


a T O 
as= we E ( 7) ¡5 A (4) ] (2223) 


Ejemplo 222. Examinar la dilatación irreversible del gas 
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Fig. $1, Dilatación 
a presión constante 


del 


gas 


A B 


a presión exterior constante. Dos cilindros A y B se unen 
mediante un grifo G con un tubo capilar (fig. 51). El cilindro 
A de volumen Vestå cerrado y en él hay v moles de un gas 
ideal monoatómico a presión p > pp. El cilindro B se une por 
su extremo abierto con la atmósfera a presión po. El cilindro 
B posce un émbolo que puede deslizarse sin rozamiento a lo 
largo del mismo. Al principio el émbolo está sujeto al fondo 
del cilindro, Después el grifo G que cierra el tubo de 
acoplamiento entre los cilindros, se abre un poco y del 
cilindro A al B empieza a pasar lentamente el gas, como 
consecuencia de lo que el émbolo del cilindro B se aparta 
con una lentitud infinita de la pared. Entre los gases en los 
cilindros con el medio ambiente a temperatura constante 7, 
tiene lugar el intercambio térmico. Hallar cuántos moles de 
gas pasarán del cilindro A al B cuando el sistema alcance el 
estado de equilibrio. ¿Cuáles serán la relación entre los 
volúmenes Va del gas en el cilindro B y V, el trabajo A 
efectuado por el gas, y la cantidad de calor Q que cl gas 
intercambia con el medio ambiente? Calcular la vari 
total de la entropia AS del gas y el medio ambiente 
Puesto que la dilatación del gas es isotérmica. 


pV=po(V+ Va). o sea, p= poll + Va/ V), (22.24) 

de donde 

Val V=p/po— 1. 
Para hallar el número x de moles que a causa de la 


dilatación pasó al volumen del cilindro B, podemos escribir 
las ecuaciones para los estados inicial y final 


pY=vRTo, poV=(Y—x)RTo, 
de los que se desprende que 
x=v(1=po/p). (22.26) 


Al dilatarse el gas, su trabajo es A = po Ya o [véase (22.26) 
y (2225)] 


WA IA Ao, 4220 


o sea, el gas, al dilatarse, efectúa un trabajo sobre el medic 
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ambiente. Ya que el proceso es isotérmico, la energía interna 
del gas (ideal!) no cambió y, como consecuencia, toda la 
energía que gastó el gas para realizar el trabajo, se ha 
obtenido del medio ambiente en forma de calor. Según el 
principio de conservación de la energia, esta cantidad de 
calor es igual a 


Q=A4A=xRTo. (22.28) 
es decir, el calor llega al gas del medio ambiente, 


La variación total de la entropía se compone del cambio 
de la entropía AS, del gas y de la entropia AS, del medio: 


AS =AS,¿+ASm. (22.29) 


Para calcular la variación de la entropia, sustituyamos el 
proceso irreversible en cuestión por el reversible con el 


mismo estado final. Para cl gas eso será la dilatación 
isotérmica: 
AS,= [ 50/T=vRln(p/po). (22,30) 


w 


Del medio ambiente al gas se le transmite una cantidad 


de calor Q=xRT, y la cantidad de calor en el medio 
ambiente ha cambiado en — Q= —xRT, y su entropía ha 
variado en 

ASn= -Qh = —xR, (2231) 
es decir, se reducido. La variación total de la entropia 


como consecuencia del proceso en cuestión es 
AS =vRIn(p po) —xR = vR (In [viv=x1] xv). 


donde p/po = v/lv — x). 
Ejemplo 223. Hallar el trabajo que efectúa el gas durante 
una dilatación isotérmica reversible desde el volumen V 
y presión p hasta la presión po y el volumen V+ Vp (véase el 
ejemplo 22.2) Comparar este trabajo con el de (22.27) del 
proceso irreversible y expresar la diferencia de los trabajos 
por medio de la variación de la entropia. 
Para una dilatación isotérmica del gas su trabajo 
E » 
Aj = f pdV=vRT, | dV; V: 
w m 


VRT, In [vv 3]. 


eRT, In [(V+ Vov] = 


=vRT,In(p/po 


Al tener en cuenta (2227), hallamos 


e = ART, — VRT ln [vv —x)]= — RAS, 33) 
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Fig 


52 Dilatación del gas al 


A B 


es decir, el trabajo durante el proceso irreversible es inferior 
al efectuado durante el proceso reversible, 

Ejemplo 224. Investigar la dilatación irreversible del gas 
al vacio. Hay dos cilindros A y B del mismo volumen, unidos 
por un tubo capilar con un grifo G (fig. $2). Las envolturas 
de los cilindros (y del tubo capilar) son adiabáticas. Primero 
el grifo G está cerrado, el cilindro B está vacio y el A está 
lleno de v moles de gas a temperatura T. Luego el grifo G se 
abre un poco y el gas pasa a través del tubo capilar del 
cilindro A al B. Este proceso se supone lo suficientemente 
lento para que se pueda considerar que el gas se encuentra 
todo el tiempo en equilibrio casi estático tanto en el cilindro 
A, como también en el cilindro B. Sin embargo, no tiene que 
ser tan lento que haya tiempo que entre los cilindros suceda 
un intercambio directo de calor. En otras pala 
menospreciamos el intercambio del calor entre los cilindros. 
Después de que se igualen las presiones hasta p' en los 
cilindros, el grifo se cierra. Hallar la cantidad de moles que 
pasaron del cilindro A al B, las temperaturas del gas Ti y Tj 
en los cilindros A y B, la presión p y la variación de la 
entropia AS en este proceso. 

En el estado inicial en el cilindro A hay v moles de gas 
a presión p y temperatura T= pV/(vR) en el volumen Y, y en 
el estado final hay v—x moles de gas a presión p 
y temperatura T4. El proceso tuvo lugar, variando la canti- 
dad de sustancia. Por esta razón, para utilizar las fórmulas, 
válidas para los procesos con una cantidad de sustancia 
constante, es necesario calcular el estado final para v moles 
de gas a las mismas presiones y temperaturas. Es obvio que 
si v— x moles de gas ocupan el volumen V, v moles de gas 
ocupan el volumen vV/(v— x). Por eso el estado final del gas 
en el cilindro A se caracteriza por los parámetros p', vV/(v— 
— x), Ti. El paso del estado inicial al final transcurre de 
modo adiabático, por lo que se puede escribir la relación 
[véase (18.8)] 


y ya 
(Y ) sm, (22.34) 


x 
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de donde 
Ti= Ni- xý". (22.35) 


Por otra parte, la ecuación del gas ideal para el estado 
final en el cilindro A tiene el aspecto 


P V=(Y—x)RTÍ. (2236) 
y en el cilindro B 
w V= xRTå. (2237) 


La comparación de (2236) y (2237) conduce a la 
igualidad 
(W=x)Ti=xTb. (2238) 


Dado que el proceso sucede de modo adiabático y no se 
ejecuta ningún trabajo, la energía interna del gas permanece 
constante, es decir, la variación de la energía interna del gas 
durante el proceso es nula: 


AU =(Y—=x)CHTi- T) + xC TT) =0, (22,39) 
de donde, teniendo en cuenta (2228), hallamos: 

Ti=vT/ [Av —x1]. (22:40) 
Ta=v TQ) (22.41) 


Asi, pues, el gas en los cilindros A y B no se encuentra en 
equilibrio térmico. El valor de x se halla de la ecuación que 
se obtiene, igualando los segundos miembros de (22.40) 
y (22.35): 


vT/[Av = x] = TU — xp (22.42) 
Resolviendo esta ecuación con respecto a x, obtenemos 
x=v(1-27 1) (2243) 


La presión p' en el estado final se obtiene de la ecuación 
(2237), en la que se sustituye la expresión (2241) para Ta, 
por lo tanto, 


p =xRTg/V=vRT/QY) = p/2. (22.44) 


Tomemos en consideración que la variación de la 
entropia de v moles de un gas ideal al cambiar la presión en 
dp y la temperatura en dT. es igual a 


(22:45) 


Por eso la variación de la entropia de v—x moles en el 
cilindro A y v moles en el cilindro B son, respectivamente, 
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iguales a: 
=(V—x)C,IMT/T)—(V—x)R In(p'} p), (22.46) 
ASg=xC,In(T/T)—xRIn(p'/p). (2247) 


Entonces la variación total de la entropia del gas es 
AS=AS4+ASa=C,[(v—x)In(Ti/T)+xIn(T5/1)] + 
+vR In (p/p) (2248) 


§ 23. POTENCIALES TERMODINÁMICOS Y CONDICIONES 
DE LA ESTABILIDAD TERMODINÁMICA 


Se deducen las relaciones 
principales para los poten- 
ciales termodinámicos y. apli- 
cándolos, se analizan los 
rios de la estabilidad 
modinámica a distintas con- 
diciones. Se discute el conjunto 
de datos experimentales, nece- 
sarios para una descripción 
termodinámica completa de la 
sustancia, Se enuncia el princi- 
pio de Le Chatelier- Braun. 


ALGUNAS FÓRMULAS DE LAS MATEMÁTICAS. Supon- 
gamos que hay tres variables x, y, z, relacionadas entre si 
mediante la fórmula 


2=2(x, y) (03,14) 


Esto quiere decir que sólo dos de las variables son 
independientes y la tercera magnitud es función de las 
primeras dos. En (23.1a) esta dependencia se expresa de 
forma que las magnitudes (x, y) son independientes y la 
magnitud dependiente, función, es z. Sin embargo, la 
ecuación (23.1a) puede resolverse o bien con respecto a 
o bien con respecto a y, escribiendo la relación entre x 
z como 
zh y= yiz x) (23.1b) 

En este caso se toman en calidad de variables indepen- 
dientes y, z Ó z, x, respectivamente. De esta manera, la 
elección de las magnitudes independientes puede realizarse 
según el deseo de cada uno. 

Las diferenciales totales con respecto a z, x, y, definidas 
por las fórmulas (23.1a) y (23.1b), para distintos pares de las 
magnitudes, tomadas a título de variables independientes, 
tienen el siguiente aspecto: 


y 


dy 


de, de dy 
od y aii 


O 
a 
dy 


(23.2) 


La termodinámica tiene que ver con las diferenciales 
totales de distintas funciones de estado, con la particularidad 
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de que a título de variables independientes pueden tomarse 
diferentes pares de variables, Por ejemplo, supongamos que 
existe cierta función F que puede considerarse como función 
de x, y, o bien como función de x, z. En estos casos sus 
diferenciales totales tienen el siguiente aspecto: 


(23,3a) 


(23,30) 


Tanto en la expresión (23.3a), como en (23.3b) está 
presente el mismo término ĉF/ôx, pero su sentido y valor 
son completamente diferentes: en el primer caso es fa deri- 
vada para el valor de y constante y en el segundo, para el 
valor de z constante. Con el fin de evitar la confusión, en la 
termodinámica se denotan en forma explicita las variables 
independientes de las que se toman las derivadas, 
Verbigracia, las fórmulas (23.3) deben escribirse de la 
siguiente manera 


(3,40) 


(23.4b) 


CEN 
ar=( y) x 
& j 


Ahora es imposible confundirse y se ve que 


EHE) 


Si se utiliza esta condición, de las expresiones (23,2) se 
obtiene la siguiente relación entre las derivadas parciales: 


[ax y [ayy [êz 
IIA i 


Si se sabe que db es una diferencial total y se escribe 
como la fórmula 
db = Pdx + Q dy. (236) 
donde P y Q son funciones conocidas con respecto a X, Ys 
entonces de la definición y las propiedades de la diferencial 
total se deduce que 


on 
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DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN TERMODINÁMICA, Las 
funciones de estado se denominan funciones termodinám 
o potenciales termodinámicos. Existe una inmesa cantida 
funciones termodinámicas, puesto que si se conoce una de 
ellas, cualquier función con respecto a esta función es 
también una función termodinámica de estado (no nos deten- 
dremos en ciertas restricciones que es indispensable 
superponer en la elección de las funciones). Además de p. Y; 
T que caracterizan el estado, conocemos otras funciones de 
estado de la exposición anterior, tales como la energia 
interna U, la entalpia H y la entropía S. La energía interna se 
estudió en el $ 14, la entalpia se definió mediante la igualdad 
(7.7) y la entropía se da para el caso general por la fórmula 
de Boltzmann (19.2) Es necesario añadir lo siguiente con 
relación a esta última magnitud. 

Supongamos que el sistema en equilibrio consta de dos 
subsistemas. Las entropías del sistema y los subsistemas se 
dan por las fórmulas 


S=kInF, S,=kInT,, S¿=kInT, (238) 
Las magnitudes I, T, y T; están relacionadas mediante 

las fórmulas (5.1) con las probabilidades para el sistema y los 

subsistemas. Basándose en la fórmula de la multiplicación de 

las probabilidades de los sucesos independientes, 

ralis 039 
Al hallar por logaritmos (23.9) y tomar en consideración 

(238), encontramos 


es decir, la entropía es una función de estado aditiva: la 
entropía del sistema es igual a la suma de entropias de las 
partes que la integran. 

IDENTIDAD TERMODINÁMICA. El segundo principio de 
la termodinámica para los procesos reversibles, teniendo en 
cuenta la igualdad 8Q = TdS, toma el aspecto 


TdS =dU + pdv. (23.10) 


Esta igualdad es una identidad termodinámica, ya que 
para todos los procesos reversibles se satisface exactamente. 

ENERGÍA LIBRE O FUNCIÓN DE HELMHOLTZ. Entre la 
inmensa cantidad de otras funciones de estado posibles, 
además de las enunciadas antes, quedan pocas que 
desempeñan un papel importante en la termodinámica, Entre 
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ellas la que tiene gran valor es la energía libre F, introducida 
en 1882 por Helmholtz. 
Escribamos de nuevo (23.10) en forma 


54 =pdV= -dU + Täs. 
Para el proceso isotérmico (T= const} el trabajo, efectua- 
do por el sistema, puede representarse en la forma 
A= —d(U - TS)= —dF. (23.11) 
Asi, pues, el trabajo infinitamente pequeño, realizado por 
el sistema durante el proceso isotérmico, es una diferencial 


total e igual a la variación de la energía libre con signo 
contrari 


(23.12) 


Está claro que la energía libre es una función de estado, 
puesto que, conforme a (23.12) es una función respecto a las 
funciones de estado. Por lo tanto, durante los procesos 
isotérmicos ésta desempeña el papel de energia potencial: el 
bio de ella tomado con el signo inverso cs igual al 
trabajo efectuado. Pero esto es válido sólo para un proceso 
isotérmico; para un proceso arbitrario el trabajo, hablando 
en general, no es igual a ón de la energía libre. 

FUN: Y TERMODINAMICA E GIBBS. Se determina 
por la igualdad 


G=F+pV=H-TS. (23.13) 


Esta función se denomina — también potencial 
termodinámico de Gibbs. 

RELACIONES DE MAXWELL. Cada una de las funciones 
termodinámicas U, H, F. G puede representarse como una 
función de cualesquiera dos variables independientes entre p, 
Y. T, S, con la particularidad de que en calidad de variable 
independiente $ se introduce con ayuda de la identidad 
termodinámica (23.10). Dicho de otra manera, p, Y, T; S están 
unidas mediante dos relaciones, a saber: la ecuación de 
estado y la identidad termodinámica, por esta causa sólo dos 
de ellas pueden ser pendientes. 

Calculemos las diferenciales totales respecto a las 
funciones termodinámicas. La diferencial total dU se define 
por la fórmula (23.10): 


dU = TàS — pd K. (23.14) 
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Los demás parámetros no es dificil calcularlos: 


dH =dU + pdV + Vdp= TdS + V dp, (23.15) 


dF=-SdT-—pdV, (23.16) 


dG = — SdT + Vdp, (23.17) 


donde para dU se utilizó la expresión (23.14) Basindonos en 
(23.7) de (23.14)-(23.17), hallamos: 


(a) rr), (eCa 
t(z)e) ak (E); 
-s-(3F), j =o=(57),- (5)r (+), 
(B) vl) EFE 


Las cuatro igualdades entre las derivadas en (23.18) son 
las relaciones de Maxwell. 

POTENCIALES TERMODINÁMICOS. De la fórmula 
(23.14) se desprende que T y —p desempeñan el papel de 
fuerzas generalizadas si se considera la energía interna 
U como energia potencial, expresada por medio de las 
coordenadas generalizadas $ y Y, o sea, U =U (S, V). Esto 
nos da motivo de denominar potencial termodinámico 
a U (S, V). Es necesario subrayar que este nombre se le puede 
dar a la energía interna sólo cuando se toman a titulo de 
variables independientes, la entropía S y el volumen V. Para 
otra elección de variables independientes, otras funciones de 
estado serán potenciales termodinámicos. Las fórmulas 
(23.15-23.17) muestran que la entalpia H es un potencial 
termodinámico respecto a las variables independientes (S, p), 
la energía libre F, respecto a (T, V) y el potencial 
termodinámico de Gibbs G, respecto a (T, p). 

OTRO ASPECTO DE LAS DIFERENCIALES DE LA 
ENERGÍA INTERNA, ENTALPÍA Y ENTROPÍA. En distintas 
aplicaciones, a veces es necesario representar las diferenciales 
dU, dH y dS en una forma diferente de (23.14), (23.15) 
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y (23.10). Se admite que la energía interna de la sustancia es 
Tonción sólo de la temperatura y el volumen, o sea, U = U (T. 
V). por eso 


, [èU êU ôu 
dl (57) ( Par dv=Cy (i SY 7), dV(23.19a) 


donde, según la definición, Cy=(9U/4T). De (23,10) 
y (23.192) obtenemos 


Para cyr [2 dK. (23.190) 
ai di NE OCT 423120) 


Por otra parte. considerando la entropía como una 
función con respecto a (F V), es decir, S=S(T. V), 
obtenemos 


3.20) 


Al comparar (23.19b) y (23.20), hallamos: 


Eje) o 


La segunda de las igualdades de (23,21) con ayuda de la 
relación de Maxwell (05/20), =(0p/CT)w, se reduce a la 
fórmula 


EU (ê Vr= Rp Tp. 0322 
que permite representar la expresión (23.191) en la forma 
dU = Cr dT+ [Nê èT- pJaY. (23.23) 

Semejantes cálculos para la diferencial de la entropía y la 
entalpia conducen a las fórmulas 


ds=Cy (35), ak (2320 


dH=C,dT+ [ v- r( A Jon (2325) 
» ST 


ASIn pricalacitas 06 quo Ilian igualdad, según la 
definición, C, ¿Mp 

Si se toman T y p como variables independientes, la 
diferencial de la entropia es igual a 


23.26] 
ñ F) (23.26) 


FÓRMULAS PARA LAS CAPACIDADES CALORÍFICAS. 


Después de igualar las expresiones para dS de (2324 
y (23.26), tenemos 


dT_(¿p aT (ev 
Cr + dr=c E (E 
rF (5), YC (er) or 


de donde 


e ¿py dV (34 de 
ec rl (È 
EN 165) mi E dT 


donde C, — Cy se comporta de la misma manera tanto al 
variar el volumen a p= const, como también al cambiar la 
presión a V= const. Ello se ve directamente de (23.28), puesto 
que 


êp 

c, car AE) 
-cnperh&) (2% 
C, cor ( 37) (S); 


La relación (23.5) para las variables V. p, T, tiene el 
aspecto 


èp GAWE: 
(5), È III 12330) 
La relación (23.28) teniendo en cuenta (23.29) y (23.30). se 
escribe definitivamente de la siguiente manera: 
ciu TOVATE, 
d Tavip 


(3.9) 


(0331) 


DATOS EXPERIMENTALES, INDISPENSABLES PARA 
UNA DESCRIPCIÓN TERMODINÁMICA COMPLETA DE LA 
SUSTANCIA. La fórmula (23.31), en combinación con las 
obtenidas antes para dU, dH y dS, permite en principio, 
definir U, H y S sólo si se prefijan p, V, T y una de las 
capacidades caloríficas Cy o C,. Por otra parte, la energia 
libre y la función de Gibbs G se expresan mediante U, H y S, 
por lo que pueden también ser determinadas. De esta manera 
quedan fijas las propiedades de la sustancia, que se han de 
medir para poder describir todas sus propiedades 
termodinámicas. Sería conveniente señalar que se trata de 
sustancias puras. 

Si se examina una sustancia pura en cualquier fase 
determinada (por ejemplo, en forma de vapor o liquido), pue- 
de suponerse que para ella existe una ecuación de estado p= 
= p(T. V) la cual puede, en principio, establecerse de modo 
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experimental, haciendo una cantidad suficientemente grande 
de pruebas, o teóricamente, aunque sea de modo 
aproximado. Después, partiendo del experimento, es 
necesario obtener datos sobre las capacidades calorificas. 
Estos datos, a la par con la ecuación (23.31), permiten 
describir por completo  cuantitativamente todas las 
características termodinámicas de la sustancia. Precisamente 
de esta manera se obtienen las tablas termodinámicas para 
las sustancias reales. 

CRITERIO PRINCIPAL DE LA ESTABILIDAD TERMO- 
DINÁMICA. El estado de equilibrio de un sistema aislado de 
modo adiabático se alcanza siendo la entropía máxima. Esto 
quiere decir que todos los estados infinitamente cercanos, el 
paso a los cuales puede realizarse mentalmente sin tomar 
y ceder calor, poseen una entropía menor. El segundo 
principio de la termodinámica prohíbe el paso a semejantes 
estados. Esto a su vez significa que el estado de un sistema 
aislado adiabático es estable para un valor máximo de la 
entropia del sistema. 

La teoria general de la estabilidad termodinámica fue 
elaborada en 1875-1878 por el fisico norteamericano J. Gibbs 
quien enunció las siguientes condiciones necesarias 
y suficientes de estabilidad para un sistema aislado; 

1) para todos los cambios posibles del estado del sistema 
que no influyen en su energia, la variación de la entropia 
desaparece o es negativa; 

2) para todos los cambios posibles del estado del sistema 
que no influyen en su entropía, la variación de la energia 
desaparece y es positiva. 

Partiendo de estas condiciones generales, Gibbs examinó 
también los casos particulares, desarrollando la teoria del 
potencial termodinámico. 

CRITERIO DE LA ESTABILIDAD PARA UN SISTEMA 
QUE POSEE UN VOLUMEN Y UNA ENTROPÍA 
CONSTANTES. La desigualdad de Clausius (22.7) teniendo en 
cuenta (22.11) para un proceso irreversible infinitésimo que 
transcurre en el sistema, tiene el aspecto 


5Q < TAS. (2332) 


Tomando en consideración el primer principio de la 
termodinámica, la condición (23.32) puede escribirse de 
nuevo: 


dU + pdv- Tás <0. (2233) 


Siendo constantes la entropia (dS = 0) y el volumen (dV= 


2. Método termodinámico. 


1 


El estado de un sistema 
aislado adiabático es estable 
para la entropia máxima del 
sistema, 

El estado del sistema 

a volumen y entropia 
constantes es estable para el 
mínimo de la energia interna. 
El estado de un sistema 

a presión y entalpia 
constantes es estable para el 
mínimo de cntal 
El estado de un sistema 

a volumen y temperatura 
constantes es estable para el 
mínimo de la energia libre. 
El estado de un sistema 

a temperatura y presión 
constantes es estable para el 
minimo del potencial 
termodinámico, 


=0), obtenemos 
(2334) 


es decir, en el sistema pueden ocurrir sólo los procesos con 
reducción de la energía interna. Por lo tanto, el estado es 
estable para el valor minimo de la energia interna, 

CRITERIO DE LA ESTABILIDAD PARA UN SISTEMA 
QUE POSEE UNA PRESIÓN Y ENTROPÍA CONSTANTES. En 
este caso la condición (2233) tiene la forma 


es decir, en el sistema pueden suceder sólo los procesos que 
traen la disminución de la entalpia H = U + pV. Por lo tanto, 
el estado es estable para el mínimo de la entalpia. 

CRITERIO DE LA ESTABILIDAD PARA UN SISTEMA 
QUE POSEE UN VOLUMEN Y UNA TEMPERATURA 
CONSTANTES. Para dV=0 y T=const, la desigualdad 
(23.33) se escribe como 


es decir, en el sistema pueden tener lugar sólo los procesos 
que transcurren disminuyendo la energia interna F = U — TS. 
Por lo tanto, el estado es estable sólo para el minimo de la 
energía libre. 

CRITERIO DE LA ESTABILIDAD PARA UN SISTEMA 
QUE POSEE UNA TEMPERATURA Y PRESIÓN 
CONSTANTES. Aplicando la expresión (23.13) para el 
potencial termodinámico, la desigualdad (23.33) se transforma 
en 


dG- SAT+ Vdp <0. (23,37) 


A temperatura y presión constantes, las diferenciales dT= 
=0, dp=0 y (2337) se reducen a la desigualdad 


(23.38) 


o sea, en el sistema pueden ocurrir sólo los procesos con 
reducción del potencial termodinámico. Como consecuencia, 
el estado es estable para el mínimo del potencial 
termodinámico. 
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PRINCIPIO DE LE CHATELIER - BRAUN" La estabilidad 
del estado se asegura con que al desequilibrar el sistema, en 
éste surgen factores que tienden a volver el sistema al estado 
de equilibrio. La necesidad de que surjan semejantes factores 
se desprende de la existencia de los estados estables. En la 
electrodinámica la enunciación de este concepto se conoce 
bajo el nombre de reglas de Lenz. En la termodinámica ésta 
se expresa como el principio de le Chatelier- Braun: si sobre 
un sistema en equilibrio termodinámico estable influyen 
factores externos que tienden a sacarlo de este estado, en 
el sistema surgen procesos que tienden a suprimir las 
variaciones, originadas por las influencias exteriores, 

EXPRESIÓN DE LOS POTENCIALES TERMODINÁMICOS 
MEDIANTE LA SUMA ESTADÍSTICA. Si en la expresión 
(7.15) para la energia media no entra la energia cinética del 
movimiento ordenado general de translación de las 
moléculas, es decir. si el movimiento del centro de masas no 
existe, dicha expresión puede considerarse como definición 
estadistica de la energia interna. Teniendo en cuenta que Z es 
función de la temperatura y el volumen y P=1/(KT) la 
derivada con respecto a B en esta expresión es necesario 
considerar que se toma a volumen constante: 


ELA ELA pr, 
U= Es )-( 7 ya ( 


Escribamos la fórmula (23.16) teniendo en cuenta las 
expresiones para 5 de (23.12) en forma 


dF = ~ (U — F)dT/T — pay (23,400) 
y comparémosla con la diferencial con respecto a la 


expresión (—kT In Z), tomando en consideración que ésta 
depende sólo de T y V: 


39 


dz OKT In Z) 
- a( ar mz jar - a 
d(—KkTInZ) ( Sn tmz)ar T 
(23.40b) 
Las expresiones (23.40a) y (23.40b) son idénticas si la 


energía interna se determina por (23.39) y la energía libre se 
determina por 


F=-—kTInZ. (23.41) 
Los demás potenciales termodinámicos se expresan 
* Este principio fue enunciado por el cientifico francés Le 


Chatelier (1850-1936) en 1884 y después, en 1887, en una forma más 
ampliada, por el cientifico alemán Braun (1850-1918) 
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mediante la energía libre aplicando las fórmulas (23.18): 
la presión 


ôF 
3 
p ( w) (23.424) 


la entropía 


la energía interna 


ôF ELA 
¡=F-T( Gp) =K š 2. 
U=F (5) r( ET Jy (23.42b) 
la entalpia 
H=U+pV: (23.420) 
la temperatura y el volumen 
ĉH êH 
=z) Yz 23424 
(a) ra), pa 


la función termodinámica de Gibbs 


G=F+pV=H-TS. (23.422) 


Así, pues, el saber la suma estadis permite efectuar un 
análisis completo del estado termodinámico de los sistemas. 

Ejemplo 23.1. Con ayuda de la suma estadística hallar los 
potenciales termodinámicos de un gas ideal monoatómico. 

En el ejemplo 12.1 se calculó la suma estadística para un 
gas ideal monoatómico que se prefija por la fórmula (12.25). 
Teniendo en cuenta (23.41) para su energía libre y tomando 
en consideración (1226), encontramos la expresión 


5 V (2nmk TP 
F=- sar er] + 1} ` 123.43) 
Conforme a (23.42a), la entropia es igual a 
AL 5 
= —(0F/0T)y=nk pa] + 3 (23.44) 


Basándose en (23.42b), la energía interna se prefija por la 
fórmula 


U= (22) =",mkT. (23.45) 
v 
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La presión se calcula de acuerdo con (23.420): 
(5) nkT_ vNakT VRT 
PERR a OA 
T 


êv, v 13 y” (240) 
donde v=n/N4 es el número de moles. La entalpia y el 
potencial termodinámico de Gibbs se encuentran aplicando 
2c) y (23.420). 

:jemplo 23.2 Hallar la variación de la entropia al 
mezclar dos masas de gases monoatómicos que ocupaban 
inicialmente los volúmenes Y, y V, a temperaturas T, y Tz- 
Las masas de los gases son m, y My. 

El proceso de la mezcla se divide en dos procesos 
sucesivos: el primero, de la dilatación isotérmica de cada 
parte de sus volúmenes V, y V, hasta el volumen final V= 

, y después el proceso de nivelación de las 
as a volumen constante. Para el estado inicial 


(23.47) 


/M son la cantidad de moles en 
la una de las partes del gas que se mezla; M, la masa 
molar del gas. Después de nivelar la temperatura y la presión 
y de estabilizar el equilibrio, obtenemos: 


pY =vRT. 
VU + Ds (2348) 


y 


nt Va 


El principio de conservación de la energia al nivelar la 
temperatura, nos da la siguiente expresión para la 
temperatura final: 


T= T, + vaT aV + va) (2349) 


La expresión (23.44) para la entropía se reduce, mediante 
relaciones V=vRT/p, n=vN 4. a la forma 


227 5 
S=vR fin E aN ] + 5 (23.50) 


p Ba j'a 


La variación de Ja entropía se forma de dos partes: de la 
variación de la entropia de la primera masa de gas al 
dilatarse hasta el volumen y presión finales y el cambio 
posterior de la temperatura hasta su valor definitivo T. Esta 
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variación de la entropia es igual a 


AT mkTP? 
AS, rf mah 


P mel] (QxmkT, 


no em 


r $2 
=vra| t (7) } (2351) 


La entropia AS, se calcula de la misma manera, La 
variación total de la entropia al mezclar los gases es 


(23.52 


PROBLEMAS 


21. Haciendo uso de la ley de equipartición de la energia según los 
grados de libertad, hallar la energia interna de 21 de hidró: 
geno y 31 de dióxido de carbono a presión de 10% Pa, 
Tiene lugar una dilatación politrópica del gas con el indice de 
la politrópica n= 2. Al comienzo de la dilatación To = 350 K, 
po=19.6-10% Pa y Vy=51, y al final de la dilatación p= 
= 1,96-10* Pa, Hallar la temperatura y el volumen del gas en 
estado final. 

23. Un kmol de un gas ideal a condiciones normales (pp= 
= 1013 hPa; To = 273,15 K) se comprime durante un proceso 
politrópico con el indice de la politrópica n=1,25 hasta un 
volumen, el doble menos que el inicial. ¿Cuáles son la presión 
y temperatura al final del proceso? 

24. Calcular la energia intema F, la entropía S y la entalpia 
H para | m? de helio a temperatura de 1227"C y presión de 
100 Pa. 

25. Calcular la variación de la energía libre y la entropía de 
SO cm? de helio durante la dilatación adiabática hasta el 
volumen de 100 cm? si en el estado inicial la temperatura del 
helio era de 1227°C y la presión de 100 Pa. 

26, Hallar la variación de la energía libre y la entropia de 50 cm? 
de helio para la dilatación isotérmica hasta el volumen de 
100 cm? si la temperatura inicial era de 1500 K y la presión de 
100 Pa. 

27. Hay 28 g de nitrógeno a temperatura de 127'C y presión de 
0.98-10* Pa y 64 g de oxigeno a temperatura de 27°C y la 
misma presión. Los gases se mezclan a presión constante, la 
temperatura se nivela. Los grados oscilatorios de libertad cn el 
intervalo dado de temperaturas no son efectivos. Hallar la 
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RESPUESTAS 


variación de la entropía y la temperatura de la mezcla de los 
gases después de nivelarše la temperatura. 

23. Tiene lugar la mezcla de 1 mol de moléculas de nitrógeno que 
posee una presión inicial de 098-10% Pa, y 2 moles de 
moléculas de oxigeno con una presión inicial de 1,96-105 Pa. 
Las temperaturas de los gases son las mismas e iguales 
a 300K. Hallar la variación de la entropia al mezclar los 
gases. 

29. Un gas ideal se comprime de modo que su energía interna no 
cambia. Hallar su capacidad calorífica molar. 

2.10. Analizar el comportamiento de los potenciales termodinámicos 
de un sistema de espines ($ 21) a temperatura termodinámica 
negativa. 

Indicación. Hacer uso de las tablas para las funciones 
hiperbólicas. 

2.11. En un recipiente cilindrico de altura h en un campo de grave- 
dad se ubica un mol de moléculas de un gas ideal, cuya masa 
de una molécula es m. Hallar la capacidad calorífica del gas en 
el recipiente (a condición de mgh«kT) 

212 Como resultado de cierto proceso, las moléculas de un gas 
biatómico comienzan a disociar, ¿En cuánto sube la presión 
del gas si efectúan la disociación un 10 por 100 de moléculas 
a temperatura invariable? 

2.13. ¿Cuál es la concentración de las moléculas de un gas ideal a 
T=290 K y p= 10° Pa? 


2.1, Un, =490J; Uco =882J. 22 V= (p/p) Vo= 1581 T= 
=[pV/IpoVo)) To = 1166 K. 23, p=233-10% Pa; T= 3248 K. 
24. F= — 2460 J; S = 1,7 J/K; H =250 J. 25, AF = 0,0455 J, AS = 
=0. 26, AF = — 0,00345 J; AS = 23-1074 J/K. 27, AS = è 
1=603%C. 28 AS=173J/K. 29. C= Cy. 211,C 
+(R/AY[mgh/(KT]?. 212. 10%, 213. 25-10% m~? 


Capítulo 3 


Gases fotónico y electrónico 


Tesis principal: según la definición, semejantes 
microparticulas no se distinguen entre si. 
Las particulas indiscernibles se dividen por su 


comportamiento en dos tipos: 

1) aquellas, cuya cantidad puede ser arbitraria para el 
estado cuántico dado; 2) aquellas, cuya cantidad no supera 
la unidad (o sea, es O o bien 1) para el estado cuántico 


dado. 


Analogía: En un mismo lugar del espacio no puede 
encontrarse simultáneamente más de un sólido 
impenetrable. 

Pero si se trata de, por ejemplo, nubes de vapor o de 
humo, pueden haber al mismo tiempo muchos objetos de 
este género en una misma zona del espacio. 


$ 24, DISTINTOS MODELOS DE COMPORTAMIENTO 
DE LAS PARTÍCULAS Y DISTRIBUCIÓN DE MAXWELL- 
BOLTZMANN 


Se examina la dependencia 
entre el modelo del compor- 
tamiento de las particulas 
y sus propiedades. Se analiza 
el sentido del concepto de la 
naturaleza de la partícula, Se 
discute el carácter de la 
estadistica con respecto al 
modelo de comportamiento de 
las partículas y se da la ca- 
racterística de distintos mode- 
los. 

Deducción de la distribución 
de Maxwell- Boltzmann como 
distribución — microcanónica 
clásica para las particulas 
discernibles, aplicando los 
métodos combinatorios. 


MODELO DE MAXWELL-BOLTZMANN. Al examinar el 
sistema de muchas partículas (véase el capitulo 1) se suponía 
que éstas poseen ciertos rasgos que permiten distinguirlas 
mutuamente, aunque las particulas se consideraban 
completamente iguales. A raiz de esto al calcular los 
microestados, dos microestados, diferentes en que dos 
particulas se cambiaron de lugares, se consideraban como 
distintos. Semejante modelo de particulas discernibles se 
denomina modelo de Maxwell-Boltzmann y la teoria 
estadistica que se obtiene en este caso, estadistica de 
Maxwell- Boltzmann. k 
CARÁCTER INDISCERNIBLE DE LAS PARTÍCULAS. No 
conocemos los rasgos, por los que podriamos distinguir una 
partícula de otra, ya que según la definición, las particulas 
son completamente idénticas. Imaginémonos dos particulas 
totalmente iguales en ciertos estados. Entonces queda claro 
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En la estadistica de 

Fermi- Dirac existe una 
concurrencia” al ocupar los 
estados: si alguna particula 
ocupa un estado, otra 
partícula no puede ocupar 
este estado, En la estadística 
de Bose-Einstein no existe 
semejante “competencia”: la 
particula puede ocupar cierto 
estado, independientemente 
de si éste 
otras pa 
Está claro que si la 
“concurrencia” en la 
estadistica de Fermi-Dirac 
es fútil, sus resultados deben 
aproximarse a los de la 
estadistica de Bose-Einstein, 
La “competencia” entre las 
particulas al ocupar un 
estado no es importante si la 
cantidad de particulas que 
pretenden apropiarse de éste 
es pequeña, o sea, si la 
cantidad media de particulas, 
correspondientes a un estado, 
pequeña. En este caso las 
distribuciones de 

Fermi- Dirac 

y Bose-Einstein coinciden 

y se reducen a la distri- 
bución de 

Maxwell- Boltzmann. 


que si cambiamos las particulas de sitio, la situación fisica no 
varía en nada. Si se toman dos electrones, su carácter 
indiscernible es aún más evidente, ya que desaparecen las 
consideraciones sobre las posibles diferencias en su estado 
interno. Si las particulas se consideran indiscernibles, se 
obtienen otras reglas para calcular los estados microscópicos 
que en el modelo de Maxwell- Boltzmann. 

MODELOS DE BOSE-EINSTEIN Y FERMI-DIRAC. Los 
modelos en que las particulas se examinan como 
indiscernibles, se llaman modelos de Bose-Einstein 
y Fermi-Dirac. 

Estos modelos se diferencian entre si por el 
comportamiento de las particulas con respecto a los 
microestados. Si en un estado dado puede hallarse no más de 
una particula, semejante modelo se denomina modelo de 
Fermi- Dirac, pero si puede haber tantas partículas como se 
desee, entonces se flama modelo de Bose-Einstein, 
Subrayemos que el estado no se determina sólo por su 
energía, sino también por otros parámetros. Verbigracia, los 
estados de una misma energía, pero que se diferencian por la 
dirección del impulso de la partícula, son distintos. Por eso la 
enunciación más precisa dice: en el modelo de Bose - Einstein 
en cada estado cuántico puede encontrarse cualquier canti- 
dad de particulas, mientras que en el modelo de 
Fermi-Dirac, no más de una. 

La teoria estadistica basada en el modelo de 
Bose-Einstein, se denomina estadistica de Bose- Einstein. 

La teoría estadística, basada en el modelo de 
Fermi -Dirac, se llama estadística de Fermi- Dirac. 

FÓRMULAS DE LA ESTADISTICA DE MAXWELL- 
BOLTZMANN COMO CASO LÍMITE DE LAS FÓRMULAS DE 
LAS ESTADÍSTICAS DE BOSE-EINSTEIN Y FERMI-DIRAC. 
Las particulas reales son indiscernibles, por lo que no 
corresponden al modelo de Maxwell- Boltzmann; éstas se 
someten o a la estadistica de Bose-Einstein, o bien a la 
estadística de Fermi-Dirac. Como demostró W. Pauli, las 
partículas con espín entero se someten a la estadistica de 
Bosc —Einstein, y con el espin semientero, a la estadística de 
Fermi-Dírac. No existen partículas, supeditadas a la 
estadística de Maxwell - Bolizmann, en cambio ésta describe 
correctamente el comportamiento de las partículas para una 
cantidad muy considerable de casos importantes en la 
práctica que se encuentran con más frecuencia. Ello está 
condicionado con que las fórmulas de las estadisticas de 
Bose-Einstein y Fermi- Dirac se transforman en las fòr- 
mulas de la estadistica de Maxwell - Boltzmann cuando la 
cantidad de estados accesibles para las partículas, es mucho 
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mayor que el número de partículas que pudiese ocupar estos 
estados, o en otras palabras, cuando la cantidad media de 
particulas perteneciente a un estado, es pequeña. 

En la práctica se choca con más frecuencia precisamente 
con esta situación. 

Señalemos especialmente que en el caso límite se trata de 
la coincidencia de las fórmulas y no de que varie el 
comportamiento de las particulas. 

Las partículas con un espin semientero se someten 
siempre a la estadística de Fermi-Dirac, y con el espin 
entero, a la estadística de Bose- Einstein. 

DISTRIBUCIÓN DE MAXWELL-BOLTZMANN. Supon- 
gamos que existe un número n grande de partículas, cada una 
de las cuales puede poseer un juego discreto de valores de 
energía E, Designemos el número de particulas de energía £, 
por n La energía total E de todas las particulas es constante 


E=EmE,= const. (241) 


Esto significa que la distribución en cuestión es 
microcanónica. Además, el número total de particulas es 
también constante 


n=Yn,= const. (42) 


q 

Dado que la distribución es microcanónica, cada una de 
las partículas puede poseer con la misma probabilidad cual- 
quiera de las energías accesibles E, Para deducir la distri- 
bución energética de las particulas es menester hallar el 
número de pfocedimientos, con los que las particulas pueden 
distribuirse según las energías E. Ante todo es necesario 
determinar la cantidad de procedimientos, por los cuales pue- 
den elegirse n, partículas diferentes entre las n partículas. Esta 
tarea ya fye resuelta y la respuesta se da mediante la fórmula 
(5.5): 


T,=5 (5, !(n—n)1). (243) 


Dado que los microestados diferentes son independientes 
entre si, el número total de T microestados que realizan una 
distribución concreta de las partículas con respecto a las 
energías E, es igual al producto del número de microestados 
(24.3), en los cuales n, partículas se encuentran en el nivel con 
energía E; 


(24.4) 
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donde [] es el producto: 


J| a= aaz ... dy. (24.5) 
isi 

En (24.4) se tiene en cuenta que i toma todos los valores, 
correspondientes a todas las energías, accesibles para las 
partículas. La fòrmula (24.4) resuelve la tarea de calcular el 
número de microestados para el modelo de parúculas 
diferentes entre si. 

El estado de equilibrio lo determina el requisito del 
máximo del número de microestados T. Esta cantidad depen- 
de de n, Al calcularla. es cómodo no operar con F, sino con 
hr: 


(24.6) 


Cada uno de los términos de la suma depende de n; de forma 

. asi como en forma implicita por medio de n, 
partiendo de la igualdad (24.2). Es necesario subrayar que la 
dependencia implicita de In T respecto a n está sólo en el 
término In TF, ya que los números de los microestados en 
distintos niveles energéticos son independientes. Si los 
números n, no estuviesen relacionados mediante la igualdad 
(24.2), la condición del extremo sería ésta: 


óInT= Yon T= YN E  Sen Ju =0 (247 
n n, t On 


y a consecuencia de que ón, es independiente, se reduciría 
a la ecuación 
¿lnT, ên , ólnr, 
pe 
en 


= (248) 
en, 


En cambio, en realidad n, no son independientes, sino que 
están relacionados mediante la igualdad (24.2) que significa 
que 


ón=Yén =0. 249) 


Además, de la igualdad (24.1) se desprende la necesidad de 
satisfacer las condiciones 


ey 


(24.10) 
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Por eso las igualdades (24.7), (24.9) y (24.10) deben observarse 
simultáneamente y m mo pueden en cada una de ellas 
considerarse independientes. Multiplicamos las igualdades 
(249) y (24:10) por -a y —P, respectivamente, y las 
sumamos término a término con las igualdades (248) 


Sin T — pòE -n-i L din — PE, -aJn 
7 


o 


(24.11) 
donde se tiene en cuenta que 2njón,=1. En esta ecuación 
constantes B y « se tomaron la dependencia de las magni- 
tudes de 1, entre sí, condicionadas por las igualdades (24.1) 


y (24.2); por lo tanto, las variaciones ón, en (24.11) pueden 
considerarse independientes. Como consecuencia. los factores 
de ón, deben ser nulos y la condición de extremo se escribe 
como 


ènr, enr, 
ANEREN A ESE 
Sn +, 


El método expuesto de hallar el extremo se denomina 
método de multiplicadores indeterminados de Lagrange. 

Puesto que los valores de 1, son muy grandes, al calcular 
Inf, se usa la fórmula de Stirling (5.13). Entonces 


ETE) 
y, por lo tanto, (24.12) toma el aspecto 
In TE, 2=0. (24.14) 
Al hallar por logaritmos, encontramos que 
124.15) 


Puesto que las particulas son independientes, la relación 
(n/n) = 2, es la probabilidad de que la particula posea la 
energía E, Basándose en (24.15), esta probabilidad es igual a 
Py 


/n = Ae- PE, (24.16) 


donde A=e"" es una constante de normalización. 
Subrayemos que todo el examen anterior se efectuó en los 
márgenes de un sistema mierocanónico. 

Si las energías que pueden poseer las particulas del 
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sistema, forman un conjunto continuo de valores, es menester 
usar el concepto de densidad de probabilidad. La energia 
total de la particula es igual a la suma de su energia cinética 
E¿=mt*/2, que depende de la velocidad, y la energía 
potencial E, =E,(x, y, z) que depende de las coordenadas. 
A base de (24.16), puede deducirse que en el elemento del 
volumen dxdydz de, de, do, en las inmediaciones del punto 
(X, Y, Z, De Epa B) Se encuentra una cantidad de particulas 


= de" PE, + E) dx dy dz de, de, de, 


din(x, y, Z, Pes Uy, 03) 


(417) 


Después de calcular por esta fórmula la energia cinética 
media de la particula, hallaremos, lo mismo que en el $ 7, 
que P=1/kT, donde T es la temperatura termodinámica 
absoluta. Por esta razón, (24.17) toma el especto: 


r) = Aexp{- [me/2 + 
JJ) dx dy dz de, de, de,. (2418) 


Esta fórmula se denomina distribución de Maxwell- 
Boltzmann. 

Las coordenadas (x, y, 2) y las velocidades (r, 1), 4.) son 
independientes. Por eso, al integrar (24.18) bien con respecto 
a las velocidades, o bien con respecto a las coordenadas, 
obtenemos las fórmulas 


= Ape EAT Ax dy dz, (2419) 
-imeta 
opa Ayo MEET MAT de, dop, (24.20) 


donde A, y A, son constantes de normalización. Las fór- 
mulas (24.19) y (24.20) expresan respectivamente la distri- 
bución de Boltzmann (11.70) y la de Maxwell (7.15). De 
modo oficial, la distribución de Maxwell - Boltzmann puede 
obtenerse, partiendo de las distribuciones de Maxwell 
y Boltzmann, multiplicándolas a consecuencia de ser las 
coordenadas y las velocidades de la particula independientes. 
En cambio, queda oculta la condición para efectuar esta 
distribución, a saber: el carácter indiscernible de las 
partículas. Esta premisa, desde el punto de vista físico, es 
errónea, puesto que no hay micropartículas distinguibles 
y todas las particulas que existen realmente, se describen 
o mediante la distribución de Fermi -Dirac o bien mediante 
la distribución de Bose-Einstein. Pero todo ocurrió de 
manera que en las situaciones con que se choca la mayoria 
de las veces y con las que tiene que ver la fisica clásica, las 
distribuciones de Fermi-Dirac y Bose-Einstein práctica- 


dx, y 
de, v 
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mente coinciden con la distribución de Maxwell - Boltzmann 
que es la principal distribución en la estadística clásica. 


$ 25. DISTRIBUCIÓN DE FERMI- 


DIRAC 


La distribución de Fermi 
Dirac se deduce por medio de 
los métodos combinatorios, 
calculando directamente el 
número de estados para la 
cantidad de particulas fija y la 
energia total. Se analiza la 
transición limite a la distri- 
bución de Gihbs 


CÁLCULO DEL N ERO DE ESTADOS. Los estados 
cuánticos de la particula se caracterizan por un conjunto 
discreto de energias posibles: niveles energéticos. Cada nivel 
energético incluye en si una serie de estados, iguales según la 
energía, pero diferentes en lo que se refiere a otras 
caracteristicas. La tarea consiste en determinar distintos 
procedimientos, mediante los cuales las particulas ocupan los 
estados, accesibles para ellas, de acuerdo con el modelo de 
“las reglas de comportamiento” fijado pará ellas. 

Para mayor evidencia imaginémonos los distintos niveles 
energéticos en forma de cajones grandes y los diferentes 
estados en los márgenes de una misma energia, en forma de 
cajones pequeños dentro de los grandes (fig. 53). El número 
de los cajones grandes es igual a los niveles de energia y la 
lad de los cajones pequeños en el ¿ésimo cajón grande 
es igual a g, Hablando en general, la cantidad de cajones 
pequeños en distintos cajones grandes es diferente. En este 
modelo las particulas se consideran como bolas que es 
necesario ubicar en los cajones pequeños, con la particulari- 
dad de que en el modelo de Bose-Einstein en cada cajón 
pequeño puede colocarse una cantidad cualquiera de bolas, 
mientras que en el modelo de Fermi - Dirac, como término 
máximo, una bola. Las bolas entre si son indiscernibles, 
Designemos el número de bolas por n y calculemos la canti- 
dad de ubicaciones posibles de las bolas para el modelo de 
Fermi- Dirac. 

En cada uno de los cajones grandes puede haber n 
partículas, con la particularidad de que n, < g, La cantidad 
total de particulas en todos los cajones es n= $i; Ante todo 
hallemos la cantidad de procedimientos con los que n; 
objetos indistinguibles entre si pueden colocarse en g; lugares. 
Este problema ya ha sido resuelto y la respuesta se da por la 
fórmula (5.4) que para las magnitudes en cuestión adquiere el 
aspecto 
T,= g, !/n 9,1). (25.1) 

Los microestados en cada uno de los cajones grandes son 


independientes, por lo tanto, no tiene ninguna importancia 
cuáles de las n particulas se encuentran en un cajón. Por esta 
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bució 
particulas 


energética 


de 


g, 53. Modelo de la distri- 


ls 


razón, el número total de estados en el conjunto de todos los 
cajones grandes es igual al producto del número de 
microestados en cajones grandes aislados: 


del ar TE (52) 
donde TI es el producto: 
Mas (253) 


En (25.2) se prevé que en el producto į toma en 
consideración todos los cajones grandes. 

La fórmula (252) resuelve el problema de calcular el 
número de microestados para el modelo de Fermi-Dirac. 

DISTRIBUCION DE FERMI-DIRAC El estado de 
equilibrio lo determina el requisito del máximo de la canti- 
dad de estados T. Este número depende de n, es decir, de 
distribución de las particulas con respecto a la energia. Para 
cómodo no operar con P, sino que con In T. 
Si los números n, fuesen independientes, la condición de 
extremo para In T tendria este aspecto: 


ĉl 
nr= y: aa RSA 


y en vista de que n; son independientes, se reduciría a las 
ecuaciones (0 In F/cn,) =0, En cambio, n, en realidad no son 
magnitudes independientes. Ellas están relacionadas por la 
condición de que la cantidad de particulas es constante: 


En = 025.5) 
lo que significa 
(25.6) 
057) 
de donde se desprende que 
U -Xa $ ón, =0. (25.8) 


Las condiciones (25.4), (25.6) y (25.8) deben satisfacerse al 
mismo tiempo y m en cada una de ellas no pueden 
considerarse independientes. Multiplicamos las igualdades 
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En la estadistica de 

Fermi- Dirac la 
“concurrencia” entre las 
particulas al estar ocupados 
los estados, es 
extremadamente intensa, 
puesto que el estado ocu- 
pado por cualquier particula 
está prohibido para otras 
particulas. En cierto sentido, 
puede decirse que la 
partícula apropiada de cierto 
estado, “repele” las demás 
partículas de este esta 
como si las “mantuviese” 
un alejamiento de éste. La 
“concurrencia” entre las 
partículas se debilita si la 
cantidad de los estados 
admitidos para ellas supera 
en gran escala la cantidad de 
particulas. 


(255) y (25.8) por unas constantes indeterminadas — a y =D 
respectivamente, y las sumamos: 


¿lar 
Gtnr—p6U aña X | -ba -an 0 (259, 
EL ón, 


En esta ecuación las constantes B y æ establecen la depen- 
dencia de las magnitudes n; entre si, por eso todos los n, 
multiplicadores de ón, deben ser nulos y la condición de 
extremo se escribe como 


(25.10) 


Dado que los valores de s son muy grandes, al calcular 
Inf se utiliza la fórmula de Stirling (5.13). Entonces 


ar. ) est) 
y. por lo tanto, (25.10) adquiere la forma 
"($ i)e -am0 2512) 


Hallando por logaritmos, obtenemos 


» 1 


A apari FT' (25.13) 


donde n,/g, es la cantidad de particulas, perteneciente a un 
estado cuántico de energía e, La fórmula (25.13) se denomina 
distribución de Fermi- Dirac. . 

TRANSICIÓN LÍMITE A LA DISTRIBUCIÓN DE GIBBS. 
Para valores de n/g, muy pequeños, el multiplicador 
exponencial en el denominador del segundo miembro de 
(25.13) debe ser mucho mayor que la unidad, Por eso en el 
denominador puede menospreciarse la unidad y escribirse la 
distribución en forma 


(25.14) 


'. La expresión (25.14) coincide con la distri- 
bución de Gibbs (7.5), representada en forma de (7.6), ya que, 
según la definición, la probabilidad #(e,) en (76) es 
proporcional al número de particulas n, con energia €,. As, 
pues, la distribución de Fermi-Dirac se transforma en la 
distribución de Gibbs para (n/g,<<1. 
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DEFINICIÓN DEL PARÁMETRO $. La transición limite 
puede utilizarse al aclarar el sentido del parámetro f. Dado 
que en (25.14) sabemos que B=1/(kT), en (25.13) este 
parámetro tiene el mismo significado. El sentido del 
parámetro B puede aclararse también directamente en los 
márgenes de (25.13), sin referirse a la transición límite. Para 
ello, después de hallar la expresión para la entropía 
y compararla con la fórmula de la entropía a volumen 
constante dS =dU/T, se obtiene B= 1/(kT). No hay necesi- 
dad de citar aqui la deducción de esto. 

DEFINICIÓN DEL PARÁMETRO a. El parámetro « se 
determina por la normalización en una cantidad completa de 
particulas que expresa la condición de conservación del 
número de partículas: 


sya DT (25.15) 


$ 26. DISTRIBUCIÓN DE BOSE-EINSTEIN 


La distribución de Bose- 
Einstein se deduce aplicando 
los métodos combinatorios, 
calculando directamente el 
número de estados para la 
cantidad fija de particulas y la 

total. Se indica la 
ión limite a la distri- 
ión de Gibbs. 


CÁLCULO DE LA CANTIDAD DE ESTADOS. En el modelo 
de Bose-Einstein en cada estado cuántico puede hallarse un 
número arbitrario de particulas indiscernibles entre si. 
Apliquemos el mismo modelo de cajones grandes y pequeños 
y las bolas (fig. 53). 

Admitamos primero que todos los cajones pequeños g, 
y las bolas n, son en si m +g, objetos diferentes entre si. 
Calculemos la distribución de n; bolas por g, pequeños 
cajones de la siguiente manera. Tomemos cierta distribución 
de n; + g; objetos. Ubicaremos en el cajón todas las bolas que 
en esta distribución se hallan entre este cajón y el siguiente. 
En el último cajón de dicha distribución se colocan todas las 
n bolas que se encuentran después de él y además todas las 
bolas que, al principio de la distribución dada, se hallaban 
ante el primer cajón. Está claro que de esta manera 
colocaremos todas las n, bolas en g; cajones, y después de 
hacer todas las posibles distribuciones, obtenemos los 
procedimientos posibles de distribuir las m bolas en g, 
cajones, considerando que las bolas y los cajones se 
diferencian entre si. El número de semejantes distribuciones 
conforme a (5.2), es (m +g)! En efecto, las n, bolas son 
indiscernibles y el orden de los cajones en los que éstas se 
encuentran en las distribuciones no es importante. Para estas 
condiciones la cantidad total de distintas distribuciones de n, 


2 


3, Gases fotónico y electrónico 


bolas indiscernibles por g; cajones se expresa mediante la fór- 
mula (5.4) que adquiere el aspecto 


gdl 


i (26.1) 


El número total de microestados es 


r-[ jr Mea A (26.2) 


DISTRIBUCIÓN DE BOSE-EINSTEIN. Todos los demás 
razonamientos y cálculos son completamente análogos a los 
que se dieron, al deducir la distribución de Max- 
well -Boltzmann y de Fermi- Dirac. En lugar de las fórmulas 
(24.14) y (25.12), obtenemos 


in( +1) -06,2=0, (26.3) 
n 


de donde se infiere la fórmula 
n 1 

g expla + BEJ- 1? 

que expresa la distribución de Bose-Einstein. Cuando la 
cantidad media de particulas, correspondiente a un estado 
cuántico, es suficientemente pequeña, esta fórmula, lo mismo 


que en caso de la distribución de Fermi-Dirac, se 
transforma en la distribución de Maxwell - Boltzmann. 


126.4) 


$ 27. GAS ELECTRÓNICO 


Se describen las propiedades 

incipales del gas electrónico. 
lizan las propiedades 
del gas electrónico, basándose 
en la distri de 
Fermi- Dirac en distintas con- 
diciones. Se calculan la energia 
de Fermi y temperatura 
caracteristica, Se discuten la 
energia interna del gas clec- 
irónico, así como la capacidad 
calorifica, condicionada por 
ella. 


ELECTRONES LIBRES EN LOS METALES. La conductibili- 
dad eléctrica de los metales se determina por la presencia en 
ellos de electrones “libres”, o sea, electrones que no están 
ligados a un átomo concreto. Estos electrones como si 
estuviesen generalizados y perteneciesen a todos los átomos 
del metal. Por eso no se puede decir que los electrones son 
libres en el mismo sentido que las particulas en un gas ideal 
o las moléculas en gases no muy densos. Los electrones 
actúan con el conjunto de todos los átomos aunque la 
interacción es muy débil. Los niveles energéticos de los 
electrones se sitúan muy cerca el uno al otro, a causa de una 
cantidad grande de átomos con los que actúan 
conjuntamente éstos, y de una zona grande del espacio en el 
que ellos se mueven (es todo el volumen del metal). Sus 
impulsos en cada punto del espacio pueden tener también 
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todas las direcciones posibles. A raiz de esto, su movimiento 
se parece al movimiento de las moléculas en un gas y el 
conjunto de semejantes electrones se denomina gas 
electrónico. Su carga en término medio se compensa por la 
carga de los átomos del metal, cuyos electrones forman el gas 
electrónico. En total, el metal es eléctricamente neutro. 

DEFINICIÓN DEL PARÁMETRO a PARA EL GAS 
ELECTRÓNICO. Para calcular (25.15) en caso del gas 
electrónico hacemos lo mismo que en el $ 8 [véase (8.1)]. El 
volumen de una célula elemental del volumen de fase en el 
que puede hallarse sólo una partícula, es (2xhp. Por lo tanto, 
el número de estados cuánticos en un elemento del volumen 
de fase Arabe Ax,Ay,Az, es igual a 


AP AP AP Ax; Ay, A: (27.1) 


A= Tn T 


donde g tiene en cuenta los grados internos de libertad de la 
particula. El electrón posee un espin que puede tomar dos 
valores. Por eso para los electrones y = 2. Sin embargo, para 
la generalidad de las fórmules obtenidas, dejaremos y en los 
cálculos sin especificar su valor numérico 

Sustituyendo (27.1) en (25.15), hallamos 


Ap. AP Apa Ax Ay A 
expla + fe) +I 


Teniendo en cuenta la pequeñez de la célula 
volumen de fase y tomando en consideración que la energia 
del electrón libre se expresa mediante su impulso por la fòr- 
mula e,=pj/(2m,), pasemos en (27.2) de la adición a la 
a! 


dp.d; to 
“rs | farara: Í E apro 0 


donde V es el volumen ocupado por el gas. La integración 
respecto a las variables espaciales nos da el valor del 
volumen V y, al integrar respecto a los impulsos, podemos 
pasar a las coordenadas esféricas en un espacio de impulsos. 
Tomando en consideración la simetria esférica, podemos 
poner dp, dp, dp. =4xp* dp. Como consecuencia, en lugar de 
(27.3) obtenemos 


4rgV Í pdp 


(nh | expla+p Om kT] 1 
5 


(274) 
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donde B = 1/{kT). Después de efectuar en (27.4) la sustitución 
de las variables Ẹ =p*/(2m,kT), obtenemos 

4ngV (2 E ¿di 

gV (2m f Vede ms 


"=n 2 er 


č 
Con ayuda de la designación 


(27.6) 


la expresión (27.5) se escribe en forma 
2h) ] F a l0). 017 


La integral F,,(a) se Mama integral de Fermi del indice 
('/,). Esta integral no se calcula de modo a 


n=gV [m 


serie. Sin entrar en detalles técnicos de los cålculos 
matemáticos, citemos sólo el resultado. Para los valores 
negativos de a, es decir, para — a> 0, teniendo en cuenta el 
término principal del desarrollo en la primera aproximación 
se obtiene la fórmula 


Et) = 2 2/6/m. 213) 
por esta razón, (27.7) adquiere el aspecto 
4gV mkTa yo 
akfa A o 
i Al 2rhè ) 22 


De esta manera a se expresa por medio de otras magni- 
tudes que entran en (27.9): 


A (yayo 
DOTA ) ¥ 
donde m, es la masa del electrón. 
La cantidad de electrones libres, correspondiente a un 
átomo en el metal, es diferente, pero, por regla general, es 
próxima a un electrón por átomo. Por esta razón puede 
considerarse que la cantidad de electrones libres es igual a la 
cantidad de átomos. Si la densidad del metal es p y la masa 
del átomo es m,, n=pV/m,, y, por consiguiente. (27.10) toma 
el aspecto 


(27.10) 


2711) 
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Fig 54. Distribución de Fer- 
mi- Dirac a T-=0K 


En los metales la encrgía de 
Fermi tiene ui 
interpretacion evidente como 
la energia máxima de los 
electrones a temperatura de 
OK. En los diclectricos 

y semiconductores la energi 
de Fermi cae en la zona de 
energias prohibida para los 
elcctrones y por lo tanto, en 
principio ningún electrón 
puede poseer dicha energia. 
La energia de Fermi se 
determina como el valor de 
energía para la cual la distri- 
bución de Fermi- Dirac es 
igual a la mitad, Esta 
definición es también válida 
para los metales. 


Estimemos el valor numérico de œ Por ejemplo, para 
el cobre p=83-10% kg/m?, m,=(M/Na) =0,063/(6,02 x 
x 10°) kg, donde M es la masa molar, Poniendo estos 
valores en (27.11) a T=300K, hallamos a=-—271. Esto 
significa que exp [2 + e/(KT)] en el denominador de la distri- 
bución de Fermi- Dirac es muy pequeño hasta energías muy 
grandes de los electrones, En este caso hasta la energía 
£x265kT tenemos ct Teens, es decir, puede 
menospreciarse el sumando exponencial en el denominador 
de la distribución. Dado que kT=1,38-107**-300J= 
59-107 * eV a T= 300 K, este sumando también puede 
menospreciarse hasta la energía de los electrones de unos 
6,86 eV. Esta energia es bastante considerable y en el metal 
sólo una cantidad muy pequeña de electrones libres puede 
tener semejante energía o superarla. Por esta razón, para la 
mayoría aplastante de electrones el término exponencial en el 
denominador de la distribución de Fermi-Dirac puede 
tomarse igual a cero. 

ANÁLISIS DE LA DISTRIBUCION DE FERMI-DIRAC 
Introduzcamos una magnitud nueva p que está relacionada 
con a de la siguiente manera 


p= -aT (2712) 


Entonces la distribución (25.13) puede escribirse asi 


n 1 


a plie- ENET 


Para e <p, T=0K tenemos exp[ie, — p0/(k7)] +0, 
por lo tanto, (1,/9,)=1, es decir, en cada estado cuántico con 
energía inferior a p, se encuentra una particula, Para £,>H, 
T +0 K tenemos exple, — p)/(KT)] = æ y, por consiguiente, 
(1,/4)—0. es decir, los estados cuánticos con energia £> p 
son libres (en estos estados no hay mi una partícula). La 
forma de la distribución de Fermi-Dirac a T=0K se 
muestra en la fig. $4. Semejante distribución se determina 
por la necesidad de satisfacer dos demandas. Primero, la 
energia total debe ser mínima, en segundo lugar, debe 
observarse el principio de Pauli Por esta razón, los 
electrones comienzan a llenar los estados cuánticos desde el 
nivel energético más bajo, ocupando sucesivamente los 
estados cuánticos, con la particularidad de que cada uno de 
ellos puede ocuparse sólo por un electrón. Después de que 
todos los electrones resulten agotados, el llenado cesa. El 
último electrón ocupa el nivel de energía máxima. Este nivel 
se denomina nivel de Fermi y la energía del nivel, energia de 


(27.13) 
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Fig. 55. Distribución de Fer- 
mi- Dirac para 0K < T&T 


Fermi. Sin embargo, semejante definición evidente tiene 
sentido sólo en lo que se refiere a los electrones libres en el 
metal. En el caso general esta definición no es exacta. Por 
ejemplo, en el dieléctrico la energia de Fermi corresponde 
aproximadamente a la mitad de la zona prohibida y no 
existen a ciencia cierta electrones que poseen semejante 
energia. Por lo tanto, la definición mås general dice: energia 
de Fermi se le llama a la energía, para la cual la distribución 
de Fermi - Dirac (25.13) toma el valor de '/,, De (27.13) se ve 
que p es la energia de Fermi. 

Para T>0 K la distribución de Fermi - Dirac se derrubia 
en las inmediaciones del nivel de Fermi (fig. 55). La causa de 
este efecto es la interacción de los electrones con el 
movimiento térmico de los átomos. Puesto que la energia 
media del movimiento térmico de los átomos tiene el orden 
KT, la zona de deformación de las energias de los electrones 
en las proximidades del nivel de Fermi tiene también el 
orden de kT. 

NIVEL DE FERMI. La definición de la energia de Fermi. 
conforme a (27.12), se reduce a la definición del parámetro a. 
En la primera aproximación es igual a yy = —akT, donde 
a se da mediante la expresión (27.10) para y 


(27.14) 


es decir, no depende de la temperatura. Sin embargo, como 
se ve de la definición de a, la energía de Fermi es función de 
la temperatura. 

Esta dependencia está en los términos del desarrollo de 
a que siguen al término considerado de (27.10). El cálculo 
conduce a la fórmula 


rfk 
[+] 0115) 


TEMPERATURA CARACTERÍSTICA. La dependencia 
entre la energía de Fermi y la temperatura se hace 
considerable cuando el segundo término en paréntesis del 
segundo miembro de (27.15) se aproxima a la unidad, o sea, 
a temperatura 


Te = pok, (27.16) 


denominada temperatura caracteristica o temperatura de 
Fermi. Teniendo en cuenta (27.14), la fórmula (27.16) puede 


$ 27. Gas electrónico 247 


o 7 


Fig. 56, Distribución de los 
electrones por las velocidades 
aT>0y T=0 


¿Qué circunstancias po- 
sibilitan — representar — los 
electrones libres en el metal 
como un yas electrónico? 
¿De qué manera depende la 
energia de Fermi de la 
presión multiforme? 

¿Cuil es el orden de ta 
magnitud de la temperatura 
caracteristica para la 
mayoría de los metales y qué 
consecuencias tiene esto? 


l. ¿Para qué condiciones la 


capacidad calorifica elec- 
trónica es esencial? 


representarse como 


(2717) 


Estimemos el orden de esta temperatura, por ejemplo, 
para el cobre. Como el valor de a para el cobre ya se ha 
calculado a T= 300 K con relación a (27.11), para TF por la 
fórmula (27.17) hallamos Tp=8,13-10* K. Este valor es 
mucho mayor que la temperatura de fusión del cobre. Las 
temperaturas caracteristicas de todos los demás metales 
tienen también el orden de 10* y las temperaturas de su 
fusión, el orden de 10% Por lo tanto, para la mayoría 
aplastante de metales en estado sólido se satisface la 
condición T« Tp y en calidad de energia de Fermi en éstos 
puede tomarse po, Y la distribución del gas electrónico en los 
metales se difiere muy poco de la distribución de 
Fermi- Dirac a 0 K. Este gas se denomina gas de Fermi 
intensamente degenerado. La temperatura de Fermi es la 
temperatura caracteristica de la degencración del gas y por 
eso recibe el nombre de caracteristica, 

DISTRIBUCIÓN DE LOS IMPULSOS DE LOS 
ELECTRONES, Teniendo en cuenta (27.13) y (27.4), el número 
de electrones dn, cuyos impulsos están entre p y p+dp, es 
igual a 

A p*dp 
P= Tanh ple WKT] +1 


En el caso de degeneración el término exponencial en el 
denominador puede ponerse igual a cero. 

DISTRIBUCIÓN DE LOS ELECTRONES SEGÚN LAS 
VELOCIDADES. Suponiendo en (27.18) p=»mw hallamos: 

A Pdo A 
nto e E 
ple WET] +! 

La fig. 56 muestra la distribución de los electrones según 
las velocidades. A T=0 K no existen electrones con veloci- 
dades mayores a las que corresponden a la energía de Fermi. 

DISTRIBUCIÓN ENERGÉTICA DE LOS ELECTRONES. 
Pasando en (27.18) de la variable p a la variable £= p?/(2m,). 
obtenemos la fórmula de la distribución energética de 
electrones: 


an V (2N de 
cii sel 5) epBe-m]+i" 


dn, (27.18) 


dn, = 


1 
IT (27.20) 
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Fig 57. Distribución de los 
electrones por las velocidades 
aT,>0 


El aspecto de esta distribución se da en la fig. 57. 
ENERGÍA MEDIA DE LOS ELECTRONES. A T=0K la 
energia media 


2721) 


donde se tiene en cuenta que a T=0K en la distribución 
participan sólo los electrones con energias €< pọ, y como 
consecuencia, la integración se reduce a los limites (0, po). 
Además, se toma en consideración que en este caso el 
denominador en (27.20) es igual a la unidad y la distribución 
energética toma la forma 


(27.22) 


A una temperatura distinta de cero es menester, para 
determinar <e), utilizar (27.20) con el valor de p. que se da 
por la expresión (27.15). Los cálculos conducen al siguiente 
resultado: 


$ s kTy 
<e) = zef + arla) + =} 127.23) 


ENERGÍA INTERNA Y CAPACIDAD CALORÍFICA, A base 
de (27.23), la energia interna U del gas electrónico es 


1 mn 


3 
U=nce)= mo +G ra (27.24) 
donde n es la cantidad total de electrones en el metal. Si ésta 
es igual a la constante de Avogadro Na, U es la energia 
interna de un mol de electrones. La capacidad calorífica 
molar Cy a volumen constante, partiendo de (27.24), es 


BUY RT y RT 
Cy E: ES (27.25) 

Según la ley de Dulong-Petit, Cy=3R, lo que es 
inmensurablemente mayor que (27.25), ya que en condiciones 
normales siempre kT«poọ. Esto significa que la capacidad 
calorífica de los metales a causa de los electrones es 
menospreciablemente pequeña. Desde el punto de vista fisico 
esta circunstancia se determina por el hecho de que 
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a temperatura ambiente sólo una parte pequeña de la canti- 
dad total de electrones, a saber, sólo los electrones que se 
encuentran en las inmediaciones del nivel de Fermi 
participan en el movimiento térmico. Así, pues, el gas 
electrónico degenerado no se comporta de la misma manera 
que un gas común y, en particular, su contribución a la 
acidad calorifica no puede calcularse aplicando 
simplemente a éste el teorema de la equipartición de la 
por los grados de libertad. 

afirmación de que la capacidad calorifica electrónica 
es fil, sólo es válida para las altas temperaturas. 
A temperatura bastante baja, la capacidad calorifica 
electrónica supera la capacidad calorifica, condicionada por 
las vibraciones de los átomos de la red del sólido, dado que 
la última disminuye a ~T? y a temperaturas muy bajas, se 
hace menospreciable (véase cl $ 46). 

Ejemplo 27.1. Hallar la cantidad de electrones libres en el 
volumen de 10 cm? de cobre y el número de electrones que 
se encuentran entre 7.01 eV y TOM eV para T=300K 

La concentración de los clectrones libres en el cobre de 
tp m,) = [8,9 : 10? -6.02 10*9,0,0636] m~? = 
=84-10% m>. En 10cm? hay 84-10-1074 = 8,410% 
electrones. La energia de Fermi es po = aKT = 271 -1.38 x 
x 1075.300 J = 7.01 eV. De esta manera, es necesario 
hallar la cantidad de electrones en la zona donde 
la distribución de Fermi varia con mucha rapidez y es 
menester tener precauciones durante los cálculos. Prestemos 
atención a que kT=1,38-107?%.300J=4,14-10 3! J= 
= 259-107 è eV. Esto quiere decir que en el intervalo de 
001 eV de la energia de Fermi el término exponencial varía 
desde 1 hasta exp(1/2,59)=0.68, lo que no permite para 
intervalos semejantes o mayores sustituir la diferencial total 
por la magnitud finita de =0,01 eV. En este caso es necesario 
calcular la integral con mayor precisión. Sin embargo. en el 
intervalo de 0.001 eV el exponente varia muy poco, por lo 
que para calcular, la diferencial puede sustituirse por la 
magnitud finita de=0.001 eV. Entonces. por la fórmula 
(27.20) 


TS z 10 o $ 

EO BII 

(2-9.1 -107 99 47011,6101? 0001-16107" — 
P aoso P Tespos] 
=9-10* 


Si «pa el exponente en el denominador puede 
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considerarse nulo y para £>py, puede menospreciarse la uni- 
dad en comparación con el exponente. 

Ejemplo 27.2. Hallar la velocidad máxima de los 
electrones libres a T=0K en el cobre. 

A T=0 K el gas es totalmente degenerado, por lo tanto 
todos los estados con energías desde cero hasta la energia de 
Fermi están ocupados, La velocidad máxima tm; está ligada 


en este caso con Ho mediante la relación m, Zo, es 

decir, Vais =(240/m,)'"?. Partiendo de (27.19), hallamos 
LA mè Voli 

n= 1 Sr rd, (27.26) 


donde n es la cantidad total de los electrones libres en el 
volumen V. Entonces 


in Zn yayin 
+) A (+) (2721) 


Para el cobre 


por so 
-107%.(3.3,14.3,14)12 

aan a OMA MN gos mem 

=157.10* m/s = 1570 km/s. (27.28) 


Al interpretar este resultado, es necesario, hablando en 
rigor, tener en cuenta que la masa de los electrones libres en 
el metal no es igual a la masa de electrones libres en el vacio. 
En una teoria más precisa a título de masa de los electrones 
libres en los metales es menester tomar su masa electiva que 
puede diferenciarse considerablemente de la masa en reposo 
del electrón. En (27.28) esta diferencia no se tomó en 
consideración. 


$ 28, Gas fotónico 251 


§ 28. GAS FOTÓNICO 


En ls distribución de Bo- 
se- Einstein se tiene en cuenta 
la invarianza del número de 
fotones. Se deducen la fórmula 
de Planck y las leyes de 
Stefan - Bollemann que se 
desprenden de la fórmula y la 
ley del desplazamiento * de 
Wien examinan — las 
caracteristicas principales de la 
radiación de un cuerpo negro 


RADIACIÓN DE UN CUERPO NEGRO. Se llama radiación de 
un cuerpo negro a una radiación equilibrada que se establece 
en una cavidad cerrada cuyas paredes se mantienen a una 
temperatura determinada. La radiación en la cavidad 
representa en si un conjunto de fotones, cuyos energía e; 
e impulso p; se expresan por medio de las fórmulas: 
= hw, p= ho, c. (28.1) 

El conjunto de fotones en la cavidad se denomina gas 
fotónico, ya que los fotones en semejante cuadro pueden 
considerarse como particulas que se mueven sin colisión. El 
espin de los fotones es igual a la unidad, por lo que los 
fotones se someten a la estadistica de Bose-Einstein. 

DISTRIBUCIÓN DE LOS FOTONES. Los fotones cn la 
cavidad se engendran y aniquilan continuamente, Por esta 
causa al deducir la distribución energética de los fotones no 
hay restricciones como la constancia del número de fotones, 
Claro está que la cantidad total de microestados de los 
fotones se du por la fórmula (26.3), en cambio, al hallar el 
extremo no existe la condición de la constancia de las 
partículas Yón,=0. por lo tanto, en la ecuación (26,4) el 
término con «a tampoco existe. Como consecuencia en la 
expresión (26.5) para la distribución energética de los fotones 
2 =0 y para los fotones ésta adquiere el aspecto 

1 


«nte = i 083 


E, 


exp(Pe,) 

DISTRIBUCIÓN DE LOS FOTONES RESPECTO A LAS 
FRECUENCIAS. El registro de la cantidad de fotones en un 
volumen de fase y todos los razonamientos y cálculos son 
semejantes a los que se estudiaron detalladamente en el caso 
del gas electrónico para la distribución de Fermi - Dirac, sólo 
es necesario en lugar de la distribución (27.10) utilizar (28.2). 
Como consecuencia, en vez de la fórmula (27.2) para la 
cantidad de fotones dn. cuyos impulsos se encuentran en el 
intervalo (p. p + dp), obtenemos 

1 2 


dn, 


apipi Bnp e Gi 
donde £= cp, el multiplicador 2 en el numerador toma en 
consideración dos posibles polarizaciones transversales del 
fotón. Recordemos que para los electrones este multiplicador 
tenía en cuenta dos orientaciones posibles del espin del 
electrón. 
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Planck Max Karl Ernst Lud- 
wig (1858-1947) 


Pasando en (28.3) de los impulsos p a las frecuencias © = 
= pc/h, obtenemos 


ov 1 
dn, = 5 == do. 


20? exp(Bho) (28.4) 


FÓRMULA DE PLANCK. La energia de cada fotón es 
igual a ho, por lo tanto la densidad espectral de la energia de 
radiación tiene el aspecto: 


ho dna _ ho? 1 


wey a] T" (28.5) 


que es la fórmula de Planck. Su descubrimiento hecho por 
Planck y el intento de interpretarla dieron el origen al 
desarrollo de las representaciones cuánticas que condujeron 
a continuación a la creación de la mecánica cuántica. 

LEY DE STEFAN- BOLTZMANN. La densidad total de la 
energía de radiación es 


w do 


A A A 
Y f la vo Jexplho/M]=1 7 
è 
h (ITY Ed 
ió mol h ) E 

è 


Tomando en consideración 


(28.6) 


fes 
exp- 1 15" 


ò 
representemos la densidad de la energia como 


que 


(28.7a) 


donde 
a= k*n?/(15cħ) = 7,56 -10716 J.m"?.K=% 


(28.7b) 


En cambio, en lugar de la radiación equilibrada es más 
cómodo utilizar el concepto de luminosidad energética. La 
luminosidad energética caracteriza la densidad del fujo de 
radiación desde una superficie por todas las direcciones (en 
un ángulo espacial de 2x). Es igual a la relación entre el flujo 
y el área de la superficie. Esta magnitud está ligada a la 
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Fig 


Ss. Espectro de radiación 
orpo negro 


densidad de la energia mediante la relación 


M = cw/4 


P, (2883) 


donde o = ca/4 = 5,67032-107* W.m"?*.K7* 

La fórmula (28.$a) se denomina ley de Stefan — Boltzmann 
y o es la constante de Stefan- Boltzmann. 

LEY DEL DESPLAZAMIENTO DE WIEN, Partiendo de 
(28.5), puede hallarse el máximo de la densidad espectral de 
radiación. La posición del máximo depende de la escala para 
la que éste se determina, Para calcular por la escala de longi- 
tudes de ondas es menester pasar a las longitudes de ondas 
2rejw, teniendo en cuenta que 


(28.9) 


w,do= — w, 2ncd 
Por csta razón. la distribución de la densidad de la 

energia de radiación respecto a las longitudes de ondas es 

1 t 

exp[2rch IKTA- 

en la que se omiten los factores constantes, fútiles para los 


posteriores cálculos. El máximo de la densidad de radiación 
lo encontramos partiendo de la condición de extremo 


(08.10) 


(0811) 


que para definir la longitud de onda wi, para el máximo de 
la densidad de radiación, nos da la ecuación 


S=xe le 1)h x = nch (kT hmi). (28,12) 
La solución de esta ecuación es x =4,965. Por eso Ay se 
determina por la relación 


T = 2mhc/1kx) = 0.0029 =x, | (28.13) 


que se denomina ley del desplazamiento de Wien. Al 
aumentar la temperatura del cuerpo negro, el máximo de la 
densidad de radiación en su espectro se desplaza hacia las 
longitudes de ondas más cortas, o sca, hacia las frecuencias 
mayores. El espectro de radiación de un cuerpo negro se 
muestra en la fig. 58. 

Ejemplo 28.1. Hallar la cantidad de fotones, emitidos en 
el intervalo de frecuencias entre w; y o a temperatura T des- 
de una superficie de área S. 

Conforme a (28.8) y (285), el número buscado de fotones 
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puede interpretarse como 
1 2 
a (ars “de 
a Jha explo RT] = 1 


Si se trata de la zona visible del espectro, la fórmula 
a veces se simplifica. Para el medio de la zona visible del 
espectro hw =2eV. A T=6000K tenemos AT= 1,38 x 
x 10723. 10?-6 J=8,28-10729 J = 0.518 eV; hoo/(kT) = 3,45; 
exp[ħw/kT)] = 31,5 y por eso en el denominador se 
puede prescindir de la unidad. A T=6000K la fórmula 
se simplifica si el intervalo de frecuencias cue en la zona 
visible del espectro, y entonces 


E 
n= ag Í pL- ho/(AT)]e* do, 

Esta integral se toma fácilmente por partes. En general, es 
siempre útil cuando se choca con una integral compleja, 
antes de intentar calcularla en forma general, estimar el valor 
numérico de los distintos términos del integrando, El resulta- 
do de esta estimación puede permitir simplificar mucho 
los cálculos o reducir la integral que no se expresa de modo 
analítico a una expresión analitica relativamente más visible. 

Ejemplo 28.2. Las mediciones del espectro de radiación de 
un cuerpo negro permiten definir las constantes de 
Boltzmann k y de Planck A. La potencia radiada del cuerpo 


negro al semiespacio desde la superficie de un área S= 1 m? 
se obtuvo por vía experimental: M = 904,48 KW a T= 2000 K. 
El máximo de la densidad espectral de radiación en este 


caso cae en An = 
las constantes k y A 

Tenemos dos ecuaciones (28.13) y (28.8), teniendo en 
cuenta (28.7), para dos incógnitas k y h. Escribámoslas asi: 


,451-107% m. Hallar los valores de 


(28.14) 
(28.15) 
La solución de estas ecuaciones es elemental: 
2.1523 
Cn a (28.16) 


(2817) 
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De aquí para los valores obtenidos del experimento, 
hallamos: 


k = 149657 - 15-(1,451- 107)? -904,48 - 10 
2-(3,1416)*-(3-10*%)-10% 
h = (6965)'-15-(1,451-107*)*-904,48- 10? 
ETS 


J/K = 1,38-107® J/K, 


Js = 1,055-107> J-s. 


PROBLEMAS 


RESPUESTAS 


3.1. Hallar la energia de Fermi para la plata considerando que p = 
=10,5-10? kg'm? y M, = 107,9. 

32. ¿Cuál será la cantidad total de los electrones en un gramo de 
plata a T=100 K y la cantidad de electrones, cuyas energias 
están entre 20 y 2,1 eV? Partir de los datos para la plata 
citados en el problema 3.1, 

3.3. ¿Cuál será la cantidad de fotones en una cavidad con 
radiación de un volumen V=lm' a T=350K en el 
intervalo de frecuencias desde (0 =324-10'% 57! hasta w+ 
+ dw = 327-1008 57 19 

34, Determinar el número de fotones que poseen una frecuencia 
entre w= 216-1057! y w+do=218-10'5s*! en una 
cavidad de volumen de Im? a T= 4000 K. Hallar la energía 
sumaria de los fotones. 

3,5. Hallar el número de electrones libres en la sustancia con p = 
=9,34 eV, cuyas energias están entre 9,20 y 9,27eV en un 
volumen de 1074 m? a T=400 K. 

3.6. Hallar la longitud de onda, sobre la que cae el máximo de la 
densidad de la energia de radiación de un cuerpo negro a T= 
= 4000 K 

37. ¿En qué intervalo de temperaturas cl máximo de la densidad 
espectral de radiación de un cuerpo negro, calculado por la 
escala de las longitudes de ondas, cae en la zona del espectro 

ible desde 3,9-107? hasta 7.8-107? m? 

gún la escala de las longitudes de ondas el máximo de la 

densidad espectral de radiación en el espectro del Sol cae en la 
longitud de onda Jm, =4,7-107* m. Hallar la temperatura de 
la superficie del Sol, considerando que éste radia como un 
cuerpo negro. 

39. ¿Cuál es el número de fotones en 1 mm? de la cavidad con 

radiación de un cuerpo negro a T= 500 K? 
3.10, Hallar la velocidad máxima de los electrones libres en la plata 
a T=0 K. Los datos para la plata se citan en el problema 3,1 
3.11. Hallar la temperatura de degeneración del gas electrónico en la 
plata. Los datos para la plata se citan en el problema 3.1 


83-10 32 =5.6-10%;  dn=0.9-10%, 
53-105, 34 du=6-100% JW =1,36-1072J 35 dn= 
-10%5, 36 3053-107% m. 37. 3720K<T<M30K, 33, T= 
170 K. 39. n=2,55-10P, 3.10. rm, =139- 10% m/s = 1390 km/s, 
311. 6.5-10* K. 


Capitulo 4 


Gases con interacción intermolecular 


y líquidos 


Factor fisico principal: las fuerzas de interacción entre las 

moléculas son: la atracción a grandes distancias y la repul- 
sión a distancias pequeñas. 

El criterio fundamental que determina el resultado de la 
interacción: la relación entre la energía media de interacción 

y la energía cinética media de las moléculas. 


$ 29. FUERZAS DE INTERACCIÓN 


Se examinan los tipos prin- 
cipales de enlace entre las 
moliculas, 

Se indica cl carácter imer 
medio de la estructura del 
liquido entre los gases y 
sólidos, Se estudian las fuer- 
zas de Van der Waals y el 
potencial intermolecular” de 
interacción. Se analiza el cri 
terio de la formación del 
estado líquido partiendo del 
gaseoso. 


FUERZAS DE ENLACE EN LAS MOLÉCULAS. Los electro- 
nes al lado del núcleo atómico se mantienen merced a las 
fuerzas de Coulomb de atracción de cargas de signo 
contrario. El átomo es en total neutral. Las moléculas 
constan de átomos. Las fuerzas que sostienen a los átomos 
juntos en la molécula, son por su naturaleza, también 
eléctricas, pero la aparición de ellas es en cierto grado 
más complicada. En lo fundamental existen dos tipos de 
enlaces de los átomos en la molécula. 

ENLACE IÓNICO. La fuerza de enlace de distintos elec- 
trones en el átomo con el átomo es en total diferente, 
Depende de la estructura atómica. La mecánica cuántica 
estudia la estructura del átomo y las leyes de movimiento 
de los electrones en él. Aqui es sólo indispensable saber 
que en algunos casos hay un electrón o varios que están 
ligados muy débilmente con el átomo correspondiente, 
Los átomos pierden fácilmente estos electrones, como con- 
secuencia de lo cual se forma un ion con carga positiva. 

En otros casos, al contrario, no sólo todos los electro- 
nes están ligados fuertemente con el átomo, sino que en 
condiciones favorables el átomo captura con buena gana 
un electrón o incluso dos electrones, transformándose en 
un ion con carga negativa. Semejantes átomos al formar 
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la molécula se convierten en iones con signo negativo de 
la carga. Entre los iones actúan las fuerzas de atracción 
coulombiana, las que precisamente asegùrah la formación 
de la molécula. A estas moléculas pertenecen, por ejemplo, 
el cloruro sódico NaCl, cuya estructura en forma de 
iones puede escribirse como Na*CI”, es decir, Na* es un 
ion positivo y Cl”, negativo. La existencia de muchas otras 
moléculas se debe al enlace iónico. 

La energía potencial de la atracción de los iones Na* 
y CL es 


U (r) = — e? N4reoro), (29.1) 


donde ro es la distancia (de equilibrio) entre los iones. A 
la par con esta energia existe otra, positiva, relacionada 
con las fuerzas de repulsión entre los iones al acercarse mucho 
el uno con el otro, ya que no pueden penetrar uno al otro. 
Estas fuerzas son grandes sólo a distancias pequeñas entre 
los iones y disminuyen rápidamente con la distancia. Su 
aportación a la energía total de la interacción de los 
iones no es muy grande y no supera a un 10 por 100 de 
su valor total. Por eso partiendo de (29.1) para la energia 
de disociación de la molécula NaCl puede. escribirse con 
una precisión suficiente para valorar el orden de la magnitud 


AE = e*freoro). (29.2) 


Las mediciones de ro en estado gaseoso nos dan ro = 
=25-1071%m. Teniendo en cuenta que 1/(4xep)=9x 
x 10° m/®, e= 1,6-107?° C, para AE de (29.2) recibimos 
AE x9-107'° J, lo que con una precisión de hasta unos 
5 por 100 coincide con el valor experimental. Del mismo 
modo, usando métodos muy sencillos, se obtienen resultados 
satisfactorios para otras moléculas con enlace iónico. 

Desde el punto de vista físico, el enlace iónico se ca- 
racteriza por el intercambio completo de carga (de electrón) 
entre iones. Para el intercambio parcial surge el enlace cova- 
lente. 

ENLACE COVALENTE. Es obvio que el enlace iónico 
no puede explicar la existencia de moléculas que constan 
de dos átomos iguales, tales como por ejemplo, Hz, Oz, 
Na, etc, puesto que dos átomos entran en la molécula, 
iguales en derechos y no hay ninguna causa para que uno 
de ellos se convierta en ion positivo y el otro, en negativo. 


4 


Gases con interacción intermolecular y liquidos 


Fig. 59. Mecanismo de reali- 
zación del enlace covalente 


El enlace entre los átomos que existe en estas moléculas 
se denomina covalente, 

Sólo en los márgenes de la mecánica cuántica puede 
comprenderse completamente el enlace covalente, pero la 
esencia física del asunto puede explicarse de modo evidente 
en los límites de las representaciones clásicas. 

Dos cargas positivas se repelen mediante las fuerzas de 
Coulomb: 


-—€ O - 


Coloquemos en la mitad de la distancia entre ellas una 
carga negativa, que es igual por el valor absoluto a las 
cargas positivas: 


Entonces por parte de esta carga actúan sobre las cargas 

sitivas las fuerzas de atracción que superan cuatro veces 
las de repulsión entre las cargas positivas. Como consecuen- 
cia sobre las cargas positivas actúa una fuerza que tiende 
a acercarlas, o sea, la fuerza de atracción: 


Las fuerzas que actúan sobre la carga negativa por parte 
de las cargas positivas, se equilibran mutuamente. Esto 
lo que constituye el proceso de aparición del enlace cova- 
lente. Sin embargo, no puede haber un equilibrio estático 
de este tipo. La mecánica cuántica explica de qué modo 
surge el movimiento de los electrones. para lo cual, en 
término medio, algunos electrones en su movimiento pasan 
la mayor parte del tiempo entre núcleos con carga positiva, 
es decir, estos electrones forman de modo efectivo una 
carga negativa entre los núcleos (fig. 59, Por lo general 
se trata de dos electrones, cuyo movimiento sc hace colec- 
tivo, y es imposible decir a qué átomo de la molécula 
pertenecen ellos. Por esta razón, el enlace que surge 
aqui se llama covalente. 

FUERZAS INTERMOLECULARES EN LOS SÓLIDOS. El 
estado sólido aparece cuando la energia de enlace de las 
moléculas supera considerablemente la energia cinética de su 
movimiento térmico. Como consecuencia de ello, surge una 
estructura cristalina ordenada, correspondiente al minimo 
de la energía libre. 

Los enlaces iónicos y covalentes son muy importantes no 
sólo para sostener los átomos en la molécula, sino que tam- 
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Fig. 60. Empaquetamiento 
compacto de los ¡ones del 
mismo radio 


! 


No existe una ley universal 
que describa la interacción 
intermolecular. Esta depende 
de las propiedades de las 
moléculas, las condiciones de 
interacción, del mecanismo 
de su re n y otros 
factores concretos. Por esta 
razón, la interacción 
intermolecular se describe 
siempre por las fórmulas 
aproximadas pero con 
márgenes de su validez 
estrictamente determinados. 
El enlace iónico surge 

a causa del intercambio total 
de las cargas y el covalente, 
como resultado de un 
intercambio parcial. Las 
fuerzas de Van der Waals 
surgen sin intercambiar 
cargas. Por su naturaleza 
fisica el enlace metálico es 
covalente, pero muchos 
electrones se hacen colectivos. 


bién las moléculas y los átomos ęn el sólido. Como 
consecuencia se forma una estructura “cristalina del sólido. 
Si la estructura cristalina surge a causa del enlace covalente, 
los cristales se denominan covalentes, si a expensas del 
enlace iónico, se llaman iónicos. El mecanismo de forma- 
ción del enlace covalente muestra que los electrones de los 
cristales covalentes no están estrictamente localizados en 
las inmediaciones de los iones que forman la red cristalina. 
Los electrones que efectúan el enlace covalente, se distri- 
buyen entre los jones, con la particularidad de que se con- 
centran a lo largo de ciertas direcciones designadas, deno- 
minadas dirección de los enlaces. Este concepto nos será 
útil en el $ 49, al describir las macromoléculas. La nube 
electrónica de los cristales iónicos se localiza en las proximi- 
dades de los iones y entre éstos prácticamente no. hay 
electrones. En calidad de modelo de un cristal iónico 
sirve un conjunto de esferas cargadas impenetrables, entre 
las cuales actúan las fuerzas de Coulomb, con la particula- 
ridad de que el papel principal lo desempeñan las fuerzas 
de atracción entre las esferas cargadas de signos contrarios, 
La impenetrabilidad de las esferas impide el colapso. 

Desde el punto de vista teórico, la impenetrabilidad de 
las esferas se determina por el principio de Pauli y la 
existencia de configuraciones electrónicas estables de los 
electrones en los átomos y moléculas. Al rozar con las 
esferas surgen las fuerzas de repulsión que equilibran las 
fuerzas de atracción coulombianas entre los iones. Además, 
las distancias entre los centros de las esferas deben ser 
mínimas para asegurar la minimización de la energía libre 
para obtener un equilibrio estable. Este requisito define 
el procedimiento del «empaquetamiento» de las esferas 
que simulan los iones, al formar la estructura del cristal. 
La fig. 60 muestra la posibilidad de empaquetar bolas del 
mismo radio. Si hay dos clases de iones de distinto radio, 
las posibilidades de empaquetar son más diversas. Los 
más típicos de ellos se muestran en las figs. 61-63. Es 
necesario hablar un poco del empaquetamiento de los 
iones que se da en la fig. 62. Las bolas pequeñas como 
si estuviesen «colgando» sin rozar con los vecinos. Esto 
significa que las fuerzas de Coulomb que actúan sobre ellas, 
como si se equilibrasen mutuamente. 


No hay que pensar que esta situación contradice el teorema de 
Earnshaw, conocido de la teoría de electromagnetismo, conforme 
al cual es imposible obtener un equilibrio estático de las cargas 
eléctricas. En el sistema dado existen no sólo las fuerzas de 
Coulomb, sino también las fuerzas «elásticas» que surgen del 
rozamiento de las esferas y las cuales a pesar de tener el 
origen electromagnético. no se reducen a él Además, en total, 
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Fig. 61. Posición de los iones 
cuando la relación de sus 
radios es igual a 2+1 


Fig. 62. Posición de los iones 
cuando la diferencia de sus 
radios es muy grande 


Fig. 63. Posición de los ¡ones 
de diferentes radios cuando la 
distancia entre los vecinos más 


toda la estructura es dinámica y por eso no hay ninguna 
contradicción con el teorema de Earnshaw. 

El otro tipo de cristales son los cristales moleculares, 
cuando las moléculas se sitúan en los nudos de la red crista- 
lina. En este caso entre las moléculas actúan fuerzas muy 
débiles, denominadas de Van der Waals. Su origen y 
peculiaridades se examinarán más tarde en este mismo 
párrafo. Ahora es suficiente señalar que estas fuerzas son 
débiles para mostrar la fragilidad relativa de los cristales 
moleculares. 

El enlace covalente de los metales o cristales metálicos 
se fortalece, lo que conduce a que la densidad de los 
electrones entre los armazones de los iones alcance valores 
considerables y los electrones que efectúan el enlace entre 
los iones perdieron prácticamente toda ligazón con los ¡ones 
de los que procedieron, y pueden considerarse como electro- 
nes comunes de todo el cristal. En el cristal aparece el 
gas electrónico. El enlace que surge se denomina metálico. 

Estos tipos de enlace no agotan toda la variedad de 
enlaces, existentes en los cristales. Las sustancias de una 
estructura cristalina compleja con frecuencia no se logra 
relacionar a los cristales de algún tipo determinado de 
enlace. Además, si cierto enlace tiene un valor dominante, 
los demás tipos de enlace pueden también desempeñar 
algún papel. Por ejemplo, los metales revclan ciertas pecu- 
liaridades de los enlaces covalente y molecular, Además, 
en varios casos es insuficiente tomar en consideración sólo 
las interacciones pares. Las impares disminuyen con la 
distancia más rápido que otras fuerzas pares entre las 
moléculas, pero a pesar de ello, en una serie de situaciones 
desempeñan un papel considerable. 

En la formación de los enlaces en los sólidos un papel 
importante pertenece al enlace de hidrógeno. Por su naturale- 
za física, éste no es un tipo aislado de enlace, pero por 
su carácter es útil separarlo en una categoría especial. 
Eso se determina por las peculiaridades de la estructura 
del átomo de hidrógeno. En primer lugar, el ion del 
átomo de hidrógeno es el protón, cuyas dimensiones son 
unas 10% veces menores que las de todos los demás 
iones. Por esta razón este ion puede considerarse práctica- 
mente puntual. En segundo lugar, el electrón en el átomo 
de hidrógeno está ligado fuertemente al armazón iónico 
(protón). El potencial de ionización del hidrógeno atómico 
es cerca de 13,55eV, lo que supera varias veces el 
potencial de ionización para los otros átomos. Esto quiere 
decir que al formarse los cristales iónicos éste se comporta 
de otra manera que los demás elementos, en particular, 
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el protón como si «se sentase» directamente en la superficie 
del ion negativo, como consecuencia de lo que surgen 
semejantes estructuras que son imposibles habiendo cua- 
lesquiera otros iones. 

Por ejemplo, a condiciones convenientes el protón puede 
asegurar la aparición de las fuerzas de atracción entre 
dos iones negativos por el mismo esquema, citado en a 
x fig 59. En este caso el electrón debe, claro está, «no 
Fig 54, Aparición de las fuer bar» al surgimiento de esta atracción. La esencia del 
enlace de hidrógeno consiste en que el electrón y el protón 
se mueven de modo que en el cristal aparecen enlaces, 
determinados por su movimiento, los cuales se denominan 
de hidrógeno. Lo importante para surgir los enlaces de 
hidrógeno es que la primera capa electrónica que rellena 
en el campo de Coulomb es la capa con dos electrones. 
Por eso el átomo de hidrógeno puede formar sólo un enlace 
covalente que es muy esencial para caracterizar la estructura 
de los correspondientes cristales covalentes, 

ESTRUCTURA DE LOS LÍQUIDOS. En los gases y 
líquidos las moléculas no están ligadas entre si por enlaces 
estables permanentes, Las moléculas cambian las posiciones 
relativas. En los gases la distancia entre las moléculas en 
término medio es grande y ellas varian con rapidez su 
posición mutua. En los líquidos la distancia entre las 
moléculas es pequeña, ellas ocupan densamente lodo el 
espacio, apropiado por el liquido, y cambian con relativa 
lentitud su posición mutua. En el transcurso de lapsos 
relativamente largos los grupos de moléculas pueden formar 
un grupo de moléculas. Estos grupos de moléculas por sus 

ropiedades se parecen a un sólido. De este modo, los 
liquidos por su estructura y fuerzas intermoleculares poseen 
propiedades tanto del gas como de los sólidos. A raíz de 
esto, la teoría de los líquidos es la más dificil y la menos 


estudiada. 
' FUERZAS DE VAN DER WAALS. A distancias relativamen- 
: te grandes entre las moléculas actúan fuerzas de atracción, 
Si la energia cinética media denominadas fuerzas de Van der Waals. Estas fuerzas 
de las moléculas es menor surgen como consecuencia de que para un desplazamiento 
que el valor absoluto de la pequeño de las cargas positivas y negativas en una molécula 


energia media de su 
atracción mutua, es decir, si 
la energia total media de las 


neutra, ésta cesa de ser neutral en sentido eléctrico, convir- 
tiéndose en un dipolo, es decir, un conjunto de cargas de 


o distintos signos, iguales por el valor absoluto, y situadas 
rl pea a distancia cercana una de otra (fig. 64). El dipolo se carac- 
cinética) es negativa. surge leriza por un momento eléctrico, igual al producto de la 
un estado ligado del sistema Carga por la distancia entre las cargas. El dipolo crea en 
de moléculas, o sea, o bien el espacio a su alrededor un campo eléctrico, condicionado 


un liquido, o bien un sólido. por los campos de las dos cargas del dipolo. Es obvio que 
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la intensidad de este campo no es nula, puesta que las 
distancias hasta las cargas del dipolo desde los puntos del 
espacio son diferentes y, por lo tanto, los campos de 
cargas contrarias del dipolo no se compensan. Por otra 
parte, sobre el dipolo actúan fuerzas por parte del campo 
eléctrico exterior en el que se encuentra el dipolo sólo 
si este campo no es homogéneo. 

Existen moléculas que poseen un momento dipolar cons- 
tante. Semejantes moléculas se denominan polares. A) apro- 
ximarse, ellas tienden a virar de modo que sus partes 
dirigidas mutuamente estén con cargas de signos contrarios. 
Si las partes dirigidas mutuamente tienen carga del mismo 
signo, como es fácil de ver, semejante orientación mutua es 
inestable. Cuando las moléculas polares se dirigen la una a 
la otra con cargas de signos contrarios, como es fácil de 
verificar, la fuerza sumaria de la atracción entre las cargas del 
dipolo superará a la fuerza sumaria de repulsión. Por esta 
razón, las moléculas polares se atraen. Semejantes fuerzas se 
denominan dipolares orientadas. 

Si las moléculas carecen de un momento dipolar cons- 
tante, entonces al colocarlas en un campo eléctrico exterior, 
ellas lo adquieren. En un campo eléctrico exterior las 
cargas positivas de la molécula se desplazan en cierto grado 
en dirección del campo y las negativas, en dirección 
contraria. Como consecuencia, si el campo exterior es hetero- 
génco, sobre la molécula neutra actúa una fuerza por parte 
del campo eléctrico. El fenómeno de formación del momento 
dipolar en la molécula bajo la acción de un campo se 
denomina polarización. Al acercarse las moléculas no pola- 
res, los campos eléctricos de las cargas que las componen, 
varían rápidamente con el tiempo y sólo en término medio 
se compensan en distintos puntos del espacio. Por esto, 
al aproximarse, las moléculas se polarizan, con la particula- 
ridad de que las partes dirigidas mutuamente de fas molé- 
culas polarizadas poseen cargas de signos opuestos. Tales 
moléculas mutuamente polarizadas se atraen. Estas fuerzas 
se llaman de dispersión. Este nombre se determina por el 
hecho de que la dispersión de la luz, o sea, la variación 
de la velocidad de la luz y del índice de refracción del 
medio en función de la frecuencia, se explica también por 
la polarizabilidad de las moléculas. 


POTENCIAL DE LA INTERACCIÓN INTERMOLECULAR. 
A pequeñas distancias entre las moléculas actúan las fuerzas 
de repulsión. Esto es simplemente la expresión del hecho 
de que la molécula ocupa cierta zona del espacio e impide 
a que otras moléculas penetren a esta zona. Estas fuerzas 
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se manifiestan en una zona muy pequeña, del orden del 
tamaño de la molécula. La fig. 65 muestra el carácter de 
la variación de la energía potencial de interacción en 
dependencia de la distancia r entre las moléculas. Para 
r>ro entre las moléculas actúan las fuerzas de atracción, 
para r<ro, las fuerzas de repulsión. La característica 
U (r) puede darse con mayor precisión sólo concretamente 
Tpara las moléculas dadas. No existe ninguna fórmula univer- 
sal de U(r), aplicable para todas las moléculas. Por lo ge- 
neral, la función U(r) se aproxima por la fórmula tipo 


U(r) =a- ar”, (29.3) 


en la que las constantes a,, az, n, m se eligen partiendo del 
requisito de la mejor aproximación de un potencial 
real. Como mostró la investigación de los potenciales, en la 
mayoría de los casos, una buena aproximación es n= 12, 
m=6, precisando a, y a, para los átomos concretos. El 
potencial que se obtiene, se escribe como 


U (r) = 40 [lo/r)'? — 10/5] 094) 


y se denomina potencial de Lanard-Jones. Éste se emplea 
hoy dia en gran escala en la teoria de los liquidos y gases. 
El sentido de o y £o queda claro de'la fig. 65. El potencial 
tipo (29.4) es de dos partículas. Su uso supone que la fuerza 
de interacción entre dos moléculas no varía en presencia, 
por ejemplo, de la tercera molécula, Pero hablando en rigor, 
es obvio que lo dicho no puede ser válido, ya que la 
tercera molécula provoca la redistribución de las cargas posi- 
tivas y negativas en las moléculas (la polarización) y, por 
lo tanto, la variación de la interacción entre ellas. Sin 
embargo, el tener en cuenta las fuerzas de multiparticulas 
complica mucho la investigación teórica del problema. Por 
eso, a pesar de que a ciencia cierta está claro que en los 
líquidos las fuerzas de multipartículas en muchos casos desem- 
peñan un papel esencial, al estudiar la interacción de las 
moléculas se limitan, tomando en consideración las fuerzas 
eficaces de dos partículas, en las que en cierto sentido se 
tienen en cuenta los efectos de las fuezas de multiparticulas. 

La dependencia de las fuerzas de Van der Waals res- 
pecto a la distancia puede estimarse de la siguiente manera. 
Como se ve de la fig. 64 las fuerzas de interacción están 
dirigidas a lo largo de la línea que une las moléculas. 
La intensidad del campo a distancia r del centro de la 
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molécula es 


1 
El) = zl 


1 1 
x + - aer} (29.5) 


donde q es el valor absoluto de las cargas que se separaron 
en la molécula a una distancia de 21 Tomando en 
consideración que 


(29.6) 


puede limitarse con las magnitudes de primer orden según fr 
ya que I<<r. Entonces la fórmula (29.5) toma el aspecto 
Elm) =alíicor”) 

Calculemos ahora la fuerza con que este campo influye, 
sobre la molécula polarizada (fig. 64). Es evidente que” 


Fl = [q Elr+1)-qElr-1)]= 


MT CIA 

= kel e+ CHY 

> py 03 
OY 
ner 7 


Haciendo uso de que l< r, puede ponerse (1 + l/r)? = 
= 1 F 31/r. La fórmula (29.8) toma el aspecto 


F(r)= — 6glg't (negr*). (29.9) 


La polarización de la molécula depende de la intensidad 
del campo. Tomando en consideración que es proporcional 
a la intensidad, hacemos la conclusión de que en la fórmula 
(29.9) es necesario poner l ~E~ 1/r> y, por lo tanto, la 
fuerza F(r) se da por la fórmula 


F~, (29.10) 


es decir, las fuerzas de Van der Waals disminuyen con gran 
rapidez respecto a la distancia. El potencial de las fuerzas de 
Van der Waals, basándose en (29.10) varia inversamente 
proporcional al sexto grado de la distancia entre las 
moléculas: 


Utr) ~ 17r. (29.11) 


(29.8) 
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? 


: 
1. ¿Cuáles son los factores 
fisicos que hacen que la 
fuerza de Van der Waals 
disminuya inversamente pro- 
porcional a la distancia en 
séptimo grado? Distribuyan 
estos siete grados inversos 
entre los factores diferentes. 

2. ¿Qué es lo que representan 
en si las fuerzas de muchas 
partículas y cuándo su papel 
se hace esencial? ¿Para qué 
condiciones éste es insigni- 
ficante? 

3. ¿Por qué entre los cristales 
moleculares existen cristales 
que poseen una energia de 
enlace muy pequeña? 

4. ¿Cuáles son los factores que 
hacen que la estructura de 
los liquidos sea intermedia 
entre los sólidos y liquidos? 


Las fuerzas de Van del Waals surgen en ausencia total de 
intercambio de cargas. Por esta razón, en comparación con 
las fuerzas del enlace iónico, éstas representan otro caso 
extremo. El enlace covalente surge a causa de un intercambio 
parcial de la carga y es intermedio entre el enlace iónico y las 
fuerzas de Van der Waals. 

ESTADOS GASEOSO Y LÍQUIDO. SISTEMAS DE 
MOLÉCULAS. La energía potencial de atracción entre las 
moléculas es negativa. Si la suma de las energías potencial 

¡ica del sistema de moléculas en cuestión es positiva, las 
moléculas, abandonadas a su propia suerte, tienden 
a separarse a una distancia infinita. Esto corresponde a que 
el gas tienda a dilatarse. 

Al comprimir el gas, su densidad aumenta y la distancia 
media entre las moléculas disminuye. Como se ve de (29,4), la 
energía potencial decrece. Si la energía cinética media de las 
moléculas no es muy grande, llega un momento cuando la 
suma de las energías potencial y cinética del sistema se haga 
negativa. Tal sistema de “moléculas ya no puede 
simultáneamente disiparse en un volumen grande, puesto que 
después de disiparse su energia constaria sólo de la cinética, 
o sea, seria positiva, lo que es imposible dado que la energia 
total del sistema es negativa. Dicho de otra manera, en este 
caso se lleva a cabo la situación de un cstado combinado. 
Las moléculas no pueden alejarse a distancias infinitamente 
grandes, sino que al contrario, se mantienen una cerca de la 
otra en un volumen finito. Este estado del sistema de 
moléculas es o liquido, o bien gaseoso. Con más frecuencia, 
aunque no siempre, al comprimir un gas, se forma un estado 
liquido. 

Este proceso de formación de un liquido al comprimir el 
gas, puede realizarse sólo en el caso de que la energia cinética 
de las moléculas no sea muy grande, es decir, si la 
temperatura no es muy elevada. Es que la energia negativa 
mínima de interacción (fig. 65) tiene un valor finito. Por eso 
a temperatura suficientemente alta, la suma de las energías 
potencial y cinética de las moléculas jamás puede ser 
negativa. Por lo tanto, a temperatura suficientemente elevada, 
el gas no puede convertirse en estado líquido, aumentando 
simplemente la densidad. La temperatura, más de la cual el 
gas no puede pasar al estado líquido, aumentando 
simplemente la presión, se denomina temperatura critica. 

Al disminuir la presión, el proceso se desarrolla en 
sentido contrario: el sistema de moléculas del estado liquido 
se transforma en gaseoso. 
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$ 30. TRANSICIÓN DEL ESTADO GASEOSO AL LÍQUIDO 


Se examinan das isotermas 
experimentales y la zona de 
estados bifásicos. Se describen 
las propiedades del vapor 
saturado asi como el carácter 
dinámico del equilibrio va 
por-líquido, Se estudian las 
propiedades de la sustancia en 
estado critico. 

Se examinan el calor latente 
de la transición y la ca 
ructeristica general de las 
transiciones de fase de primer 
género. 


En el estado crítico se pierde 
Ja diferencia entre los estados 
gascoso y liquido. Esto signi- 
fica que la sustancia no 
ejerce ninguna resistencia 

a la variación del volumen 

y no tiende a aumentar su 
volumen, o sea, como si se 
hiciese indiferente a su densi- 
dad. Como consecuencia de 
ello, se crean condiciones 
para que surjan grandes fuc- 
tuaciones de la densidad, 


El equilibrio entre el liquido 
y el vapor saturado es 
dinámico y se efectúa 
mediante un intercambio 
constante de la sustancia 
entre las fases. 


ISOTERMAS EXPERIMENTALES. Las investigaciones 
experimentales confirman las deducciones teóricas sobre el 
comportamiento de un sistema de muchas moléculas, hechas 
en el $2, a base del análisis de la interacción 
intermolecular. La fig. 66 muestra el aspecto tipico de las 
isotermas de un gas real que se observa en los experimentos 
al comprimirlo. 

Examinemos en el diagrama el proceso de compresión de 
un gas, por ejemplo, a temperatura T, . Al comprimir el gas 
hasta el volumen V, su presión se eleva hasta p,. Al dismi- 
nuir posteriormente el volumen del gas, una parte de éste se 
convierte en liquido, pero la presión permanecerá igual a pj. 
Por la tanto, en la sección de la isoterma de B a C en el 
recipiente existe simultáneamente líquido y gas, dividido por 
una superficie que es la del líquido. Las partes fisicamente 
homogéneas, en que se dividió el sistema, se llaman fases. Así, 
pues, en la sección CB el sistema consta de fases liquida 
y gaseosa. En el punto B todo el volumen está lleno de la 
fase gaseosa, al moverse desde B hacia C la parte de volumen 
ocupado por la fase gaseosa, se reduce, mientras que el que 
está lleno de fase liquida, aumenta. En el punto C todo el 
volumen V; está lleno de la fase liquida: sucedió la 
transformación completa del gas en líquido. Al disminuir 
ulteriormente el volumen, se efectúa la compresión del liqui- 
do. Este último ejerce una resistencia muy grande a la 
compresión y por eso para una disminución pequeña del 
volumen, la presión aumenta considerablemente. 

ESTADO CRÍTICO. Al elevar la temperatura, la sección 
del isoterma, correspondiente al sistema bifásico, disminuye 
Por fin, a temperatura crítica Ter esta sección del isoterma se 
convierte en un punto. En este punto desaparece la diferencia 
entre el liquido y el gas o, hablando de otra manera, el liqui- 
do y el gas poseen las mismas propiedades fisicas. Tal estado 
se denomina critico y las magnitudes Ter, Per Y Ver se laman 
temperatura, presión y volumen críticos, respectivamente. 
A temperatura más elevada que la crítica, cl gas no puede 
convertirse en líquido para ninguna presión. A presión mayor 
que la critica per, la isoterma Ter divide los estados liquido 
y gaseoso de la sustancia de manera que en estos puntos de 
la isoterma las propiedades de las fases son las mismas. Por 
esta razón, cuando las isotermas se intersecan, transcurre una 
transición continua de la fase gaseosa a la liquida.. 

ZONA DE ESTADOS BIFÁSICOS. La zona de estados 
bifásicos se resalta en la fig. 66 por una curva a trazos que 
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Fig, 66, Isotermas de un gas 
real y del liquido 


Fig. 67. Dependencia de la 
densidad del liquido y el vapor 
saturado con respecto a la 
temperatura 

T-liquido; I- vapor saturado 


pasa a través de los puntos C, K, B, A. De esta manera, la 
transición del estado gaseoso al líquido puede efectuarse 
tanto a través de la zona de estados bifásicos, como 
evitándola. Por ejemplo, la transición del estado gaseoso N al 
liquido M puede realizarse o bien por el camino NBCM, 
o bien por NN'RM'M. En el segundo caso en el punto R s 
efectuará la transición al estado líquido, evitando el sistema 
bifásico. En este punto las propiedades de los estados gaseoso 
y liquido coinciden. Sin embargo, en los puntos vecinos, 
a distintos lados de la isoterma, estas propiedades son 
diferentes: a una parte de la isoterma la sustancia es gas 
y tiende a dilatarse, y por la otra parte, es liquido y tiende 
a conservar su volumen. 

VAPOR SATURADO. En un sistema bifásico el liquido 
y el vapor se encuentran en equilibrio dinámico, y 
a temperatura dada poseen densidades y presiones bien 
determinadas. La presión p, se denomina presión del vapor 
saturado a temperatura T}. Como se ve de la fig, 67, al 
aumentar la temperatura, la presión del vapor saturado crece, 
El vapor se llama saturado porque no se le puede 
“comprimir” a la misma temperatura. Al intentar de 
“comprimirlo”, una parte del vapor saturado se convierte en 
líquido. Es precisamente este proceso que ocurre en un 
sistema bilásico al cambiar éste su volumen 

DENSIDAD DEL VAPOR SATURADO. A temperatura T, 
todo el volumen Y, está lleno de vapor saturado, dado que 
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ss 


¿Qué sentido tiene la 
afirmación — de que 
a diferentes lados de la 
isoterma crítica, superando 
la presión critica, existen 
líquido y gas? 


.. ¿Por qué en el estado critico 


las fluctuaciones de la densi- 
dad pueden alcanzar valores 
muy elevados? 

¿Cuál es la naturaleza del 
equilibrio dinámico en un 
sistema bifásico? 

En el nivel molecular ¿con 
qué factores se relaciona el 
calor latente de la 
transición? 


a la menor disminución de este volumen, una parte del vapor 
se transforma en liquido. Por lo tanto, la densidad del vapor 
saturado a esta temperatura es igual a pig = M/V, 
A temperatura T, la densidad del vapor saturado es pay = 
=M/V,> Pig: 

De tal modo, la densidad del vapor saturado aumenta al elevarse la 
temperatura. Si se examina un mol de moléculas de gas, entendemos 
como volúmenes molares los volúmenes V, y V, y como la masa 
molar del gas, M. Pero si se examina otra cantidad de moléculas de 
gas, se entienden como volúmenes del gas los volúmenes Y, y Vz 
y como su masa, la masa M. Las observaciones análogas son válidas 
también para los volúmenes de los liquidos. 

En el punto C todo el volumen V; está lleno de liquido. 
Por lo tanto, la densidad del líquido a temperatura T, es 
pu = M/V¡. Se ve directamente que la densidad del liquido 
a temperatura T, supera la densidad de los vapores satura- 
dos a la misma temperatura. A temperatura T, la densidad 
del liquido es pa =M/V¿<pu. Esto significa que al 
aumentar la temperatura, la densidad del liquido disminuye. 

Al aproximarse a la temperatura critica, la diferencia en la 
densidad de las fases gaseosa y liquida disminuye y en el 
punto crítico la densidad de la fase liquida es igual a la den- 
sidad de la fase gascosa: Per = M/Ver. La fig. 67 muestra la 
dependencia de la densidad del liquido y el vapor saturado 
con respecto a la temperatura. 

REGLA DE LA PALANCA. Examinemos el estado de un 
sistema bifásico, caracterizado por el punto D (véase la 
fig. 66). Sea Y el volumen total que ocupa el sistema. Se 
pregunta: ¿qué parte del volumen en este caso ocupa la fase 
líquida y qué parte, la gascosa? Designemos los volúmenes 
y las densidades de las fases gaseosa y liquida por Vi, Vg, Pis 
Pg» respectivamente, El principio de conservación de la masa 
de la sustancia se escribe como 


Vipi + Vape = M. gon 
Teniendo en cuenta que Vi + V= V, obtenemos 
ViP- pe) =M — Vog- 60.2) 
Por lo tanto, 
PLA A 

AA A 


donde p¿=M/V,, p1=M/V;. 
Multiplicando los miembros primero y segundo de la 
igualdad anterior por p, y tomando en consideración que 
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p,V,=m, p,V¡=M, donde m, es la masa de la fase 
líquida, obtenemos 
m=M(Y, — VV; = Y). (30.3) 


Del mismo modo 
MV- Y DAY; Y. (30.4) 


De aquí encontramos la relación entre las masas de las 
fases gaseosa y líquida: 


m/m, = (V, = VIV VJ. (30.5) 


Ésta es inversamente proporcional a las distancias del 
punto D respecto a los puntos C y B: el alejamiento de 
D con respecto a B corresponde al aumento de la masa del 
líquido. La fórmula (30.5) se denomina regla de la palanca. 

Las ¡sotermas de una sustancia real tienen la forma de la 
fig. 66, sin embargo, no siempre se les puede representar de 
esta forma en el dibujo sin utilizar escalas especiales. Por 
ejemplo, las densidades del agua y de su vapor saturado 
a 50°C son iguales a 980 y 83-10"? kg/m 
respectivamente y la presión del vapor saturado es de 
122-10? Pa. Esto significa que la relación de las abscisas 
V,JV; debe ser de 10*. Teniendo en cuenta que la presión 
crítica del agua per = 220,53 -10* Pa, vemos que la relación de 
las ordenadas Per/p, en el dibujo tendría que ser 
aproximadamente de 2000. Está claro que en un diagrama en 
escalas lineales es imposible reprasentar semejante curva. Por 
eso los diagramas de esta indole sólo deben reflejar el 
carácter de las dependencias y el comportamiento de las 
magnitudes y no las relaciones reales entre las magnitudes, 
dadas en el dibujo. 

PROPIEDADES DE LA SUSTANCIA EN EL ESTADO 
CRÍTICO. En el punto K (véase la fig. 66) (estado crítico) la 
isoterma tiene una dirección horizontal. Como consecuencia, 
(0p/2V Jr =0, es decir, la presión (densidad) no depende del 
volumen. Esto significa que si en cierta zona la densidad de 
particulas ha aumentado, no surgen fuerzas de presión que 
quieran disminuir esta densidad y, viceversa, la reducción de 
la densidad (presión) no conduce a la aparición de factores 
que tiendan a restablecer el estado de equilibrio anterior. 
A causa de ello en el estado critico las fluctuaciones de la 
densidad se hacen muy grandes, lo que conduce al fenómeno 
de opalescencia critica. | 

OPALESCENCIA CRÍTICA. Si en un recipiente trans- 
parente se comprime un gas y se ilumina este recipiente por 
un haz luminoso, la luz transmitida ofrece en la pantalla la 
imagen del recipiente. A causa de cierta diferencia en los 
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factores de absorción del liquido y del vapor saturado en la 
pantalla se ven las fases gascosa y liquida y la superficie de 
Separación entre ellas. A condiciones correspondientes de las 
que hablaremos ahora, al calentar el sistema bifásico la 
superficie de separación entre las fases es inmóvil, o sea, las 
partes de los volúmenes, ocupados por el liquido y la fase 
gaseosa, no varían. Al acercarse a la temperatura crítica la 
superficie de separación se hace cada vez menos intensa. 
Puesto que a la temperatura crítica la diferencia entre las 
fases gaseosa y liquida desaparece, es de esperar también la 
desaparición de la superficie de separación. En cambio, en 
vez de eso, en el momento cuando la superficie de separación 
deberia desaparecer, todo el volumen del recipiente se hace 
opaco para la luz, apareciendo oscuridad en la pantalla. Este 
fenómeno se denomina opalescencia critica. Al cabo de un 
lapso pequeño al aumentar posteriormente la temperatura, la 
transparencia se restablece, pero ya en el recipiente se 
encuentra sólo una fase gaseosa de la sustancia y no existe 
ninguna superficie de separación. 

La opalescencia crítica se explica por el hecho de que en 
el estado critico las Muctuaciones de la densidad son muy 
grandes. Merced a ello, el indice de refracción y absorción del 
medio varía intensamente de un punto a otro. Como 
consecuencia, la luz se disipa fuertemente y se absorbe en el 
medio, lo que es en si la esencia del fenómeno de la 
opalescencia critica. i 

COMPORTAMIENTO DE UN SISTEMA BIFÁSICO AL 
VARIAR LA TEMPERATURA, SIENDO EL VOLUMEN 
CONSTANTE. En un volumen Y que contiene un sistema 
bifásico, puede hallarse, hablando en general, una sustancia 
de diversa masa. Al variar la temperatura, la marcha del 
proceso depende de la relación entre la masa de la sustancia 
en el volumen y el volumen (fig. 68). Si la sustancia puede 
ocupar todo el volumen a densidad critica, o sea, m = Per Ver, 
en el diagrama del sistema bifásico el estado T, se caracteriza 
por el punto D. Al elevar la temperatura, el punto se mueve 
por una recta perpendicular al punto Ter. En el recipiente 
todo el tiempo hay dos fases, la superficie de separación entre 
las fases es prácticamente inmóvil Al alcanzar Ter, la 
sustancia pasa al estado critico y se observa la opalescencia 
crítica. 

Si la masa de la sustancia es menor que la necesaria para 
rellenar el volumen con densidad critica (m< Per Verh el 
estado inicial de la sustancia se caracteriza por el punto E. 
Según la regla de la palanca, la parte del volumen, ocupada 
por la fase liquida, es proporcional al segmento EB, y la 
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Fig 68 Comportaminto de 
un sistema bilasico a volumen 
constante alo elevare la 
temperatura 


o Va Ll 


parte del volumen, ocupada por la fase gaseosa, es 
proporcional al segmento EC. Al elevar la temperatura, 
pasando el sistema al punto E” la parte del volumen, ocu- 
pada por el liquido, disminuye, mientras que la ocupada por 
el gas, aumenta, La superficie de separación que divide las 
fases gaseosa y liquida, desciende hacia abajo del recipiente. 
Al alcanzar la temperatura, correspondiente al punto G, todo 
el volumen está relleno de gas y la posterior elevación de la 
temperatura a volumen constante resulta el calentamiento del 
gas. 

Si la masa de la sustancia supera la necesaria para 
rellenar el volumen con densidad critica (m> Per Ve), el 
estado inicial del gas se caracteriza por el punto F. Al elevar 
la temperatura, la parte del volumen, ocupado por el gas, 
disminuye, como se desprende directamente de la regla de 
palanca. La superficie de separación entre el liquido y el gas 
sube. Al alcanzar el punto H. todo el volumen resulta ocupa- 
do por el liquido y el posterior aumento de la temperatura 
a volumen constante es en si el calentamiento del liquido. 

CALOR DE LA TRANSFORMACIÓN DE FASE. En un 
sistema bifásico las fases se encuentran en equilibrio habien- 
do la misma temperatura. Al aumentar el volumen, una parte 
del liquido se convierte en vapor, pero para mantener la 
temperatura constante es menester desde afuera transmitir 
una cantidad correspondiente de calor. Asi, pues, para efec- 
tuar la transición de la fase liquida a la gaseosa, es necesario 
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transmitirle calor al sistema sin cambiar la temperatura de 
éste. Este calor se emplea para variar el estado de fase de la 
sustancia y tiene el nombre de calor de la transformación de 
fase o calor latente de transición. 

El calor latente se gasta para superar las fuerzas de 
atracción o, hablando de otra manera, para compensar la 
energía potencial negativa de la atracción entre las moléculas. 
Es obvio que al subir la temperatura, el calor latente de 
transición de una masa fija de sustancia disminuye, y 
a temperatura crítica, éste es nulo. 

TRANSICIONES DE FASE DE PRIMER GÉNERO. Las 
transiciones de fase, acompañadas por la absorción 
o liberación del calor latente de transición, se llaman 
transiciones de fase de primer género. A la par con éstas, 
existen otros tipos de transiciones de fase, no relacionadas 
con el calor latente de trans 


$ 31. ECUACIÓN DE CLAPEYRON—CLAUSIUS 


Se deduce la ecuación de 
Clapeyron -Clausius y se exa- 
mina la esfera de su apli- 
cación 

Se calcula la integral apro- 
ximada de la ecuación. 

Se examinan las aplicaciones 
más sencillas. 


DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN. Al aumentar la 
temperatura, la presión de los vapores saturados crece (véase 
el $ 30). En cambio hasta ahora no hemos establecido la 
relación cuantitativa entre estas dos magnitudes, establecida 
por la ecuación de Clapeyron - Clausius. 

Examinemos un ciclo de Carnot reversible infinitésimo, en 
el que las isotermas son estados de un sistema bifásico 
a temperaturas T y T— dT (fig. 69). El trabajo en este ciclo 


A=(V, — V)dp (31.1) 
y, por lo tanto, el rendimiento 
n= 4/0"? =(V, — V)dp/L, (31.2) 


donde Les el calor latente de transición para la masa dada 
de la sustancia. Por otra parte, para el ciclo de Carnot el 
rendimiento 


n=1-T,/T, =1-(T-dTyT=dT/T. (31.3) 
Al igualar (31.2) y (31.3), encontramos la ecuación 


dp/aT =L/[T(V, — Va), 614) 


denominada ecuación de Clapeyron -Clausius. Ésta une la 
presión a que el sistema bifásico está en equilibrio, con la 
temperatura. Si se sabe el calor latente de transición L y los 


Fig. 69. Deducción de la 
ecuación de Clapeyron - Clau- 
sius 


Fig, 70. Diagrama de las fases 
de la transición líquido -vapor 


Y Y i 


volúmenes de las fases líquida V, y gaseosa V, como 
funciones de la temperatura, la solución de la ecuación 
diferencial (31.4) permite hallar la presión como función de la 
temperatura. 
La ecuación (31.4) la obtuvo por primera vez en 1834 el ingeniero 
francés B. P.E. Clapeyron (1799-1864) que examinó un ciclo en el 
que en calidad de cuerpo de trabajo servia un sistema compuesto de 
líquido y vapor saturado. Ulteriormente esta ecuación la dedujo 
R.J.E. Clausius (1822-1888), basándose en el segundo principio de 
la termodinámica. 

DIAGRAMA DE LAS FASES. El volumen de la masa dada 
de vapor V, supera el volumen del liquido. Por eso en (31.4) 
dp/dT>0. Esto quiere decir que la presión del equilibrio de 
fases aumenta al crecer la temperatura. La fig. 70 muestra la 
curva p(T), cuyos puntos dan la relación determinada entre 
la presión y la temperatura, para la cual existe la posibilidad 
de que el sistema bifásico esté en equilibrio, Dicho gráfico se 
llama diagrama de las fases. 

La curva comienza en el punto 4. Es un punto triple en 
que coexisten en equilibrio tres fases (líquida, gaseosa y sóli- 
da). Señalemos que además de la curva en cuestión en este 


. Punto convergen otras dos curvas que no se muestran en esta 


figura. La curva p=p(T) se termina en el punto C que 
describe el estado critico (véase el $ 30). Del estado gaseoso 
(punto N) puede pasarse al liquido (punto M) mediante dos 
procedimientos. Al pasar por NRM es indispensable 
atravesar el estado bifásico. Pero también puede prescindirse 
del estado bifásico, al pasar del punto N a M. Para eso es 
necesario seguir el camino NN'R'M'M, En el punto R' se 
efectúa la transición del estado gaseoso al líquido, pero esta 
transición ocurre a temperatura crítica cuando no existe 
diferencia entre los estados gaseoso y liquido y en el proceso 
de transición siempre hay sólo una fase. Estos dos tipos de 
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transiciones de N a M ya habían sido examinados en el 
diagrama p, V (véase la fig. 66) 

ESFERAS DE APLICACIÓN. La ecuación de 
Clapeyron- Clausius (31.4) por el sentido de su deducción, se 
refiere no sólo a la transición de fase liquido — vapor, sino que 
se aplica a todas las transiciones de fase de primer género. El 
fenómeno de cristalización, es decir, la transición de la 
sustancia del estado líquido al sólido, es otro ejemplo de la 
transición de fase de primer género. En el proceso participa 
el calor latente de cristalización (o fusión). Por esto se le pue- 
de también aplicar la ecuación (31.4), de lo que haremos uso 
al examinar las transiciones líquido —estado sólido (véase el 
capitulo 5) 

INTEGRAL APROXIMADA DE LA ECUACIÓN DE 
CLAPEYRON -CLAUSIUS. Para integrar la ecuación (31.4) 
ante todo es necesario hallar la dependencia entre el calor de 
evaporación y la temperatura. Para pasar del liquido 
a temperatura Tọ y presión py al estado de vapor 
a temperatura T y presión p pueden emplearse dos caminos: 
evaporar el liquido a temperatura Tọ y calentar el vapor 
a presión constante hasta la temperatura T. La energía que se 
gasta para un mol es 


AQ, = Lo + Co(T— To), 


donde Lo es el calor de evaporación, a To igual 
aproximadamente al calor de evaporación a la presión pọ del 
vapor saturado. En el primer caso el liquido primero se 
calienta hasta T y luego se evapora. El calor de evaporación 
a temperatura T lo designaremos por L(T). En el segundo 
caso se gasta una energía 


AQ; = CAT — To) + L(T). 


Partiendo del principio de conservación de la energía, se 
desprende que AQ, =AQ, o sea, 


Lo + Co(T— To) =C/(T— To) + L(T), 15) 

de donde 

LAT) = Lo + (Cp - CT- To). (31.6) 
Entonces la ecuación (31.4) adquiere la forma 

dp _ Lo+(Cp-CMT-To) 

a ER 31.7) 

dT T(Vmi — Vm2) oeg 


El volumen molar del liquido puede menospreciarse en 
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comparación con el volumen molar del gas (Vm2 < Vmi) 
y para el vapor haremos uso de la ecuación de los gases 
ideales que se cumple bastante bien para los vapores no 
saturados: Vmı = RT/p. Teniendo en cuenta esto, la ecuación 
(31.7) adquiere el aspecto: 


di 
SF m l +C- OT- To) 
de donde 


(31.8) 


La integración conduce a la fórmula 


p_ Lo (Cp COTO 1 AY G-A 7 
i7 A RoT) R 0 


Los siguientes datos dan una idea acerca de la precisión 
de estas fórmulas. Se sabe que la presión del vapor de ag 
saturado a J00*C es 1,013- 105 Pa, y el calor de evaporación 
es de 2,25 MJ/kg. Partiendo de estos datos, según la fórmula 
(3L.6) el calor de evaporación L(T) a temperatura 150°C es 
igual a 2,12 MJ/kg y el valor experimental es de 2,11 MJ/kg- 
Para la presión a esta temperatura se obtiene según la fór- 
mula (31.9), 4,55-10* Pa y el valor experimental es de 
4,76-10* Pa. Estas diferencias se determinan principalmente 
por el uso de aproximación de un gas ideal. El error aumenta 
al acercarse al estado critico. 

Ejemplo 31.1. La temperatura de ebullición del agua 
a presión de 1,013-10% Pa es de 100°C y a 1,05-10% Pa se 
hace igual a 101 °C. Al evaporarse a presión de 1,013-10% Pa, 
el volumen especifico aumenta desde 1,0410? hasta 
1,673 m'/kg. Hallar el calor de evaporación para esta 
presión. 

Haremos uso de la ecuación de Clapeyron-Clausius 
(31.4), representándola en forma 


Aj 
=p 


ta). 


Para Ap=37hPa; AT=3K; T=373K; n -n= 
= 1,672 m*/kg obtenemos Í= 2,29 MJ/kg. La diferencia del 
valor experimental 2,25 MJ/kg estå condicionada por el 
empleo de diferencias finitas. 
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$ 32. ECUACIÓN DE VAN DER WAALS 


Se describe el carácter de la 
desviación de las propiedades 
del gas con respecto a la cali- 
dad de ideal. Se discuten los 
factores fisicos que se toman 
en consideración en la 
ecuación de Van der Waals 
Se da un análisis de las 
principales. peculiaridades. del 
estado líquido, aplicando la 
ecuación de Van der Waals. 
Se comparan las deducciones 
de la teoria y los datos 
experimentales. 


DESVIACIÓN DE LAS PROPIEDADES DE LOS GASES 
RESPECTO A LAS IDEALES. Las investigaciones 
experimentales de los gases, realizadas en un amplio intervalo 
de presiones, mostraron que pV no es constante para T= 
= const, como debia de serlo según la ecuación de los gases 
ideales. El producto pV varía con la presión de modo como si 
a presiones pequeñas el gas se comprimiese con “más gana" 
que el ideal, mientras que a presiones grandes, él se re 
a la compresión con más intensidad que el gas ideal. En otras 
palabras, a pequeñas densidades del gas, en él actúan fuerzas 
de atracción complementarias, y a densidades grandes, las 
fuerzas de repulsión. Estos resultados de las investigaciones 
experimentales afirman el carácter común de la curva de 
potencial de la interacción intermolecular (véase la fig. 65) 

COMPRESIBILIDAD. Se llama compresibilidad isotérmica 
x al factor de proporcionalidad entre la variación relativa del 
volumen AV/V y el cambio de presión Ap para T= const: 


(4V/V)r= — xâp, (32.1) 
de donde 


22) 


Para un gas ideal (0V/¿p)y= — V/p y, por lo tanto, x = 
= 1/p. El experimento muestra que a presión pequeña la 
compresibilidad del gas real supera a la del ideal y a presión 
grande, es más pequeña. 

La compresibilidad de los liquidos es muy pequeña, ya 
que las moléculas de éste están empaquetadas con suficiente 
densidad. Por esta razón, se requieren presiones muy grandes 
para variar insignificantemente el volumen del liquido. Por 
ejemplo, la compresibilidad del agua es de 0,47-10*? Pa `'; 
de la gasolina es de 0,82.10"? Pa”!; de glicerina es de 
0,22-10 `° Pa`'; de acetona es de 1,27-10"? Pa*!, es 
decir, la compresibilidad de los liquidos es miles de veces 
inferior a la del gas. 

ECUACIÓN DE ESTADO VIRIAL. La ecuación de estado 
depende de la ley de interacción entre las moléculas. Por eso, 
hablando en general, cada especie de las moléculas posee su 
ecuación de estado. Para los gases de interacción 
intermolecular y los liquidos no existe ninguna ecuación de 
estado universal. En principio, la ecuación de estado exacta 
puede representarse en forma de una ecuación de estado 
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La constante de gas que 
entra en la ecuación de Van 
der Waals tiene un valor 
individual para cada 
Sustancia, el cual se 
diferencia del valor de la 
constante de gas molar, La 
constante de gas individual 
es inferior a la molar, lo que 
testimonia la unión de las 
moléculas de una sustancia 
en grupos en las 
inmediaciones del estado 
crítico. Alejándose del estado 
critico, en calidad de la 
constante de gas en la 
ecuación de Van der Waals 
puede tomarse la constante 
de gas universal. 


virial: 
PVa=RT+ A (TV, + A(T) V3 + on (32.3) 


donde A;(T) son coeficientes viriales. Esta ecuación es una 
serie de volumen molar según los grados inversos y exige un 
conocimiento de una cantidad grande de coeficientes viriales. 
En este sentido ésta tiene sólo una importancia teórica, 
mientras que para los cálculos prácticos se limitan a una 
cantidad pequeña de los primeros términos. Al estudiar las 
sustancias concretas, se ha utilizado un número muy elevado 
de distintas ecuaciones de estado aproximadas. Entre éstas 
obtuvo la mayor fama la ecuación de Van der Waals. Ella 
tiene en cuenta en una forma más compacta y sencilla, las 
características fisicas principales del gas con interacción y lo 
representa todo en una forma muy evidente. 

ECUACIÓN DE VAN DER WAALS. En la ecuación del gas 
ideal pV=(m/M)RT no se ha tomado en consideración la 
presencia de las fuerzas de atracción entre las moléculas 
cuando éstas se alejan una de otra, y las fuerzas de repulsión 
cuando éstas se acercan mutuamente. La acción de la 
repulsión se reduce a que la molécula no admite que otras 
moléculas penetren en el volumen ocupado por ella. Por lo 
tanto, las fuerzas de repulsión se caracterizan por el volumen 
efectivo de la molécula. Designemos el volumen efectivo 
sumario de las moléculas, proporcional a la masa del gas, por 
mb'. Entonces el control del volumen finito de las moléculas 
o, lo que es lo mismo, de la presencia de las fuerzas de 
repulsión, se reduce a que en la ecuación del gas ideal no 
todo el volumen Ves accesible para la variación, sino que 
sólo una parte de éste V— mb'. 

La presencia de las fuerzas de atracción conduce a la 
aparición de una presión interna complementaria sobre el 
gas. Si nos imaginamos las moléculas en la superficie de 
separación del gas en el recipiente, éstas se atraen por otras 
moléculas que están dentro del gas, lo que crea precisamente 
la presión interna efectiva complementaria, proporcional a la 
cantidad de particulas, correspondientes a la unidad del área 
en la superficie de separación, y a la fuerza con que cada 
partícula en las proximidades de la superficie de separación 
se arrastra por otras particulas. Está claro que esta fuerza es 
proporcional a la cantidad de particulas que participan en su 
creación. Pero el número de semejantes partículas, a su vez, 
es proporcional también a la concentración de las partículas 
no. Por esta razón, la presión interna complementaria sobre 
el gas a expensas de las fuerzas de atracción es proporcional 
a ni, o sea, inversamente proporcional al cuadrado del 
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volumen específico ~m?/V?, Por eso teniendo en cuenta las 
dos correcciones en cuestión, la ecuación de estado del gas 
ideal se convierte en la ecuación de Van der Waals (1873): 


(p + ma /V?NV-mb')=(m/M) RT, (32.4a) 


donde a' y b' son constantes que poseen distinto valor para 
diferentes gases. Ellas se denominan constantes de Van der 
Waals. La ecuación (324a) después de dividir ambos 
miembros por m, adquiere el aspecto: 


(+. 


donde v= V/m es el volumen especifico; Rọ =R/M es la 
constante de gas especifica, igual a la relación de la constante 
de gas molar a la masa molar. 

En la ecuación (324a) se usan con más frecuencia en vez 
de las constantes a' y b’, a=a'/M? y b=b'/M. Entonces 
considerando que v =m/M, la ecuación (3243) toma la forma 


(32.4b) 


Ja 
(i =)w- vb) =vRT, (32.4c) 


donde a y b también se llaman constantes de Van der Waals. 
No se les debe confundir con las constantes a' y b'. Tomando 
en consideración que Y, =V/w, la ecuación (324c) puede 
representarse como 


(e+ JO (5244) 


en la que la ecuación se encuentra con más frecuencia. 


Si se usan el volumen específico y la ecuación (32.4b), en las fór- 
mulas entran las constantes 2, b’. Para los cálculos con un volumen 
molar según la ecuación (324d) es necesario operar con las 
constantes a, b. Es indispensable prestar a esto mucha atención. 
Las fórmulas (3240) y (3240) tienen la misma Torma. Por eso para 
simplificar la escritura y dar a las fórmulas más generalidad, las 
constantes en estas ecuaciones con frecuencia se designan por a y 
la constante de gas por, R y el volumen, por Y sin indice alguno. Si 
por Y se entiende el volumen molar, la fórmula tiene el sentido de 
(3249) y si por Paer el volumen especifico, la fórmula 
adquiees el sentido de (324b) es decir, en ete saso por R hay que 
entender Ro y b, las constantes g' y b. 

FORMÅ VIRIAL DE LA ECUACIÓN DE VAN DER 
WAALS. En la forma virial (32.3) la ecuación de Van der 
Waals (324d) tiene la forma 


RTb 
Va 


b 
+RT È (32.5) 
„2, v y 


PY, =RT+ 
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Esta ecuación se desprende de (324d) si se utiliza el 
desarrollo en serie 


T ERS N 
A ž( A ; ap 
que siempre puede realizarse ya que en la ecuación (324d) 
siempre (b/V,)<1. Asi, pues, en sentido matemático, la 
ecuación de Van der Waals se obtiene de la ecuación virial 
(23) al sumar todos sus términos en uno de los casos 
particulares cuando la adición resulta posible. Para analizar 
las isotermas la ecuación (32.4d) es más cómodo representarla 
en otra forma, Multiplicando los miembros primero y segun- 


Fig. 71. Definición de las 
raices del polinomio de tercer 


trado do de esta ecuación por V3 y efectuando la supresión de 
paréntesis, la reducimos a la forma 
Vo (6+RT/p)V a +aV,/p=abjp=0. (327) 


Esto es una ecuación de tercer grado con respecto a V, 
PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS DE TERCER 
GRADO. Examinemos un polinomio 


Ja) =x? +A + Ax + Ag (32.8) 


donde A, son magnitudes reales. De las igualdades f(- 00) = 

= — 00, flso)= æ. se desprende que este polinomio tiene 
obligatoriamente una raiz real, es decir, forzosamente 
interseca el eje X (fig. 71). En total la ccuación de tercer gra- 
do f(x) =0 tiene tres raices, una de las cuales (como se 
mostró ahora mismo) es real. Las otras dos raíces o bien son 
reales, o las dos son complejas. Esto queda obvio del hecho 
de que si la curva después de intersecarse con el eje X por 
primera vez (la raiz real) vuelve otra vez al mismo eje y lo 
interseca otra vez (la segunda raiz), después de eso f(x) posee 
un valor negativo. Por esta razón, para satisfacer la 
condición f(s0)==0, la curva debe intersecarse con el eje 
X la tercera vez, O sea, habrá tres raices reales (una línea 
continua). La situación de una raiz real y dos complejas se 
muestra con una linea a trazos, 

ISOTERMAS DE LA ECUACIÓN DE VAN DER WAALS. 
Partiendo de lo dicho antes sobre las raices del polinomio de 
tercer grado, se deduce que si en la ecuación (327) se fija una 
isoterma, poniendo que T=const, entonces V a distintos 
valores de p tendrá o un valor real o tres. Esto significa que 
la isoterma de esta ecuación en el plano p, Vse interseca por 
una recta p = const o en un punto, o bien en tres. Por eso las 
isotermas de la ecuación de Van der Waals tienen el aspecto, 
dado en la ig 72 

La isoterma Ty, divide las isotermas no monótonas T < 
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Fig. 72. Isotermas de la ecua 
ción de Van der Waals 


Yà v 


< T,, que tienen tres puntos de intersección con las rectas 
p=const, y las isotermas monótonas que se intersecan por 
las rectas p =const para todos los valores de p sólo en un 
punto (fig. 72). La isoterma T, corresponde a la isoterma 
a temperatura critica (véase la fig. 66) obtenida del 
experimento. Por su aspecto las isotermas T> T, concuer- 
dan bien con las isotermas del gas a temperatura mayor que 
la crítica. Las isotermas a T<T, se diferencian 
esencialmente de las experimentales de un gas real (véase la 
fig. 66). En el ejemplo de T, las examinaremos con más 
detalle. 

La sección CB se caracteriza con que en ella la presión 
crece al aumentar el volumen (¿p/0V > 0). Está claro que en 
ningún punto de esta sección el sistema puede estar en 
equilibrio estable: las mínimas fluctuaciones de la densidad 
deben amplificarse espontáneamente. Por esta razón, la zona 
CB no puede existir de manera estable. Al aumentar el 
volumen, en las zonas D'DC y BAA’ la presión disminuye 
ôp/ðV < 0, y, por lo tanto, los estados correspondientes pue- 
den existir desde el punto de vista fisico, con la particula: 
dad de que la condición (ôp/ðV)r<0 es una condición 
indispensable para el equilibrio estable, pero esta condición 
no siempre es suficiente. Se pregunta: ¿de qué manera el 
sistema puede pasar de la primera zona a la segunda si la 
zona intermedia es absolutamente inestable? 

Como mostró el experimento (véase la fig. 66), el sistema 
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efectúa esta transición atravesando el estado bifásico, con la 
particularidad de que la isoterma en esta transición es 
horizontal (fig. 72; el segmento DA). La cuestión está sólo 
a qué nivel trazar esta recta. 

La transición de D a A puede realizarse tanto por la 
isoterma DFA, como también por la isoterma DCBA del 
estado que no existe de modo estable, pero por la sucesión de 
los cuales ésta se efectúa, se caracterizan por un volumen, 
presión, entropía, etc. concretos. Las entropías en estados 
A y D tienen un valor bien determinado. Realizando las dos 
transiciones de modo reversible, para la misma variación de 
la entropía en ellas puede escribirse 

se se 
pra Ti pesa Ti 

Tomando en consideración que T, =const, òQ =dU + 
+ pdY, de (329) hallamos 
U(A)-U(D)+ f pdV=U(4A)-U(D)+ f pav 

DEA pesa 


(329) 


(32.10) 
donde dU es una diferencial total. Por lo tanto, la recta 
horizontal DFA debe trazarse de manera que se cumpla la 
igualdad 


$ pdV= f pav, (32.11) 
DFA DEBA 
que significa que las áreas bajo la curva DCBA y la recta 
DFA deben ser iguales o, lo que es lo mismo, al pasar por 
dos caminos, el trabajo debe ser el mismo. Esto transcurre si 
las áreas, limitadas por las curvas cerradas DCFD y FABF 
sin iguales. 

ESTADOS METAESTABLES. Ahora queda claro que las 
secciones A'A y DD' de las isotermas de Van der Waals 
describen los estados líquido y gaseoso. Queda por aclarar 
a qué corresponden las secciones AB y CD de las isotermas, 
ya que en ellas ĉp/ðV < 0 y, como consecuencia, no se 
prohibe su existencia. El experimento muestra que en efecto, 
los estados correspondientes pueden realizarse. Las secciones 
AB y DC caracterizan los estados de un vapor subenfriado 
y líquido recalentado. El vapor subenfriado es un estado de 
la sustancia cuando por sus parámetros debe estar en estado 
liquido, pero por sus propiedades continúa en estado 
gaseoso, es decir, no conserva su volumen y tiende, como un 
gas, a dilatarse. El liquido recalentado es un estado de la 
sustancia cuando por sus parámetros debe ser un gas, pero 
por sus propiedades continúa siendo un liquido. 

Estos estados no son absolutamente estables. Durante una 
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influencia exterior pequeña sobre el sistema, éste pasa con 
rapidez al estado estable más próximo. Semejantes estados se 
denominan metaestables. 

En el experimento estos estados pueden realizarse de la 
siguiente manera. Si se preparan en un recipiente cerrado 
vapores muy puros de alguna sustancia (por ejemplo, de 
agua) y luego se enfrian, entonces al alcanzar las condiciones 
de transición al estado liquido (véase la fig. 70; el punto R), 
esta transición no sucede. Bajando posteriormente la 
temperatura, caemos en la zona del estado liquido (en la 
zona mås hacia la izquierda de la curva AK), pero la 
sustancia, a pesar de todo, sigue siendo gaseosa. Si en el 
volumen, ocupado por el gas, se introduce una pequeña 
cantidad de iones de cualquier sustancia, transcurrirá una 
rápida transición al estado liquido de una parte del gas, lo 
que se observa viéndose aparecer la nicbla. 

El estado del líquido recalentado se logra de la siguiente 
manera. Se coge un liquido muy limpio que carece no sólo de 
impurezas, sino también de burbujas microscópicas de aire en 
el volumen ocupado por él. Lo último se alcanza, hirviendo 
durante largo tiempo el líquido, como consecuencia de lo 
cual todas las burbujas microscópicas abandonan el liquido. 
Si el liquido, preparado de esta manera, se calienta, al 
alcanzar las condiciones de la transición del estado liquido al 
gaseoso, semejante transición no se observa. Los parámetros 
de la sustancia (temperatura, presión) corresponden a su 
estancia en el estado gaseoso, mientras que la sustancia existe 
en forma de líquido. Si se introduce una pequeña cantidad de 
cierta sustancia en dicha sustancia (por ejemplo, una pizca de 
tiza), tendrá lugar una rápida transición de una parte 
determinada de liquido del estado líquido al gaseoso por 
todo el volumen, acompañada de una cbullición muy 
tempestuosa del líquido. 

Los factores fisicos que garantizan la existencia de los 
estados metacstables del vapor subenfriado y el liquido 
recalentado, se aclararán después de estudiar la cuestión 
sobre la dependencia entre la presión de los vapores satura- 
dos y la forma de la superficie del líquido (véase cl $ 34). 

PARÁMETROS CRÍTICOS. La ecuación de Van der Waals 
(327) a T> Tą, siempre tiene sólo una raiz real y a T< Te 
para cierta zona de los valores de p posee tres raices reales. 
Es obvio (fig. 72) que al elevar la temperatura, los valores de 
estas tres raices reales se aproximan y para la temperatura 
crítica Ty, todas las tres raices se unen. Por lo tanto, para el 
estado crítico la ecuación (327) toma el aspecto 


(UY, P=0=V? 34,124 3V2V- V, 8212) 
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Cada gas con una 
interacción intermolecular 


posee su ecuación de estado. 


Para los gases reales no 
existe ninguna ecuación 
universal 


Al comparar las ecuaciones (3212) y (327), obtenemos 
IVa =b + RTer/ Pers IV% =a) Par, Vo = 0b/ Pas» (82.13) 


Las igualdades (3213) son en si un sistema de tres 
ecuaciones con tres incógnitas V,,, Pes Ta. La solución del 
sistema: 


Va =3b, po = A270"), Ta =80/(27Rb). (32.14a) 


De esta manera, los parámetros del estado critico de la 
sustancia se expresan a través de las constantes a y b de la 
ecuación de Van der Waals. 

Asi, pues, existen las tres ecuaciones para dos constantes 
de Van der Waals. Éstas pueden satisfacerse sólo si R se 
determina también de (32.14a). Al resolver estas ecuaciones 
respecto a a, b y R, obtenemos: 


a=3p Vi, b=Ve,/3, R=8Bpe Vos OT). (32.14b) 


Si se emplean los volúmenes especificos, las relaciones 
(32.14b) conservan su forma: sólo es necesario sustituir a — 
>a; b=b'; Ver y R> Ro 

Las relaciones (32.14b) muestran que para cada gas real es 
menester calcular su propia constante de gas R que se 
diferencia de la constante de gas molar kN,, con la 
particularidad de que la constante de gas individual resulta 
inferior a la molar. Puesto que la constante de gas es 
proporcional a la cantidad de moléculas en un mol, hacemos 
la conclusión de que en el estado crítico las unidades estruc- 
turales que forman dicha constante, disminuyen, o sea, las 
moléculas se unen en complejos. Al alejarse del estado critico, 
estos complejos se desintegran y la constante de gas indivi- 
dual se hace igual a la molar. Por esta razón, al estar 
bastante lejos del estado critico, en calidad de constante 
R puede servir la constante de gas molar. Para analizar los 
fenómenos en las inmediaciones del estado crítico hay que 
usar el valor de la constante de gas individual. 

Los valores de los parámetros críticos para algunas 
sustancias se citan en la tabla 2. 


Tabla 2 

Valores de los parámetros criticos 

Sustancia Ter K Par 10 Pa Ver. 1072 mg 
Hidrógeno 32 152 3226 
Nitrógeno 1260 39 32 
Oxigeno 1543 50,34 23 
Cloro 171 08 1,75 
Vapor de agua 64725 220,53 250 
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=. 


¿Cuáles son los factores 
fisicos que hacen que la 
compresibilidad de un gas 
real a presión prqueña sea 
mayor que la del gas ideal, 
y 4 presión grande, sea 
inferior? 


.. ¿Qué razonamientos per- 


miten elegir la presión, para 
la que debe trazarse la 
isoterma horizontal del gas 
real, correspondiente — al 
estado bifásico? 


.. ¿Por qué el vapor sobreenfria- 


do y elfliquido recalentado 
se ilaman estados meta- 
estables? 


LEY DE ESTADOS CORRESPONDIENTES. La ecuación de 
Van der Waals (324) es más cómodo representarla en forma 
adimensional. Tomando a título de unidad de volumen, 
presión y temperatura sus valores criticos de (32.14a), puede 
escribirse: 


K= ViVe P 


Pibe T,= NTs (3215) 


donde Y, p, y T, son parámetros adimensionales, con los que 
se miden el volumen, la presión y temperatura de la sustancia 
en cuestión. Ellos se denominan parámetros reducidos. Si 
tituyendo (3215) en (324) y tomando en consideración 
(32.14b), hallamos 


(p,+3/V2)6V,— 1) =87,. (32.16) 


De esta manera, al elegir las unidades de los parámetros 
criticos de la sustancia, la ecuación de su estado adquiere el 
aspecto de (32.16). igual para todas las sustancias. De esto 
puede deducirse que el comportamiento de distintas 
sustancias también es el mismo. En su tiempo esta 
circunstancia jugó un papel muy importante en la ciencia ya 
que, basándose en el comportamiento conocido de unas 
sustancias, se podía predecir el comportamiento de otras 
sustancias. En particular, por eso no sólo surgió la 
convicción de que, por ejemplo, el hidrógeno puede pasar del 
estado liquido al gaseoso, sino que se estimaron la 
temperatura y presión, para las que esto resultaria posible. 
La afirmación de que el comportamiento de todos los 
sistemas liquido -gas es el mismo, se llama ley de estados 
correspondientes. La enunciación cuantitativa de esta 
afirmación dice: si dos parámetros reducidos de la sustancia 
son iguales, el tercer parámetro también es el mismo, Por lo 
tanto, la ley de los estados correspondientes no es 
simplemente una expresión verbal de las peculiaridades de la 
ecuación de Van der Waals (32.16) en forma adimensional. 
sino que tiene un valor general, independiente de la 
mencionada ecuación, puesto que los parámetros reducidos 
se determinan de modo imparcial con respecto a la ecuación 
de estado de la sustancia. En cambio, aqui es necesario 
señalar que la ley de estados correspondientes no se Observa 
estrictamente para los gases y líquidos reales. 

COMPARACIÓN DE LA ECUACIÓN DE VAN DER 
WAALS CON LOS DATOS EXPERIMENTALES. La ecuación 
de Van der Waals tiene en cuenta de una manera muy 
sencilla y evidente y también con éxito, las peculiaridades 
principales de la sustancia en los estados gaseoso y líquido. 
Por eso, durante varias décadas después de aparecer (1873), 
la ecuación desempeñó un gran papel en los trabajos de 
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licuación de los gases, además no sólo en el sentido que 
permitió estimar el valor de las temperaturas y presiones, 
para las cuales la licuación se hace posible, sino, lo principal, 
en el sentido que creó una convicción sólida que en general 
la licuación es posible. 

En sentido cualitativo la ecuación de Van der Waals 
describe muy bien el sistema liquido gas, sin embargo, en 
sentido cuantitativo, los pronósticos basados en ella se 
desvian de los datos experimentales, Las desviaciones 
principales consisten en lo siguiente: 

1. Para la sustancia dada las constantes a y b en la 
ecuación de Van der Waals deben ser independientes respecto 
a la temperatura. Pero en la realidad para las isotermas, 
correspondientes a distintas temperaturas, es necesario 
escoger distintas constantes a y b, es decir, ellas son función 
de la temperatura. 

2. De (32.14a) se desprende que la magnitud 
PerVes ART.) = 3/8 =0,375 (3217) 
debe ser una constante universal para todas las sustancias. 
Pero en realidad ella varía. Por ejemplo, para el agua es 0,23 
y para el helio, 0.31. En general, para los gases ligeros la 
concordancia con el pronóstico de la ecuación de Van der 
Waals es mejor que para los pesados. Esto explica el éxito de 
los pronósticos de la teoría sobre las condiciones de licuación 
del hidrógeno y helio, por los que se guiaban los 
experimentadores a principio del siglo XX. 

3. La relación K,=3b no se satisface. La relación 
Y, = 2b es más exacta. 

4. En la zona de estados bifásicos la ecuación de Van der 
Waals no está argumentada teóricamente y se diferencia del 
experimento. 

Como ya se ha señalado, no puede existir una ecuación 
de estado universal de la sustancia y la ecuación de Van der 
Waals no aspira a desempeñar este papel. Sin embargo, 
incluso para describir una sistancia concreta la ecuación de 
Van der Waals es sólo una ecuación de estado aproximada. 

LA ENERGÍA INTERNA DEL GAS DE VAN DER WAALS. 
Esta energia se compone de la energia interna de las 
moléculas que constituyen el gas, y la energía cinética del 
movimiento del centro de masas de las moléculas que en la 
suma es igual a CyT y de la energia potencial de atracción 
reciproca que tiene valor negativo. Señalemos que la primera 
parte de la capacidad calorífica puede representarse como 
CyT sólo si Cy no depende de la temperatura. 

La energia potencial de atracción es igual al trabajo que 
hay que gastar contra las fuerzas de atracción para separar 
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. 
Ley de estados 
correspondientes: si dos 
parámetros reducidos de la 
sustancia son iguales, el 
tercer parámetro también es 
igual. 


La corrección a la presión 
en la ecuación de Van der 
Waals supone que la 
atracción entre las moléculas 
se difunde a distancias gran- 
des que superan mucho las 
dimensiones de las moléculas. 
Sin embargo, el experimento 
muestra que ya a distancias 
iguales aproximadamente 

a cinco diámetros de las 
moléculas, las fuerzas de 
atracción prácticamente no 
actúan. Por esta razón, la 
ecuación de Van der Waals 
puede pretender sólo 

a describir cualitativamente el 
gas real. 


las moléculas a una distancia infinita cuando la interacción 
entre ellas puede considerarse ausente y la energia potencial 
de la interacción, nula. La presión a causa de la atracción 
entre las moléculas en la ecuación de Van der Waals es igual 
a a/V? y, por lo tanto, la energía potencial de la interacción 


(32.18) 


donde el límite inferior de integración se elige de modo que 
la energia potencial de éste sea nula. Por eso la energia 
interna del gas de Van der Waals se da por la fórmula 
U=CyT-aJV. (32.19) 
Esta fórmula puede, claro está, obtenerse también 
aplicando métodos puramente termodinámicos. La fórmula 
(2328) es inicial: 
dU =CydT+ [Tdp/0T)y— p]aV. 


(32.20) 


t 
De la ecuación de Van der Waals se desprende que 
p=RTIV-b)-a/V?, (3221) 
por eso 

dp RT a 

20, Trt (82.22) 
Entonces la ecuación (32.20) toma la forma 
dU=CydT+ av. (92.23) 


Considerando que U=0 para T=0 y V=%, de (3229) 
hallamos 

Ye a 

yV cT- (32.24) 


donde Cy no depende de T 


SOBRE LA INTERPRETACIÓN DE LAS MAGNITUDES 
QUE COMPONEN LA ECUACIÓN DE VAN DER WAALS. 
Deducimos la ecuación de estado del gas, cuyo modelo estadistico se 
examinó con detalle en el $ 5. La cantidad máxima de microestados, 
correspondientes al estado de equilibrio del sistema, se da mediante 
la fórmula (5.6): 

To=N UN —=m)!, (3225) 
con la particularidad de que los valores de todas las magnitudes en 
esta fórmula y en las sucesivas son los mismos que fueron utilizados 
en el $ 5. Conforme a la fórmula de Boltzmann (19.12), la entropía 


Tr 
U=fCydT+ 
è : 
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de semejante sistema de moléculas es 
S=kInT,=kin[N'(N—=m)!] =k[N In N -N = 
—(N—m)In(N—n)+N—n], (32.26) 


donde se ha empleado la fórmula de Stirling. Por lo tanto, 


as) _k 
È) (7), - 5 ln NV mN 2] = 


E AN 
hhi- k 
i rl NJ F 
Pay k b 
xin(1=)= -pm(1-5). (6227) 


donde V= NP", P es el volumen de una célula elemental en 
que se divide el volumen V; b=nl? es la constante de la 
ecuación de Van der Waals. Basándose en una de las 
relaciones de Maxwell (23.18), a saber, en la relación 
(0S/0V)y=(2p/2T),, la igualdad (32.27) puede representarse 
como 


(32.29) 


donde In [1 — b/V] se desarrolla en serie según (b/V) < 1. La 
ecuación 132.29) para b=0 coincide con la ecuación del gas 
ideal y para b0, se parece a la ecuación de Van der Waals 
con a=0 y la sustitución de 1/(V— b) por (1/b)In(1 — b/V). 

Para tener en cuenta las fuerzas de atracción 
consideraremos que la energía de interacción se compone de 
la energia de interacciones pares de todas las moléculas. El 
número de pares de moléculas es proporcional a n?. Si todas 
las células del volumen en cuestión estuviesen ocupadas por 
moléculas, o sea, n=N, la energia total de la interacción 
debería ser proporcional al volumen del recipiente, como se 
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desprende de las consideraciones fisicas sobre el carácter 
aditivo de la energía. Por esta razón, la energía de una 
interacción par de n moléculas es proporcional a n'/N. En 
este caso la entropia no varia y la energia libre, a base de 
(23.12), toma el aspecto 

F= ~ An?}N —kTln [N'N — n)!, 8230) 


donde A es el coeficiente de proporcionalidad. De aqui, según 
una de las fórmulas de (23.18) para la presión obtenemos 


A 
Pam), 


donde a = Al*/n? y la diferenciación se efectúa de la misma 
manera que en (32.27). La fórmula (32.31) se parece en mucho 
a la ecuación de Van der Waals, sólo que 1/(V— b) se susti- 
tuye por (1/b) in (1 — b/V). La corrección de la presión en la 
ecuación de Van der Waals supone que la atracción entre las 
moléculas se propaga a distancias que superan 
considerablemente las dimensiones de las moléculas. Sin 
embargo, del experimento se sabe que ya a distancias de unos 
cinco diámetros de la molécula, las fuerzas de atracción entre 
éstas prácticamente desaparecen. Esto sígnifica que la 
ecuación de Van der Waals no es capaz de tener en cuenta 
con suficiente exactitud las fuerzas de atracción entre las 
moléculas y puede pretender sólo a una descripción 
cuantitativa. 

En cambio semejante método de aproximación para 
describir la interacción entre las moléculas se usa en gran 
escala en otros problemas fisicos y se denomina teoria del 
campo molecular. En éste se supone que cada molécula se 
encuentra en un campo de potencial, creado por todas las 
demás moléculas, además, la intensidad de este campo es 
proporcional a la concentración de las moléculas. 

ECUACIÓN DE ESTADO, A BASE DEL TEOREMA DEL 
VIRIAL. El aspecto general de la ecuación de estado para los 
liquidos simples puede obtenerse mediante el teorema del 
virial. Un líquido se denomina símple sí sus moléculas son de 
simetria esférica y el potencial de la interacción 
intermolecular depende también sólo de la distancia (por 
ejemplo el potencial de Lenard- Jones). 

La ecuación de movimiento de cada una de:las moléculas 
tiene la forma 


F¡=mdr,/de?, (6232) 
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donde F, es la fuerza total que actúa sobre la ¡-ésima 
molécula; T, su radio vector; m, la masa de la molécula. El 
punto de referencia del radio vector es arbitrario. Al 
multiplicar ambos miembros de (32.32) de modo escalar por 
T, obtenemos 


F; = mr di jdi? (32.33) 


Consideremos que 


CAN EA 
va ata) Tr, 


TA 

3 Prod j= 65 ) ' (82.34) 
y escribamos de nuevo (3233) como 

a 
Fr Entm?, 8239 


donde v,=dr,/dt es la velocidad de la iésima molécula, Al 
sumar estas igualdades para todas las moléculas (para un mol 
de moléculas la cantidad de términos en la suma es igual a 
Na Esllamos 


5 A AT de J= EF, r + Emo?. (32.36) 

“Tomando el término medio de los dos miembros de la 
igualdad respecto al tiempo, vemos que el primer miembro es 
nulo, ya que las moléculas se encuentran en estado estacional 
en un volumen finito, por eso 


<EF n) + Emet), 
T y 


La fuerza que actúa sobre la molécula puede 
representarse como una suma de dos fuerzas: 


FeFo Fr, (32.38) 


donde F; es la fuerza que actúa sobre la ¿ésima molécula por, 
parte de todas las demás moléculas; F7 es la fuerza que 
ejeren sobre las moléculas las paredes del recipiente, merced 
a las cuales el líquido se mantiene en el recipiente y adquiere 
la forma de éste (la fuerza de gravedad se considera ausente). 
Hablando de otra manera, la fuerza F; tiene en cuenta la 
presión sobre el liquido por parte de las paredes del 
recipiente. Sustituyendo (32.38) en (3237), encontramos 


(EF +F n) + Emp) 0. (3239) 


(32.37) 
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Tomemos en calidad de recipiente un cubo, cuya arista 
tiene longitud L. Coloquemos el origen de coordenadas en su 
centro; los ejes de las coordenadas están dirigidos 
paralelamente a las aristas. Está claro que la fuerza F; en 
este sentido se diferencia de cero sólo para x,= + L/2, y= 
= + L/2, == HL/2. Por esta razón, el segundo término en 
9) toma el aspecto 


KEFY) = (E Fax + EF) + 


+F: 


=(L/2 2 Fx) (L2)x 


x 4 E EOS mas (32,404) 


donde los tres puntos significan los términos 
correspondientes que pertenecen a los otros dos ejes de 
coordenadas. 

Teniendo en cuenta que la presión está dirigida hacia 
dentro del líquido, tenemos 


< E Fu)=-pS= - pÈ, 


s 
(32.400) 
< E Fio=»S=pL, 
112 
donde S= 12 es el área de la cara del cubo. Puesto que se 


examina un mol de moléculas del liquido, el volumen del 
cubo es igual al volumen molar del liquido, es decir, L = Vy. 
Las relaciones análogas a (3240b) pueden escribirse también 
para los ejes Y y Z. Por eso (3240a) adquiere la forma 


KEEN = —3pYas (6241) 
y la igualdad (3239) puede escribirse como 
<EF¡- 1) 3pV, = —<L me). (3243) 


Para una posterior transformación, tendremos en cuenta 
que la fuerza F; que influye sobre la +ésima molécula, es la 
suma de las fuerzas que actúan sobre ella por parte de todas 
las demás moléculas, o sea, 


F= 2 Fi. (3243) 


donde F; es la fuerza que influye sobre la iésima molécula 
por parte de la jésima molécula. Tomando en consideración 
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(32.43), obtenemos 
DF n= Y (Fint Fyn= 


y da 
= Z Fit Y Fito (3244) 
u ran aa 


donde 1, =T, — 1) es el radio vector, trazado de la j-ésima 
molécula a la iésima. En (32.44) se tiene en cuenta que 
conforme a la tercera ley de Newton F, = — F}, Dado que 
las fuerzas son centrales, los vectores F}, y 1, son colineales 
y por eso 
Fatum Fr jo (32.45) 
donde ry es la distancia entre las moléculas j-ċsima e i-ésima 
y Fp es el valor algebraico de la fuerza que actúa sobre la 
¡résima molécula por parte de la j-ésima (es positiva para las 
fuerzas de repulsión y negativa para las de atracción). 
Tomemos en consideración el hecho de que, según el 
teorema de la equipartición de la energia por los grados de 
libertad, puede escribirse 


(Fm?) = EAT =3RT, (32.46) 
7 0 


puesto que la cantidad de términos en la suma es igual a Na, 
constante de Avogadro. Considerando (32.44)- (32.46), la 
igualdad (3242) toma el aspecto 

1 


Va = 
Pa = RTH 5 


< Y Fary) (32.47) 


de pan 


Si plr) caracteriza la distribución radial de la 
concentración molecular, el número de moléculas que se 
hallan en una capa de grosor dr a distancia r de dicha 
molécula, es igual a 4rr?p(r)dr. Al indicar con la notación 
Uir) el potencial intermolecular de la interacción, 
encontramos que 


<E 


para 


dU 
Jr) = -r g Mom, (32.48) 


donde F,= ~ dU/dr para las fuerzas centrales. El signo de (j, 
dr, +) bajo el simbolo de suma en (3248) muestra que la 
adición se lleva a cabo según las moléculas j que se 
encuentrán a distancia r de cualquier molécula í en una capa 
esférica de grosor dr. Para calcular la aportación total a la 
suma de la interacción de la molécula separada i con todas 
las demás moléculas. es menester integrar (32.48) por todas 
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las moléculas: 
SEO > -nj dU tr) 
T 


donde las fuerzas de interacción disminuyen con mucha 
rapidez con la distancia, por eso los limites de la integración 
pueden propagarse hasta el infinito. A continuación, es 
necesario sumar por todos los indices i, lo que nos da Na 
magnitudes (32.49). Puesto que en este caso cada molécula se 
consideraba en la interacción dos veces, 


M ¡uo 
Fano = an 
¿Eo Pa j 


Pp(rdr, (32.49) 


rp(r)dr. (32.50) 


La ecuación de estado (3247) toma el aspecto 
5 
pla =RT Lon a v Ppirdr. (92.51) 


La distribución “de T concentración p{r) depende del 
estado del liquido, es decir, por ejemplo, de su presión 
y temperatura. De (32.51) se ve que para hallar la ecuación 
de estado es necesario saber p = p (r, p, T) y el potencial U (r) 
de la interacción intermolecular. La fórmula (32.51) une, en 
forma muy general, los parámetros macroscópicos del liquido 
y sus características moleculares que pueden cambiar 
independientemente en los experimentos. Por eso la fórmula 
(32.51) da una base sólida y buena para comprobar la validez 
de las hipótesis cinético-moleculares sobre la estructura de 
los líquidos simples. 

EXPERIMENTOS NUMÉRICOS. Con la aparición de 
ordenadores veloces surgió la posibilidad de estudiar desde el 
punto de vista teórico las propiedades de los liquidos, sin 
conocer sus ecuaciones de estado. Si se saben el potencial de 
la interacción intermolecular y las fuerzas que actúan sobre 
la molécula por parte de otras moléculas, al haber un 
ordenador de suficiente velocidad, puede calcularse 
relativamente fácil el movimiento de varias centenas de 
moléculas teniendo en cuenta su interacción. Con este fin se 
eligen pasos bastante pequeños ôt según el tiempo, durante 
los cuales el cuadro molecular no cambia mucho. Por lo 
general, &t tiene un orden de 107'*s, 

Siendo la velocidad media del orden de 10% m-s~', la 
distancia que recorren las moléculas durante este tiempo, es 
107 *! m, lo que aproximadamente es 10 veces inferior al 
diámetro molecular. Las coordenadas y velocidades de las 
particulas en el transcurso de t cambian en AT =Vôt + 
+F(5:)"/(2m) y Av=F5t/m. Al adicionar estas magnitudes 
a las coordenadas y velocidades anteriores, obtenemos sus 
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nuevos valores, calculamos las fuerzas y hacemos el otro 
paso, etc. Independientemente de la distribución inicial de las 
coordenadas y velocidades, al cabo de varias decenas 
o centenas de pasos, se establece la distribución de Maxwell 
según las velocidades. Después de ello, pueden tomarse los 
datos para las coordenadas y velocidades de las moléculas 
y calcular todas las características, tales como la presión, la 
temperatura, la distribución radial de la concentración de las 
particulas pl”), etc. 

Los resultados de estas pruebas concuerdan muy bien con 
los datos experimentales para los líquidos con el potencial de 
Lenard- Jones. La diferencia entre los datos teóricos 
y experimentales permite hallar incluso las más pequeñas 
desviaciones respecto al potencial, tomado para el cálculo, 
e introducir las correspondientes correcciones. De esta 
mancra, con ayuda de los ordenadores se logra simular, con 
gran precisión, el comportamiento de un liquido e investigar 
sus propiedades a distintas condiciones. es decir, ejecutar 
experimentos numéricos. En la actualidad semejantes 
métodos se usan a gran escala para estudiar los liquidos. 

Los procesos fisicos que suceden, están en lo siguiente, En 
las inmediaciones de la superficie tiene lugar el equilibrio 
dinámico: la cantidad de moléculas que salen a la superficie 
cada segundo de las zonas interiores, es igual a la cantidad 
de moléculas que parten cada segundo de la capa superficial 
a las zonas interiores. Para pasar de las capas internas a la 
superficial, la molécula debe “apartar” las moléculas de la 
capa superficial y superar las fuerzas de atracción por parte 
de las moléculas de las capas internas que tienden a detenerla 
alli. 

Para pasar de la capa superficial a la interna, la molécula 
necesita sólo “separar” las moléculas de la capa interna. De 
esta manera, a la molécula le es más dificil trasladarse de la 
capa interna a la superficial que de la capa superficial a la 
interna. Por esta razón, el equilibrio dinámico es posible sólo 
a condición de que la densidad de las moléculas en la capa 
superficial sca inferior a Ja de dentro del liquido. 

Como consecuencia, la capa superficial como si se 
encontrase en un estado extendido. La disminución de la 
densidad de las moléculas en la capa superficial se confirma 
mediante las pruebas de la reflexión de la luz polarizada. 
El grosor de la capa superficial es de varias capas molecu- 
lares. 

Ejemplo 321. Calcular las constantes de Van der Waals 
para el hidrógeno si se sabe que su temperatura crítica T, = 
=33,2 K, la presión crítica p..=1,295 MPa y el volumen 
molar en estado crítico es Y, .5-1075 m*/mol. 
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A base de (32.14b), puede escribirse: 
a cos b= Vn clA R = Bea, cr ST). (32.52) 
de donde 
a=3-1,295-(0,065)* Pa-m*/mol* = 

1,64-10 `? Pa-m%/mol?; 


b= (6,5-10 **)/3 m?/mol = 2,2-10 ** m*/mol; (32.53) 
8 1295-10%.6,5-10-3 3 

s2 A 

R 3 2 mol K 6,76 J/(mol-K). 


Se ve que la constante de gas molar individual del hidró- 
geno en las proximidades del estado crítico se diferencia 
esencialmente de la constante de gas molar, igual a 8,3) 
Jfmol-K). 

Ejemplo 322. Hallar la presión de hidrógeno empleando 
la ecuación de Van der Waals a temperatura 300 K y el 
volumen molar 10 **m*/mol, asi como a temperatura de 
35K y volumen molar de 10 **m*/mol. 

En el primer caso el estado está lejos de ser critico, por 
eso puede utilizarse la constante de gas molar: 


„ZRT a 
A 
831-300 164.10 `? 
=| AAA A | Pa = 253: 10° Pa 
os EN Je 2,53. 10* Pa. 


La presión de un gas ideal a estas condiciones 
RT _ 831-300 
A TE] 


En el segundo de los casos el estado del gas es próximo al 
crítico, por lo que es necesario utilizar la constante de gas 
individual [para el hidrógeno R=6,763 J/mol-K), véase 


Pa=24,93-10* Pa, 


(3253)]: 
6.763-35 64.102 de 
ar MT Je- 39-105 Pa, 
(32.54) 
Pero la presión del gas ideal en este caso es 
831-35 pa 291-108 Pa, (32.55) 


+ 
es decir, supera el doble la presión del gas real. De tal 
manera, en las proximidades del estado crítico es esencial 
tener en cuenta la constante de gas individual. 
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Ejemplo 323. Se conocen las constantes de Van der 
Waals y la constante de gas individual del vapor de agua en 
las inmediaciones del estado critico: a =0,199 Pa-m*/mol?; 
b=1,83-10"* m*/mol, R=5008 J/(mol-K). Hallar los 
parámetros del estado crítico. 

Con ayuda de las fórmulas (32.142) obtenemos: 


zr Pa=22 MPa; 


8-0,199 


Tsa 0T ETK 


A temperatura ambiente para describir el comportamiento 
del vapor puede utilizarse la constante de gas molar, pero 
para las constantes de Van der Waals es necesario tomar los 
siguientes valores: 


a= 0,554 Pa.m'mol*; b= 3,1-10 `* m*/mol. (32.56) 


$ 33. EFECTO DE JOULE-THOMSON 


Se examinan el contenido 
fisico y el cálculo matemático 
de los efectos integral y 
diferencial de Joule- Thomson. 
Asimismo se estudian la apli- 
cación de dicho efecto a la 
licuación de los gases y las 
propiedades de la sustancia en 
las proximidades del 0 K. 


ESENCIA FÍSICA DEL EFECTO. El gas al dilatarse efectúa un 
trabajo. Si el gas está aislado, el manantial del trabajo es la 
energía interna. Si toda la energia interna se redujese a la 
energía cinética de las particulas, la temperatura del gas 
Si esta dilatación del gas se efectuase sin 
realizar un trabajo, la temperatura del gas no cambiaria. El 
proceso de dilatación sin el intercambio térmico puede 
realizarse de`Ja siguiente manera. 

Supongamos que existe un cilindro (fig. 73) dividido por 
un tabique poroso A. Un mismo gas ocupa a ambos lados 
del tabique los volúmenes V, y V, y se encuentra bajo 
distintas presiones. Si p, >p el gas penetra lentamente 
a través del tabique poroso del volumen Y, al V, Para 
mantener las presiones p, y p, Constantes, es necesario que el 
émbolo E, se introduzca en el cilindro, disminuyendo el 
volumen Y, y realizando un trabajo sobre el gas, mientras 
que el émbolo E, es necesario sacarlo del cilindro, merced 
a lo cual el propio gas efectúa un trabajo. Para un gas ideal 
el trabajo que se realiza sobre el gas a causa del movimiento 
del émbolo Ej. es igual al trabajo que efectúa el gas como 
consecuencia del movimiento del émbolo £, según la ley de 
Boyle- Mariott: p, |AV;, |= p:1AV;1 (T= consi). 
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Ez 


Fig. 73, Esquema para efec- 


tuar el proceso de 
-Thomson 


Joule- 


En el gas real cuando la energia interna incluye en si 
también la energia potencial de la interacción de las 
moléculas, todo resulta de otra manera. La fig. 65 muestra el 
caråcter común de la variación de energia potencial mutua de 
las moléculas en dependencia de la distancia entre ellas. Las 
moléculas, de hecho, se encuentran en un rápido movimiento 
y puede hablarse de cierta distancia media entre ellas y de la 
energia potencial media. La distancia media es función de la 
densidad: cuanto mayor es la densidad, tanto menor es la 
distancia media. También depende de la temperatura: cuanto 
más elevada es la temperatura, tanto menor es la distancia 
media. Esto se determina por el hecho de que al clevarse la 
temperatura, la energía cinética de las moléculas crece y, al 
chocar, ellas se aproximan a una distancia más pequeña, 
y por lo tanto, una parte relativamente grande de tiempo la 
pasan a pequeña distancia una de la otra. A estas condiciones 
está claro que la dilatación del gas real sin el intercambio 
térmico debe acompañarse de la variación de su temperatura, 

En efecto, si la densidad y temperatura del gas son lo 
suficientemente grandes, la distancia media entre las 
moléculas es inferior a rọ. En la fig. 65 se indican los valores 
de la energia cinética E,, de la potencial U y la energía total 
E, +U. Se ha visto que en el caso en cuestión al elevar en 
cierto grado el volumen y, por lo tanto, al disminuir un poco 
la presión, la temperatura del gas debe aumentar. Pero si la 
densidad y temperatura del gas son tales que la distancia 
media entre las moléculas es superior a ro, al crecer un poco 
el volumen y, como consecuencia, al disminuir en cierto gra- 
do la presión, la temperatura del gas baja. Semejante 
variación de la temperatura de un gas real, habiendo un 
cambio adiabático muy pequeño de su volumen y presión, se 
denomina efecto diferencial de Joule—Thomson. Al variar 
considerablemente la presión (el volumen), es necesario sumar 
los cambios pequeños de la temperatura. Este efecto sumario 
se llama efecto integral de Joule- Thomson. Éste puede 
consistir tanto en aumentar la temperatura del gas, cuando la 
contribución de los efectos diferenciales con AT>0 supera la 
contribución negativa de los efectos diferenciales con AT< 0, 
como también en disminuir la temperatura. 


Las investigaciones experimentales minuciosas de este fenómeno que 
confirmaron la variación de la temperatura para la corriente 
estacionaria del gas a través de un tabique poroso, fueron efectuados 
en 1852-1862 por Joule y Thomson (no confundir con W. Thomson, 
Lord Kelvin) El fenómeno que han descubierto los cientificos 
recibió el nombre de efecto Joule- Thomson. 

CÁLCULO DEL EFECTO DIFERENCIAL DE JOULE- 
THOMSON. Entre los gases en los volúmenes V, y V, no 
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. 
En un gas real transcurre 
continuamente una oposi 
de las fuerzas de atracción 

y las de repulsión. Si al 
Variar algo la presión, la 
energia de interacción media 
entre las moléculas dismi- 
muye, el gas se calienta, pero 
si aumenta, el gas se enfria. 
Esto determina el signo del 
efecto diferencial de Joule- 
Thomson que puede ser 
diferente para distintas 
presiones. 


existe un intercambio térmico directo a través del tabique 
poroso que se hace de un material de una conductividad 
térmica muy baja. Todo el sistema está térmicamente aislado. 
Por eso el principio de conservación de la energía para cierta 
cantidad de gas que, al encontrarse a la izquierda del émbolo, 
ocupaba el volumen AY, y poscia una energía interna AU, y, 
pasando a través del tabique poroso, ocupa el volumen AV, 
y comienza a poscer una energía interna AU,, tiene la forma 


AU, + p1AV, = AU, + pA. 63.1) 


Las magnitudes que se encuentran en los miembros 
primero y segundo de la igualdad (33.1), son entalpias de la 
cantidad de gas examinada. Por esta razón, la igualdad (33.1) 
significa que el efecto de Joule-Thomson transcurre 
a entalpia constante. Para cierta masa de gas la igualdad 
(33.1) toma el aspecto 


H = U +pV=const, (33.2) 


donde se utilizó la designación de la entalpia introducida en 
1177), 

Al elegir en calidad de variables independientes las magni- 
tudes T y p, de (33.2) obtenemos 


(33.3) 


(33.4) 


òH 
(r) C 


y. por lo tanto, partiendo de (33.3), hallamos 


ôT $ GA 
(E) gl) »] ta 


Esta fórmula describe el efecto diferencial de Joule- 
Thomson. 

Para el gas ideal (2V/07),=R/p = V/T y, por lo tanto, 
(0T/ép)w =0, es decir, el efecto de Joule=Thomson está 
ausente. 

EFECTO INTEGRAL. Si las presiones p, y pz por los dos 
lados del tabique se diferencian en un valor finito, el proceso 
de Joule-Thomson puede representarse en forma de una 
sucesión de los procesos casi estáticos de Joule - Thomson, en 
cada uno de los cuales la presión varia en un valor 


298 


4. Gases con interacción intermolecular y liquidos 


infinit dp. Para esta sucesión de procesos 


»(ar ”1 o 
m-n I(E) 003 L[r(2%) -rjo 
2221 NOD Ju iz ôT), 


(33.6) 


Dado que la sucesión de los procesos casi estáticos de 
Joule-Thomson transforma el sistema del mismo estado 
inicial al mismo estado final, la fórmula (33.6) da la variación 
completa de la temperatura en el proceso real de Joule 
“Thomson, es decir, es la fórmula del efecto integral. 

EFECTO DE JOULE-THOMSON EN EL GAS DE VAN 
DER WAALS. El cálculo de la derivada (2V/27), parà el caso 
general es voluminoso, ya que la ecuación de Van der Waals 
es una ecuación de tercer grado respecto a Y. Por lo tanto 
nos limitaremos al caso de un gas suficientemente rarificado 
de Van der Waals cuando en la representación virial (32,5) de 
esta ecuación puede reducirse sólo a los términos, lineales 
con respecto a a y b que toman en consideración la primer: 
corrección de la desviación del gas con relación al ideal. 
A estas condiciones la ecuación (325) toma el aspecto 


RT A RT, 1 

= + ARTO a) = — + ARTÓ— a) = 
A + ARTO 0) 
RT a 

hb 637) 


donde en el término corrector pV se sustituye según la 
ecuación de los gases ideales por RT, puesto que durante esta 
sustitución en la ecuación se introducen sólo las correcciones 
de órdenes más altos respecto a a y b, que los que se tienen 
en cuenta en esta ecuación. De (33.7) se desprende que 


ôv R 
(+) + + (338) 


por lo tanto, la fórmula (33.5) para el efecto diferencial ad- 
quiere la forma 


ôT) ZA (TR, Ta RT _,, a 
Ja C,\ Pp RT? p RT 


iy 
-lir ’) (33.9) 


$ 33. Efecto de Joule— Thomson 299 


De la fórmula se ve que a temperatura bastante baja 
(0T/Ap)y >0. o sea, el gas al dilatarse, se enfria, y 
a temperatura suficientemente alta, (ôT/ðp)y <0, es decir, al 
dilatarse, el gas se calienta. Tal comportamiento del gas se 
encuentra en concordancia total con la esencia fisica del 
efecto de Joule-Thomson. La temperatura para la que 
(6T/2p)w =0, o sea, transcurre la variación del signo del 
efecto de Joule—Thomson, se denomina temperatura de 
inversión: 


Tim = 20 RD). (33.10) 


Al calcular el efecto integral de Joule—Thomson para el 
gas de Van der Waals es más cómodo partir directamente de 
la condición de que la entalpia es constante (33.2). Sea que el 
gas tiene el volumen V antes de filtrarse a través del tabique 
poroso y después de ello, el volumen V’. En el estado inicial 
no se ponen ningunas restricciones a la densidad del gas, y en 
el estado final se considera que el gas está bastante rarificado 
y se comporta como un gas ideal. Entonces la condición 
(33.2) toma la forma 


CyT-ajV+pY=CyT'+pV=CyT'+RT, 
donde las magnitudes sin rasgo se refieren al estado inicial 


y con éste, al estado final. Basándose en la ecuación de Van 
der Waals se deduce que 


RTV a bRT a 


=z—— -a =n, $3.12) 
E Y Buy 
y por lo tanto de la igualdad (33.11) obtenemos 

2a 
T -T=AT= aT =>" +): 6313) 


donde C,=Cy+R. Esta fórmula da el efecto integral de 
Joule- Thomson. La inversión del signo del efecto transcurre 
en los puntos, para los cuales AT=0, es decir, 


b 
> 5) (33.14) 


La curva de inversión del efecto integral de Joule- 
Thomson para el gas de Van der Waals se muestra en la 
fig 74. La temperatura de inversión de un gas 
suficientemente rarificado es igual a 2a/(Rb), además se ve 
que ésta coincide con la temperatura de inversión del efecto 
diferencial que fue obtenido en (33.10). Al aumentar la densi- 
dad del gas, la temperatura de inversión disminuye. El 
volumen mínimo posible del gas de Van der Waals, según la 
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Fig. 74. Curva de la inversión 
del efecto de Joule- Thomson 
para el gas de Van der Waals 


o h 7 
definición, es b, sin embargo, hay que tomar en consideración 
que al deducir las fórmulas, el estado inicial se suponia 
gaseoso y sólo para estos estados tiene sentido hablar sobre 
la temperatura de inversión. 

El comportamiento de la curva de inversión (fig. 74) 
hallado para el gas de Van der Waals, es caracteristico para 
todos los gases reales, lo que se desprende de la ley de los 
estados correspondientes. Para la mayoría de los gases la 
temperatura de inversión yace más arriba de la temperatura 
ambiente, por eso en el transcurso del proceso de Joule - 
Thomson los gases se enfrían. A esta clase de gases 
pertenecen, por ejemplo, el oxigeno y nitrógeno. Para algunos 
otros gases, tales como el hidrógeno y helio, la temperatura 
de inversión yace mucho más abajo que la temperatura 
ambiente, por eso durante el proceso de Joule- Thomson los 
gases se calientcan. 

LICUACIÓN DE LOS GASES. Si el gas se encuentra más 
abajo de la temperatura critica, se le puede traspasar al 
estado liquido mediante una simple licuación. Pero la 
temperatura crítica de muchos gases es muy baja. Por 
ejemplo, la temperatura critica del helio, hidrógeno y oxigeno 
es 5,3; 33; 126,1 y 154,4 K, respectivamente, En cambio para 
conservar los gases licuados es más importante desde el 
punto de vista práctico y técnicamente más sencillo 
obtenerlos a presión atmosférica. Con este fin es necesario 
licuarlos a temperatura inferior a la crítica cuando la presión 
de sus vapores saturados es igual a la atmosférica. Para los 
gases indicados esta temperatura es de 4,4; 20,5; 77,4 y 90 K, 
respectivamente. 

Es una tarea muy dificil el lograr una temperatura tan 
baja. Con el fin de reducir la temperatura se usa el 
enfriamiento del gas durante el proceso de Joule-Thomson 
y la dilatación adiabática. 

El esquema del enfriamiento del gas, aplicando estos 
métodos es el siguiente. El gas se comprime de modo 
isotérmico hasta una presión grande de varias centenas de 
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? 


: 

l. ¿De qué manera obvia 
explicar la dependencia del 
efecto diferencial de Joule- 
Thomson con respecto a la 
presión? 

2. ¿A qué condiciones fisicas en 
el gas corresponde el punto 
de inversión del efecto 
diferencial de Joule- 
Thomson? 

3. Demuestren con ayuda de 
razonamientos cualitativos 
que existen zonas de presión 
para un gas dado, en las que 
el efecto integral de Joule= 
Thomson puede ser o bien 
sólo positivo, o bien, 
negativo, asimismo existe 
una zona de presiones en la 
que el efecto puede ser tanto 
positivo, como negativo, en 
dependencia de la presión 


final. 


atmósferas a temperatura accesible (por ejemplo, la 
ambiente). Después de ello, éste se dilata o bien en el proceso 
de Joule- Thomson, o bien de manera adiabática. En ambos 
casos el gas se enfría. A continuación él se emplea para 
enfriar la siguiente porción de gas, comprimido hasta una 
presión grande. De esta manera, la siguiente porción inicial 
del gas comprimido posee una temperatura aún más baja que 
en el acto anterior de enfriamiento. Por esta razón, después 
de dilatarse esta porción de gas bien en el proceso de Joule- 
Thomson, o bien de modo adiabático, la temperatura del gas 
obtenido es más baja que la del ciclo anterior. Con su ayuda 
se enfría la siguiente porción inicial de gas, etc. Al fin y al 
cabo, la temperatura se reduce hasta el valor necesario. 

En las máquinas frigoríficas que funcionan en realidad, se 
utiliza por lo general la combinación de los procesos de 
enfriamiento. Además, el proceso de enfriamiento se efectúa 
de modo casi continuo, es decir, la porción de gas, enfriada 
en la etapa anterior, se devuelve parcialmente a la 
compresión, enfriando en su camino la siguiente porción del 
gas comprimido que en lo sucesivo experimenta el 
enfriamiento en el proceso de Joule- Thomson o al dilatarse 
adiabáticamente. Semejante método de enfriamiento del gas 
intercambiando calor entre los flujos contrarios de gas se 
denomina método de intercambio de contracorriente de 
calor. 

El dispositivo en que tiene lugar este proceso, se llama 
cambiador de calor. El dispositivo en el que el gas se enfria 
a causa de la dilatación adiabática se denomina válvula de 
escape, y el de compresión isotérmica, compresor. La 
combinación de los procesos de Joule- Thomson y la 
dilatación adiabática se eligen por los ingenieros de modo 
que el proceso de compresión se haga el más eficaz. Con 
frecuencia resulta útil enfriar el gas en el estado inicial 
comprimido hasta una temperatura suficientemente baja 
mediante otro gas licuado, obtenido en otra máquina, Por 
ejemplo, para obtener el helio liquido se le enfria previamente 
con ayuda de hidrógeno líquido. Las piezas estructurales de 
las máquinas y las combinaciones posibles de los métodos de 
enfriamiento son bastante variados y rebasan los márgenes de 
este libro. Se puede trabar conocimiento con ellos en los 
guias para los trabajos de laboratorio de la fisica de 
temperaturas bajas. 

Aplicando los gases licuados, pueden  enfriarse 
directamente otros objetos, ya que el intercambio térmico es 
bastante bueno. Al reducir posteriormente la temperatura, los 
líquidos se transforman en estos sólidos (a excepción de Hell). 


4. Gases con interacción intermolecular y líquidos 


! 


Al aproximarse al cero 
termodinámico, la energía 
interna de todas las partes 
del sistema tiende a su valor 
minimo, la entropía, a un 
límite determinado, y todos 
los procesos a cero 
termodinámico que 
transfieren el sistema de un 
estado en equilibrio a otro, 
deben transcurrir sin variar 
la entropía. 


La temperatura de 0 K no 
puede alcanzarse mediante un 
número finito de operaciones. 


Sin embargo, en estado sólido las sustancias no pueden 
servir de refrigerante puesto que el intercambio térmico con 
ellas no transcurre de modo eficaz. Tomando en 
consideración las temperaturas de solidificación y ebullición 
de los gases indicados y aplicando la licuación de los gases, 
pueden obtenerse los siguientes intervalos de temperatur: 


63,14-77,32 K (nitrógeno); 

54,36-90,12 K (oxigeno): 
14,04-20,39 K (hidrógeno); 
0,7-4,21 K (helio) 


En los primeros tres casos la presión externa es 
atmosférica. 0,7 K es la temperatura más baja del helio liqui- 
do que se puede obtener al bombear los vapores del helio 
líquido *He. Para este caso la presión es igual a 0,293. Pa. La 
posterior reducción de la temperatura, bajando la presión, 
resulta imposible, a causa de la fácil evaporación del helio, 
como consecuencia de lo cual las bombas no tienen tiempo 
de bombear los vapores y disminuir la presión. 

Para recibir una temperatura aún más baja se utiliza el 
método de enfriamiento magnético. La esencia del método 
consiste en lo siguiente: existen sustancias, cuyas moléculas 
poscen un momento magnético constante. Estas sustancias 
reciben el nombre de paramagnéticos. La magnetización de 
los paramagnéticos consiste en que los momentos magnéticos 
de las moléculas se orientan de nuevo principalmente en 
dirección del campo magnético, lo que corresponde a la 
reducción de la energía potencial de los momentos 
magnéticos de las moléculas en un campo magnético exterior. 
Está claro, que durante la ordenación, o sea, la 
magnetización, la energía potencial de la interacción con el 
campo magnético disminuye y la entropia del sistema se 
reduce (ya que se trata de la ordenación). 

Imaginémonos que cierto paramagnético a causa del 
contacto con el helio liquido se enfrie hasta su temperatura 
(por ejemplo, hasta 0,7 K). Después de ello colocamos el 
paramagnético en un campo magnético que crece lentamente 
y lo magnetizamos de modo adiabático. Durante el proceso 
lento adiabático que es reversible, la entropia del sistema 
permanece sin variar. Por otra parte, la entropía, relacionada 
con la orientación de las moléculas en el campo magnético, 
disminuye, por lo tanto, la entropía, relacionada con el 
movimiento térmico, aumenta, es decir, el paramagnético se 
calienta. Ahora estando en estado magnetizado, lo ponemos 
en contacto con el helio líquido. Su temperatura debe 
reducirse hasta 0,7 K. Después de eso, interrumpamos su 
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contacto con el helio líquido y luego poco a poco 
reduzcamos el campo magnético exterior hasta cero. El 
paramagnético se desmagnetiza, la entropia, relacionada con 
la orientación de los momentos magnéticos, crece, mientras 
que la entropia, relacionada con el movimiento térmico de 
las moléculas, disminuye, o sea, el paramagnético se enfría 
más abajo de su temperatura inicial 0,7 K. 

Claro está que en la práctica no es necesario efectuar el 
calentamiento de modo adiabático del paramagnético. La 
descripción se da sólo para completar el cuadro fisico. Es 
suficiente magnetizar el paramagnético en contacto con el 
helio liquido, luego interrumpir el contacto y desmagnetizarlo 
de modo adiabático con bastante lentitud para que el 
proceso se realice reversiblemente. 

En calidad de paramagnéticos, con el fin de enfriarlos, se 
utilizan diferentes sales paramagnéticas. Por ejemplo, para 
estos fines se usa mucho el alumbre de hierro y amonio. 

En la actualidad con el método de enfriamiento 
magnético se ha obtenido una temperatura baja de récord, 
del orden de 107? K. La sal enfriada puede emplearse para 
enfriar otras sustancias, poniéndolas en contacto con la 
primera, 

A temperatura baja se manifiestan muchas propiedades 
extraordinarias de la sustancia. El Hell posee propiedades 
más interesantes que se examinan detalladamente en el $ 47. 

PROPIEDADES DE LA SUSTANCIA EN LAS 
INMEDIACIONES DE 0 K. Dado que la capacidad calorífica 
Cy es positiva, la energía U es una función monótona de la 
temperatura. Àl decrecer la temperatura, la energía interna 
disminuye y, por lo tanto, a cero absoluto, alcanza su valor 
minimo posible. Estos razonamientos pueden referirse tanto 
al sistema en general, como también a sus partes. Por eso 
a 0 K la energía interna de todas las partes del sistema logra 
sus valores minimos, o sea, cualquier parte del sistema se 
encuentra en su estado fundamental con la energía mínima. 

De la relación 80 = TdS se desprende que al enfriar un 
cuerpo, su entropia disminuye. Se pregunta: ¿tiende la 
entropia, al reducirse, a algún valor determinado? La 
respuesta positiva a esta pregunta la da el principio de 
Nernst, el cual no puede inferirse de los dos principios de la 
termodinámica, por lo que a veces, se denomina el tercer 
Además de confirmar que al aproximarse a O K, la 
tiende a un limite determinado, el principio afirma 
también que todos los procesos a temperatura de 0 K que 
transfieren el sistema de un estado de equilibrio a otro, 
transcurren sin cambiar la entropia. De la última afirmación 
se desprende que la entropía a O K no depende de los valores 
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H 
El signo del efecto diferencial 
de Joule=Thomson puede ser 
diferente, siendo la presión 

y temperatura distintas. El 
signo del efecto integral de 
Joule- Thomson puede 
también ser diverso en 
función de la zona de 
variación de los parámetros, 
para la cual éste se calcula. 
Su signo se define por el del 
efecto diferencial en la zona 
de variación de los 
parámetros que contribuyen 
principalmente al efecto 
integral. 


de los parámetros que caracterizan el estado del sistema (es 
decir, de la presión, volumen, etc.). El tercer principio de la 
termodinámica fue enunciado en 1906 por W.H, Nernst 
(1864-1941). 

El valor numérico de la entropía a OK no está fijo. Es 
cómodo tomarlo igual a cero. La entropia, definida de esta 


manera, se llama absoluta. En cualquier estado del sistema su 
valor es 


(6315) 


En esta integral el límite inferior significa el estado a 0 K, 
mientras que el superior, el estado en cuestión a temperatura 
T, con la particularidad de que las otras variables que 
caracterizan este estado no están escritas explicitamente. 

Del principio de Nernst pueden deducirse unos cuantos 
corolarios fisicos importantes. Ante todo de este principio se 
desprende que OK de temperatura no puede al 
mediante una cantidad finita de operaciones. Esto queda 
obvio al examinar, por ejemplo, el enfriamiento magnético. 
Para cada remagnetización adiabática recibimos una baja de 
temperatura. De esta manera es posible la aproximación 
sucesiva a O K. Sin embargo, dado que las entropias del 
sistema en el campo magnético y sin éste, al acercarse a 0 K, 
se aproximan por su valor, tendiendo al limite común, las 
magnitudes de estos pasos disminuyen paulatinamente. Por 
eso al realizar una cantidad suficientemente grande de 
remagnetizaciones, se puede, en principio, acercarse tanto 
como se quiera a 0 K, pero es imposible alcanzar 0 K como 
resultado de una cantidad finita de semejantes pasos. A veces 
el tercer principio de la termodinámica se enuncia como una 
afirmación que dice: es imposible lograr el 0 K mediante un 
número finito de operaciones. 

Del principio de Nernst se deduce que las capacidades 
calorificas C, y Cy del cuerpo a OK son nulas. Para 
cerciorarse de ello es suficiente escribir de nuevo las 
expresiones para las capacidades  caloríficas, fun- 
damentándose en sus definiciones C=8Q/97 y la fórmula 
Q =TdS como 

os ôS 
Sm êT ônT' 
donde a titulo de C se entiende o bien Cy, o bien C, y las 
derivadas en el segundo miembro se calculan o para el valor 


(33,16) 
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constante de V o de p, respectivamente. Dado que T— 0 K, 
In T— — æ y S tiende a un límite determinado, de la fór- 
mula (33.16) se desprende que 


Cy=0, C,=0 para T=0K. (33.17) 


Ahora examinemos la dependencia de la presión y el 
“volumen de un cuerpo con respecto a la temperatura a 0 K. 
Las dos últimas fórmulas de las relaciones de Maxwell (23.18) 
tienen la forma 

(0S/0V)y =(2p/0T);; 

(33.18) 
— (0S/0p)r = (0V /èT},. 

Partiendo del principio de Nernst se deduce que los 
primeros miembros de estas igualdades son nulos para T= 

=0 K. Por lo tanto, 


(êp/êTiw=0, (@V/ĉT),=0 para T=0 K, 683.19) 
», J 


es decir, la presión y el volumen a O K ya no son función de 
la temperatura. En otras palabras, al acercarse a OK el 
coeficiente térmico de la presión y el coeficiente de dilatación 
térmica tienden a cero. 


$ 34. TENSIÓN SUPERFICIAL 


Se aclara el mecanismo de la 
ición de la tensión super- 
ficial y se da su caracteristica 
cuantitativa. Se examinan las 
condiciones de equilibrio en el 
límite de separación entre los 
medios, Se describen fos 
fenómenos capilares y las 
propiedades de los agentes 
tensoactivos. 
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ENERGÍA SUPERFICIAL LIBRE. El estado liquido surge 
cuando la energía potencial de atracción de las moléculas 
supera, por el valor absoluto, la energía cinética de éstas. Las 
fuerzas de atracción entre las moléculas en el liquido son 
considerables y aseguran la retención de las moléculas en el 
volumen del liquido. Asi, pues, la superficie que se forma en 
el líquido, limita su volumen. La superficie que limita el 
volumen dado, depende de la forma. De la geometria se sabe 
que una esfera, a volumen prefijado, posee la mínima 
superficie. 

Sobre las particulas que se hallan en una capa fina cerca 
de la superficie liquida, actúan fuerzas por parte de otras 
moléculas del líquido, cuya resultante está dirigida hacia 
dentro del líquido, normalmente a la superficie (fig. 75). Al 
aumentar la superficie del liquido, cierta cantidad de 
moléculas del volumen del liquido debe subir a la capa super- 
ficial. Para eso se requiere gastar un trabajo, con la 
particularidad de que si el proceso de formación de la super- 
ficie transcurre de modo isotérmico, la energía superficial 
potencial es igual, con signo contrario, a la energía que se 
gasta para su creación. Por otra parte (véase el $ 23), durante 
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Fig. 75. Resultamte de las 
fuerzas que actúan sobre las 
moléculas en la proximidad de 
la superficie del liquido 


m: 


cálculo de la 
tensión superficial 


[i 


La energía libre, relacionada 
con la 

pro) 
perficie del cuerpo, es decir, 
al cuadrado de sus di- 
mensiones lineales, en tanto 
que el peso es proporcional a 
la masa, o sea, al cubo de 
las dimensiones lineales. Por 
tanto, en virtud de la atrac- 
ción terrestre, la tensión su- 
perficial se manifiesta única- 
mente con relación a los vo- 
lmenes pequeños de líquido, 
por ejemplo, las gotas, y con 
relación a las superficies pe- 
queñas, por ejemplo, las su- 
petficies del líquido contenido 
en los capilares. 


los procesos isotérmicos el papel de energía potencial lo 
desempeña la energía libre F, para la cual es válida la 
relación 


dF=-—dA. (34.1) 


donde dA es el trabajo relacionado con la aparición de la 
energia libre dF. 

A causa de la homogeneidad de la superfici 
que la energia superficial libre es proporcional al 
superficie. Por eso, basándonos en lo dicho antes y teniendo 
en cuenta (34.1), podemos escribir 


(342) 


donde a es la densidad especifica de la energia libre de la 
superficie. 

TENSIÓN SUPERFICIAL. Lo mismo que en la mecánica 
el sistema tiende a alcanzar el estado con la mínima energia 
potencial y sólo este estado es estable, en la termodinámica el 
sistema en condiciones isotérmicas tiende a llegar al estado 
con la minima energía libre. Por esta razón, la superficie del 
liquido tiende a reducirse. Merced a ello, a lo largo de la 
superficie del liquido actúan fuerzas, denominadas fuerzas de 
tensión superficial. En lo que se refiere a esto, el liquido 
se parece a una pelicula de goma fina, estirada de 
modo isótropo en todas las direcciones en el plano de la 
superficie. 

La existencia de la tensión superficial se muestra de 
manera impresionante con ayuda de las peliculas de jabón. 
Por ejemplo, en un cuadro de alambre sacado de una 
solución jabonosa se forma una pelicula de jabón (fig. 76). Si 
uno de los alambres MN del cuadro puede deslizarse sin una 
fricción intensa a lo largo de los alambres MM' y NA', las 
fuerzas de la tensión superficial lo arrastran en dirección de 
MIN y el área de la pelicula se reduce. Y al contrario, para 
aumentar el área de una pelicula de jabón es necesario 
aplicar una fuerza f hacia el alambre MN. Al desplazarse el 
cuadro en dx, se realiza un trabajo dA = fdx y el área de la 
pelicula varia en dS = ldx. Por eso (34.2), teniendo en cuenta 
(34.1), toma la forma 


dF=204S= —fdx= —fdS/l, (34,3) 
donde el factor 2 tiene en cuenta que la pelicula posee dos 


superficies; — f/(21) es la fuerza referida a la longitud MN de 
cada una de las superficies de la película y que actúa en 
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Fig. 77. Diagrama de las 
fuerzas que conducen a la 
aparición de la tensión super- 
ficial 


Las gotas poseen una forma 
esferoidal por el hecho de 
que la esfera es el cuerpo 
geométrico que, para un 
volumen prefijado, tiene la 
mínima superficie 

A causa de que las 
moléculas realizan con mayor 
facilidad la transición de la 
iquido 


concentración de las 
moléculas en la capa super- 
ficial es inferior a la que hay 
dentro del liquido. Merced 

a ello, surge la tensión 
superficial 


dirección de la pelicula de jabón. Esta fuerza es, 
numéricamente, igual a la densidad de la energía libre de 
superficie ya que 1J/m?=1 N/m. Por esta razón, o se 
denomina tensión superficial, depende de las propiedades del 
líquido y varia en amplios límites. A 20°C la tensión super- 
ficial de la mayoria de los liquidos es del orden de 107? 
hasta 107 * N/m. Por ejemplo, la tensión superficial del éter, 
la acetona, el benzol, la glicerina y el agua es igual a 
1,71-107 2; 2,33-107 7; 289-107 *; 6,57.107? y 7,27-107? 
N/m, respectivamente. Sin embargo, el mercurio tiene o= 
=0.465 N/m. 

MECANISMO DE APARICIÓN DE LA TENSIÓN SUPER- 
FICIAL. La energia libre que se caracteriza por o, está 
concentrada en una capa superficial pequeña de liquido, por 
eso las fuerzas de tensión superficial actúan sólo en una capa 
superficial fina. En este caso la capa superficial fina funciona 
como una envoltura de goma que rodea el volumen del liqui- 
do, Se diferencia de la envoltura de goma sólo en que ésta 
posce una tensión constante independientemente de cómo 
varía la superficie del liquido a causa de que la forma del 
volumen que ocupa, cambia. 

A primera vis claro de qué 
manera surgen las fuerzas de tensión superficial que actúan 
a lo largo de la superficie. Para comprenderlo es necesario 
tomar en consideración que además de las fu 
atracción, sobre las moléculas de la capa superficial actúan 

én otras fuerzas que no permiten a estas molécul 
darse al interior del liquido. La resultante de estas 
fuerzas es la que asegura la aparición de la tensión superficial 
(fig. 77; a través de las poleas fijas se tiende un hilo, sobre el 
cual en sentido perpendicular actúan las fuerzas f y en 
sentido horizontal, en el hilo actúa la fuerza de tensión f). 

La tensión superficial depende de las propiedades de la 
sustancia, con la que roza la superficie del liquido, Esto se ve 
sobre todo si ø se interpreta como la densidad de la energia 
libre, ya que la sustancia cerca de la superficie del liquido 
actúa también sobre las moléculas de la capa superficial del 
liquido y. por lo tanto, cambia las fuerzas que las arrastran al 
interior del líquido. Esto significa que la tensión superficial 
a varía. Por eso cuando se trata de la tensión superficial, es 
necesario no sólo indicar el liquido que se tiene en cuenta, 
sino también la sustancia, con la que roza la superficie del 
liquido, es decir, a debe poseer dos indices que señalen los 
medios que limitan entre si, por ejemplo, 0,, Gzy, ete. Es 
obvio que la tensión superficial en la superficie de separación 
de dos liquidos debe ser inferior a la que existe en una super- 
ficie libre. Por ejemplo. en la superficie de separación 
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Fig. 78. Condiciones de equ? 
librio en la superficie de 
separación de dos liquidos 


agua-ċter es de 0,0122 N/m, agua -benzol, de 0,0336 N/m. 

En la superficie de separación del sólido con el liquido la 
tensión superficial también disminuye. Verbigracia, © en la 
superficie libre de mercurio es de 0,465 N/m, en la superficie 
de separación con el agua, de 0,427 N/m, y con el alcohol, de 
0,399 N/m. 

Los valores de las magnitudes indicadas se dan 
a temperatura ambiente. 

MANIFESTACIONES SIMPLES DE LA TENSIÓN SUPEI 
FICIAL. Dado que para un volumen fijo la esfera posee 
minima superficie, en condiciones de ingravidez el liquido 
toma la forma de una esfera. En condiciones de la gravedad 
terrestre sólo las gotas relativamente pequeñas adquieren la 
forma de una esfera. Esto está relacionado con el sencillo 
hecho de que la energía libre de la superficie decrece 
proporcionalmente a su magnitud, o sea, al cuadrado de las 
dimensiones lineales de la gota, mientras que la fuerza de 
gravedad que actúa sobre ella, disminuye proporcionalmente 
a su masa, es decir, al cubo de sus dimensiones lineales. Por 
esta razón, al disminuir las dimensiones, el papel relativo de 
la energía libre de superficie aumenta, y al ser la gota lo 
suficientemente pequeña, toma la forma, parecida a la esferoi- 
dal. Las bolas pequeñas de mercurio sirven también de buena 
ilustración a la manifestación de la tensión superficial. Si se 
cogen dos liquidos con densidades casi iguales, pero que no 
se mezclan, una cantidad diminuta de uno de ellos, introduci- 
do en otro líquido, toma la forma de una esfera. En este 
la fuerza de empuje equilibra la fuerza de gravedad y la 
tensión superficial se manifiesta casi en forma ideal. 

CONDICIONES DE EQUILIBRIO EN LA SUPERFICIE DE 
SEPARACI DE DOS LÍQUIDOS. Si en la superficie de un 
líquido se coloca una gota de otro liquido más ligero, existen 
dos posibles resultados en dependencia de las relaciones de 
las tensiones superficiales (fig. 78). Si dí es el elemento de 
longitud, dirigido a lo largo de la linea de roce de tres 
medios 1. 2, 3, las fuerzas de tensión superficial que actúan 
sobre este elemento, son a,adl, G,ydl y 0, ,dl. Señalemos 
que el elemento di está dirigido perpendicularmente al plano 
del diseño. Si 0,3 < 073 +02, el equilibrio se realiza como 
la situación dada en la fig. 78,a. La condición de equilibrio 
es la anulación de las resultantes de todas las fuerzas que 
actúan sobre el elemento dl: 


013 = 3,0050, +0,,0050,, 07350n0, =0,¿5cn0). (344) 


El sistema de estas ecuaciones permite definir los ángulos 
0, y 0, denominados de contorno. 


Pero si 0,,> 023 +052, la situación de equilibrio de la 
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Fig. 79. Condiciones de equi- 
librio en la superficie de 
separación de un líquido con 
un sólido 


forma indicada es imposible y la gota 2 se derrama por toda 
la superficie del liquido 1 como una capa molecular fina 
(fig. 78,b). 

CONDICIONES DE EQUILIBRIO EN LA SUPERFICIE DE 
SEPARACIÓN LÍQUIDO -SÓLIDO. En este caso pueden 
existir situaciones de equilibrio, mostradas en la fig. 79,a, b. 
Las condiciones de equilibrio tienen, respectivamente, la 
forma 


013 = 03300504 0,7, 0730004 0,3 = 0,7: (54,5) 


Si 6,3 > 0), + 0,2, el liquido se derrama por la superficie 
del cuerpo como una capa molecular. Se dice que el liquido 
humedece la superficie del sólido. Esto es el caso de 
humectación total (fig 79,c) La fig 79a ilustra la 
humectación parcial de la superficie del sólido por el líquido 
y la fig 79,b, la no humectación total del sólido. 

Si el liquido se vierte en un recipiente, la forma del liqui- 
do, al rozar con las paredes verticales del recipiente, es 
diferente en dependencia de si el liquido humedece las 
paredes del recipiente o no. La fig, 80,a muestra el caso en 
que el liquido humedece las paredes del recipiente, y Ja 
fig. 80,b, cuando no las humedece 

Al flotar los cuerpos en un liquido, a causa de los efectos 
de humectación y no humectación surgen fuerzas 
complementarias que o aumentan la fuerza sustentadora 
o bien la reducen. Si el liquido humedece el sólido, la tensión 
superficial está dirigida contra la fuerza sustentadora y tiende 
a sumergir el cuerpo en el liquido (fig. 81,a). Si el liquido no 
humedece el sólido, la tensión superficial se dirige hacia 
arriba y tiende a empujar el cuerpo afuera del liquido 
(fig. 81,6). En comparación con las fuerzas de empuje, est: 
fuerzas complementarias a cuenta de la tensión superficial, 
por lo general, no son grandes. Pero existen situaciones en 
que éstas son considerables. Por ejemplo, si la densidad del 
cuerpo flotante supera insignificantemente la densidad del 
líquido y su linea de contacto con la superficie del liquido es 
suficientemente grande, puede suceder que el cuerpo no se 
hunda exclusivamente a causa de la tensión superficial, si el 
Cuerpo no se humedece por el liquido. Se conocen insectos 
que corren por la superficie del agua sin hundirse, a expensas 
de la tensión superficial del agua. 

PRESIÓN BAJO LA SUPERFICIE ENCORVADA. Si la 
superficie no es plana, la presencia de la tensión superficial 
conduce a la aparición de una presión, por parte de la capa 
superficial, sobre las capas que yacen más abajo. Para 
calcular esta presión, examinemos una burbuja esferoidal de 
jabón. La presión p' del gas dentro de la burbuja, excesiva en 
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a) b) 


Fig. 80. Forma de la super- 
ficie del liquido cerca de la 
pared del recipiente cuando el 
líquido — humedece (a) las 
paredes del recipiente y no las 
humedece (b) 


b) 


Fig, 81. Flotación de un cuer- 
po, humedecido por el fiquido 
(a) y no humedecido (b) 


comparación con la atmosférica, se equilibra mediante la 
presión por la parte de las paredes de la burbuja, la que se 
determina por la tensión superficial. Al aumentar la presión 
dentro de la burbuja, su radio crece en dr y en este caso se 
efectúa un trabajo de 4nr*p'dr que se convierte en energia 
libre de la superficie de la burbuja odS, con la particularidad 
de que d es el aumento sumario de las superficies exterior 
e interior de la burbuja de jabón, es decir, dS =2d(4nr”) = 
= 2-8nrdr. Según el principio de conservación de la energía 


4nr?p'dr =20-8nrdr, (34.6) 
de donde 
y =2-20/r, (34.7) 


esta presión se crea mediante dos superficies 
adas de la burbuja de jabón (exterior e interior). Una 
superficie crea una presión, dos veces menor 


p=p/2=20/r. (34.8) 


se define 
ales de curvatura r, y r} La 
expresión 


Para el caso general, la curvatura de la superficie 
mediante dos radios princi 
presión se da por la 


a (l/r, + 1/r3), (34.9) 


que se denomina fórmula de Laplace y se cita aqui sin 
demostración alguna. Para r, =r, esta fórmula se transforma 
en (34.8). 

FENÓMENOS CAPILARES. Al actuar reciprocamente con 
la pared del recipiente, las fuerzas de la tensión superfici 
tienden o a elevar el nivel del líquido (véase la fig. 80,a), 
o bien a bajarlo (fig. 80,b). Si las paredes del tubo se hume- 
decen por el liquido, éste se levanta en él (fig. 82,a), si no se 
humedece, baja (fig. 82,b). La presión de la columna del 
líquido en el tubo, elevado a una altura h, se compensa por 
la presión, creada por la tensión superficial de la superficie 
encorvada y dirigida hacia arriba (fig. 82,a). Teniendo cn 
cuenta la fórmula (34.8), tenemos 


pgh = 20/R =20:c0s 0/r, (34.10) 


donde p es la densidad del liquido; R, el radio de curvatura 
de la superficie del liquido; r, el radio del tubo (r=Rc0s0). 

La profundidad a la que baja el nivel (fig. 82,b), se 
calcula de la misma manera si el liquido no humedece. La 
altura de su elevación aumenta al disminuir el radio del tubo 
y es muy grande en los tubos bastante estrechos, 
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Fig. 82. Fenómenos capilares 


denominados capilares (por analogía con los vasos muy 
estrechos de las plantas y animales). Merced a esto, los 
fenómenos determinados por la interacción entre la tensión 
superficial del liquido y las paredes del tubo, recibieron el 
nombre de capilares. 

El movimiento del líquido en los capilares transcurre por 
la acción de las fuerzas de la tensión superficial. En cambio, 
la tensión superficial puede provocar no sólo el movimiento 
del líquido en los capilares, sino el movimiento de las 
particulas sobre la superficie del líquido. El ejemplo más 
palpable es el “baile del alcanfor”. 

AL disolver el alcanfor, varia la tensión superficial del 
agua. La disolución sucede con diversa velocidad en distintos 
lugares de la superficie de los cristales del alcanfor, que se 
encuentran en las capas superiores del agua. 

Como consecuencia, por las diferentes partes sobre el 
eristal actúan distintas fuerzas de tensión superficial. Una 
particula cristalina empieza el movimiento, cuya dirección 
varia rápidamente de acuerdo con el cambio de la distri- 
bución de la tensión superficial alrededor de ésta. El 
movimiento de la particula -cristalina provoca unos 
desplazamientos hidráulicos del liquido en las capas 
adyacentes y pueden incluso conducir a la formación de 
ondas. 

AGENTES TENSOACTIVOS. La energia de superficie 
tiende a alcanzar su valor minimo. Esto es posible a causa de 
la disminución tanto del área de la superficie, como también 
de la tensión superficial o. Por esta razón, al añadir un liqui- 
do de menor tensión superficial a otro liquido, el primero se 
adsorberá principalmente en la capa superficial, por lo que la 
tensión superficial disminuye. Semejante sustancia se 
denomina agente tensoactivo (por ejemplo, el jabón). Otras 
sustancias aumentan la tensión superficial (por ejemplo, la 
solución de azúcar, las soluciones de distintas sales, etc.). Tal 
sustancia, al contrario, se concentra fuera de la capa super- 
ficial del liquido. Al añadirla a la solución con agentes 
tensoactivos, estos últimos se expulsan intensamente a la 
superficie. Por ejemplo, la adición de una sal a una solución 
de jabón provoca un desplazamiento del jabón a la superfi 
de la solución. 

Ejemplo 34.1. La fig. 76 muestra una pelicula, formada 
por el agua. La dependencia entre la tensión superficial © del 
agua y la temperatura se da aproximadamente por la fórmula 
0=7,3-107*[1+0,5(1 — T/273)]. La longitud del alambre 
móvil es de 5 mm. f 

Hallar la fuerza f. el trabajo A que se gasta al estirar la 
película en d = 1 cm y la variación de la energia interna AU 
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¿Para qué condiciones la 
sustancia disuelta se 
concentra o bien en la capa 
superficial, o bien dentro del 
liquido? — Cite — ejemplos 
cotidianos de ello. 

La tensión superficial no 
depende de las dimensiones 
geométricas de los re- 
cipientes o del volumen del 
líquido, Entonces, ¿por qué 
su existencia se manifiesta 
con mayor claridad sólo en 
tubos estrechos y pequeñas 
gotas? 

¿Depende la densidad del 
líquido, al no haber fuerza de 
gravedad, de su cantidad (en 
principio)? ¿De qué manera? 
¿Qué factores hay que tener 
en cuenta para valorar de 
modo cuantitativo la magni- 
tud del efecto? 


del sistema al aumentar el área de la pelicula en 1cm? 
durante el proceso isotérmico para T=293 K. ¿Cuál será el 
calor latente de formación de la película L= (ĉQ/ôs)r donde 
s es el área de la película? 

Designando la capacidad calorifica de la pelicula por C = 
=(00/0T),. podemos escribir el balance de energías 


SQ =CdT + Lds, (34.11) 


y el primer principio de la termodinámica toma el aspecto 
dU=CAT+(L+o)ds. (34,12) 
La fuerza y el trabajo son iguales a: 


7) Js n- 


=201=2-7,3-107? 
f=201=2-7,3-10 [105 73 


—= 


=0,7 mN; 
A=fd=7-107*-107?3=7p, 


donde se tuvo en cuenta que la pelicula posee dos superficies. 
Basándonos en (34.11), para la entropía obtenemos la 
fórmula 


CA 

dS= T 7T T” (34.13) 
Puesto que dS en (34.13) es una diferencial total, 

fe ð [L 

HOS ar): (34.14) 

de donde 

1/00 L 1L 

iE) +5): ue 


Por otra parte, tomando en consideracion que dU en 
(34.12) es también una diferencial total, podemos escribir 


(E) Gar). (7). oaa 
De (34.15) y (34.16), hallamos 
ĉo 
L=- (5): (34.17) 
Tomando en consideración que do/¿T=[-7,3-107?x 
x 0,5/273] J/(m?-K), obtenemos 
_293-1072-7,3-05 


e 23 


J/m? = 39-107? J/m?. 
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Dado que L es positivo, la pelicula se enfría al aumentar 
la superficie. 

A T=const y basándose en (34.12), la variación de la 
energia interna es igual a 


AU= [(L+olds=(L+o)As, (0448) 


ya que L y o no dependen de s. Teniendo en cuenta que 
293 Y] N 
05(293)=7,33-107 +0s(1 - ml = 


=7-107? Njm=7-107 ? Jjm?, 


con ayuda de (34.18), encontramos que 
AU=(39-1072+7-1072)-0,5-107*J=545 pJ. 


Ejemplo 342. Considerando que al principio (véase la 
condición del ejemplo 34.1) la pelicula tenía un área de 
0.5cm* y el grosor de I ym, hallar la variación de la 
entropía de la pelicula al aumentar su área en 2cm? 
a temperatura de 273K, asimismo la variación de la 
entropía, al subir la temperatura de la pelicula de 273 
a 293K permaneciendo el área constante. Encontrar el 
cambio de la temperatura de la pelicula para cl aumento 
adiabático de su área en 1 em. Los datos iniciales son los 
mismos que en el ejemplo anterior. 

Para calcular Ja variación de la emropía partimos de 
(34.13). Dado que el volumen de la película 


V=107-0,5-107*m*=0,5-107 +° m? = const, 
la capacidad calorifica C [véase (34.13)) es 


C = 0.5- 10719-418- 10°- 10? J/K = 2,09- 1074 J/K = const 
Al imegrar (34.13), hallamos 

ss) cm (E 34.19) 
a E 62h (34. 


donde está considerada la relación (34.17) 
Al cambiar la temperatura y siendo el área constante 


T 293 3 
Ch 107 In == 1,4776. 1075 
(49), = Clin = 209-107 ln Sy = 1776-10" 4/K 


A temperatura constante y al cambiar el área As= 
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=267-107* J/K. 


Al variar adiabáticamente el área de la pelicula, de (34,11) 
para 80 =0 hallamos 


L T (da 
dT= di lores (34.20) 
de donde 
—293-1,33-107*.2-107* 
ar gio K= 0.038 Ko 


Ejemplo 34.3. Hallar el radio de una gota de liquido que 
se derrama de un tubo vertical estrecho de radio r. 
Considerar que al desprenderse, la capa es esférica. 

La gota se sostiene al lado del tubo con ayuda de las 
fuerzas de tensión superficial en la longitud de su orificio 2x1. 
Por eso la fuerza es igual a 2xr0. El peso de la gota esférica 
en suspensión de radio R es 4xR*pg/3, donde p es la densi- 
dad del líquido. La condición del desprendimiento de la gota 
es 4xR*9g/3 =2ar0, por esta razón 


R = [3ro/2p9))"”. (34.21) 


Por ejemplo, considerando o =7,5:107? N/m para el 
agua con r= 107? m, obtenemos R=2,26-107* m. 
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Se investiga la dependencia 
entre la presión de los vapores 
saturados y la curvatura de la 
superficie, y el papel de esta 
dependencia en la evaporación 
y ebullición de los liquidos. Se 
discuten las condiciones de 
existencia de un liquido 
recalentado y un vapor sub- 
enfriado y su aplicación. 


EVAPORACIÓN. En la capa superficial y en las 
inmediaciones de la superficie liquida actúan fuerzas que 
aseguran la existencia de la superficie y no permiten que las 
moléculas abandonen el volumen del líquido. Merced al 
movimiento térmico, cierta parte de las moléculas posee 
velocidades suficientemente grandes para superar las fuerzas 
que sostienen las moléculas en el liquido, y abandonar el 
líquido. Este fenómeno se denomina evaporación. Se observa 
a cualquier temperatura, pero su intensidad aumenta al 
elevarla. 

EQUILIBRIO DINÁMICO. SISTEMA VAPOR - LÍQUIDO. 
Si las moléculas que abandonan el liquido, se alejan del 
espacio, próximo a la superficie líquida, al fin y al cabo, todo 
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el liquido se evaporará. Pero si las moléculas que abandonan 
el liquido, no se alejan y se mantienen en un volumen 
cerrado cerca de la superficie del liquido, el proceso posterior 
se desarrolla de otra manera. Las moléculas aisladas forman 
vapor. Las moléculas de vapor que caen en la zona inmediata 
a la superficie liquida, se arrastran mediante las fuerzas de 
atracción hacia adentro del liquido. Así, pues, la velocidad de 
evaporación disminuye. Al continuar aumentando la densi- 
dad del vapor, se llega a una situación cuando el número de 
moléculas que abandonan el líquido en el transcurso de 
cierto tiempo, es igual al número de moléculas que regresa al 
liquido en ese mismo lapso. Se obtiene el estado de equilibrio 
dinámico. El vapor que se encuentra en este estado de 
equilibrio con el líquido, se denomina saturado, 

Partiendo de este cuadro queda totalmente claro que al 
elevar la temperatura, la densidad y, como consecuencia, la 
presión del vapor saturado aumentan (tablas 3 y 4), como se 
mostró al examinar las isotermas de un gas real. Al aumentar 
la densidad de los vapores saturados, la tensión superficial 
del liquido disminuye, ya que las fuerzas, dirigidas hacia 


Tubla 3 

Presión de los vapores saturados de ciertas sustancias a 20°C 

Sustancia P. kPa Susania P. kPa 

Acetona 240 Mercurio 163-107 

Benzol 100 Tolueno 293 

Agua 234 Cloroformo 23 
etanol 129 Etanol 587 


adentro del liquido, se reducen a causa de un incremento de 
las fuerzas con dirección contraria por parte de vapor satura- 
do. De aquí mismo se desprende que elevando la 
temperatura, disminuye el calor latente de vaporización 
A temperatura crítica, la densidad de los vapores saturados 
se hace igual a la densidad del liquido y la diferencia entre 
éstos desaparece. Esto quiere decir que desaparece también la 


Tabla 4 

Dependencia entre la presión de los vapores de agua saturados y la temperatura 

1% -5 =% Es) o t 3 s 9 15 2 25 

P KPa 0401 0463 0,363 0611 0/56 0.757 0872 1,148 1704 2337 3,168 
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superficie y. por lo tanto, la tensión superficial y el calor 
latente de vaporización a temperatura critica se anulan. 
El vapor no es un gas en el sentido estricto de la palabra. 
El gas es un estado de agregación de la sustancia para la 
temperatura y presión dadas, mientras que el vapor no lo es 
puesto que a temperatura y presión dadas el estado liquido 
es el estado de agregación de la sustancia. Como 
consecuencia de ello, el comportamiento del vapor se 
diferencia del comportamiento del gas. Por ejemplo, la 
presión de los gases ideales (perfectos) es con precisión 
inversamente proporcional al volumen, y de los gases reales, 
con una precisión suficientemente grande. La presión de los 
vapores, próximos a la saturación, varia insignificantemente 
con respecto al volumen, y de los vapores saturados no 
cambia totalmente. En una aproximación, las leyes para los 
gases pueden aplicarse a los vapores no saturados. Si los 
vapores están lejos de estar saturados, las leyes para los gases 
sirven para describirlos con una aproximación buena. 
PRESIÓN DE LOS VAPORES SATURADOS EN LAS 
INMEDIACIONES DE LA SUPERFICIE ENCORVADA DEL 
LÍQUIDO. La presión de los vapores saturados en las 
inmediaciones de la superficie encorvada del liquido se 
diferencia de su presión en la proximidad de la superficie 
plana. Para aclarar el carácter de esta dependencia es 
necesario examinar las condiciones del equilibrio dinámico 
del vapor y líquido. Las condiciones del equilibrio dinámico 
en las inmediaciones de la superficie encorvada por su 
contenido fisico son las mismas que las condiciones en la 
superficie plana, es decir, consisten en que las intensidades de 
la transición de las moléculas del liquido al gas y viceversa 
son iguales. Pero en lo que se refiere a la superficie 
encorvada, la intensidad de intercambio de moléculas depen- 
de de la curvatura de la superficie. Considerando esta depen- 
dencia, puede detérminarse la presión de los vapores satura- 
dos en las inmediaciones de la superficie encorvada. La 
fig. 83 muestra diversas curvaturas de la superficie liquida (la 
molécula cerca de la superficie liquida, atraida por las 
moléculas del liquido, se designa por la letra 4). Es obvio 
que en el caso b la fuerza es mayor que en el caso a, y en el 
caso e menor que en a. Por lo tanto, en el caso b, por una 
parte, las moléculas tienen más dificultad para abandonar el 
liquido, pero, por otra parte, las moléculas del vapor se 
arrastran hacia el liquido con más energía que en el caso a. 
Esto significa que la presión de los vapores saturados en el 
caso de una superficie cóncava del liquido es inferior a la del 
caso de una superficie plana. En el caso c de una superficie 
convexa del liquido la presión de los vapores saturados 
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Fig, 83, Esquema que muestra 
la dependencia entre la presión 
de los vapores saturados y la 
forma de la superficie del 
quido 


84, Para el cálculo de la 
presión de los vapores satura- 
dos sobre una superficie 
encorvada 


b) 


aumenta, como se deduce eso inmediatamente partiendo de 
razonamientos análogos. 

Existe una causa más que intensifica dicha variación de la 
presión de los vapores saturados con respecto a la curvatura 
de la superficie. En el caso b la presión a expensas de la 
tensión superficial, está dirigida hacia afuera del líquido, 
merced a lo cual la presión dentro del líquido en las 
inmediaciones de su superficie disminuye, las colisiones entre 
las partículas se hacen menos frecuentes, lo que reduce aún 
más la cantidad de partículas que abandonan el liquido. 
o sea, reduce con mayor intensidad la presión de los vapores 
saturados en la proximidad de la superficie cóncava del liqui- 
do. En el caso c las mismas causas actúan en sentido 
contrario, aumentando la presión de los vapores saturados en 
las inmediaciones de la superficie convexa del líquido, 

Para hallar la expresión de cómo varía la presión Ap de 
los vapores saturados a causa de la curvatura de la superficie 
liquida, dirijámonos a la fig. $4, Si el liquido y el tubo se 
colocan en un recipiente cerrado, en el espacio sobre el liqui- 
do se hallará vapor saturado. La altura h de la columna del 
líquido en el capilar y el radio R de curvatura de la superficie 
del liquido en el tubo capilar dependen de la tensión super- 
ficial, densidad del liquido y del vapor saturado. La presión 
al nivel de la superficie liquida es la misma tanto dentro del 
tubo capilar, como fuera de éste. La presión de los vapores 
saturados a la altura h también es la misma en todo el 
recipiente. Si no fuese de esta manera, surgirian Mujos 
horizontales de vapor saturado. Para que en este caso el 
proceso sea estacionario, deberian aparecer flujos en el liqui- 
do que cerrasen las líneas de circulación de la sustancia, Por 
esta razón tendriamos que admitir, que a una misma 
temperatura en diferentes partes de la superficie plana del 
liquido el carácter del equilibrio dinámico vapor—líquido 
(véase el $ 34) es totalmente distinto. Pero esto contradice el 
sentido del cuadro de equilibrio dinámico ya descrito 
Designando la presión de los vapores saturados a la altura 
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h por Pa tenemos: 
Po = Pa + Pgh, (95.1a) 
Po=Pa—20/R + pigh, (35.1b) 


donde p, y p, son las densidades del líquido y vapor satura- 
do. La igualdad (35.1a) expresa la variación de la presión 
entre los niveles en cuestión en el vapor y (35.1b), en el liqui- 
do. El término —20/R tiene en cuenta la diferencia de las 
presiones de las distintas partes de la superficie encorvada del 
liquido. Igualando entre sí las magnitudes po de (35.1a) 
y (35.1b), hallamos 


gh=20/[R(p.—P.)- 052) 
De la ecuación (35.14) tenemos 
Ap = Po — Pa = Pgh = 260p, /[R (Pi — P3], (35.3) 


donde gh en la tercera igualdad se expresa con ayuda de 
(852). 

Esta expresión se denomina fórmula de Thomson. En la 
fórmula (35.1a) se toma en consideración que la densidad de 
los vapores saturados no cambia con la altura. En la mayoria 
de los casos esto se cumple bastante bien. Si surge la necesi- 
dad, puede tenerse en cuenta el efecto de variación de la den- 
sidad de los vapores saturados con la altura, aplicando la fór- 
mula barométrica (10.13). 

EBULLICIÓN. Cuando, calentando un liquido, se alcanza 
una temperatura para la cual la presión de los vapores satu- 
rados es igual a la presión exterior, se establece el equilibrio 
entre el líquido y su vapor saturado. Al comunicarle al liqui- 
do una cantidad complementaria de calor, transcurre una 
transformación inmediata de la masa correspondiente de 
líquido en vapor. Desde el punto de vista teórico, la presión 
mínima en el líquido cac sobre sus capas superiores, y esta 
transformación del liquido en vapor debe suceder, en primer 
lugar, en las capas superiores. Pero en realidad, la diferencia 
en las presiones entre las distintas capas del liquido es 
insignificante en comparación con la propia presión, ya que 
10% Pa corresponden a la presión de una capa de agua de 
unos 10 metros de grosor, aproximadamente. Además, por lo 
general, el líquido se calienta desde abajo. Estas dos 
circunstancias conducen a que la transformación intensa del 
liquido en vapor sucede por todo el volumen del liquido. 
Este proceso se llama ebullición. Se denomina temperatura 
de ebullición la temperatura, para la cual la presión de los 
vapores saturados y la presión exterior se igualan. Al 
aumentar la presión, la temperatura de ebullición crece, 
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mientras que al disminuir la presión, ésta se reduce. En un 
recipiente herméticamente cerrado el agua puede calentarse 
hasta una temperatura, considerablemente superior a 100°C 
sin que ésta hierva. Este procedimiento se usa, por ejemplo, 
en la vida cotidiana para acelerar la cocción de los productos 
en un recipiente herméticamente cerrado. Por otra parte, 
reduciendo lo suficiente la presión sobre la superficie del 
agua, por ejemplo, extrayendo el aire de semejante recipiente, 
en el que se encuentra el líquido, puede provocarse la 
ebullición del liquido a temperatura ambiente, 

Así pues, la ebullición a distintos niveles en el liquido 
transcurre, hablando en rigor, a diferente temperatura y no 
existe temperatura determinada alguna de ebullición del 
líquido. El vapor saturado posee una temperatura 
determinada sobre la superficie del liquido en ebullición. Su 
temperatura no depende de cómo se efectúa la ebullición del 
liquido a distinta profundidad y se define sólo por la presión 
exterior. Cuando se habla de la temperatura de ebullición se 
tiene presente precisamente la temperatura del vapor satura- 
do sobre la superficie del liquido en ebullición, 

LÍQUIDO RECALENTADO. Ahora se puede explicar la 
existencia del liquido recalentado (véase el $ 32). Si el liquido 
carece de impurezas y no contiene burbujas de vapor, al 
alcanzar la temperatura de ebullición tienden a formarse en 
él burbujas de vapor. Pero tan pronto como se forme 
semejante burbuja dentro del líquido, el vapor que se 
encuentra en la burbuja, saturado con respecto a la superficie 
plana del líquido, es sobresaturado con relación a la super- 
ficie cóncava del liquido, la que limita la burbuja en cuestión, 
Por esta razón. el vapor de la burbuja se condensa 
inmediatamente en liquido y la burbuja desaparece, A eso 
contribuye también el aumento de la presión sobre la 
burbuja de vapor por parte de la superficie cóncava del liqui- 
do que limita la burbuja. Esta presión tiende también 
a aplastar la burbuja de vapor formada. 
comenzará si se introduce en el liquido algo 

bilidad de formarse burbujas de vapor, 
que desde el principio tengan un radio suficientemente gran- 
de para que el vapor en la burbuja no esté demasiado 
sobresaturado y la presión por parte de las paredes de la 
burbuja no sea muy elevada. Ese algo puede ser, por ejemplo, 
el polvo de tiza. Las particulas aisladas del polvo son los 
“gérmenes”, alrededor de los cuales se forman las burbujas de 
vapor. Por eso, al tirar una cantidad de tiza al agua 
recalentada, surge una intensa cbullición que parece una 
explosión. Ese algo que da el principio a la formación de las 
burbujas del liquido, pueden ser, verbigracia, los iones. Esta 
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Al subir la temperatura, la 
densidad y la presión de los 
vapores saturados aumentan, 
la tensión superficial y el 
calor latente de vaporización 
disminuyen. 

La presión de los vapores 
saturados sobre una super- 
ficie cóncava del liquido es 
inferior, y sobre una super- 
ficie convexa es superior a la 
presión sobre una superficie 
plana. 


circunstancia se utiliza al registrar los trayectos de las 
particulas cargadas. 

El recalentamiento máximo admisible del liquido puede 
estimarse de la siguiente manera. Ante todo es necesario 
prefijar los radios R máximos de las burbujas que pueden 
formarse en los gérmenes del liquido. La presión que debe 
tener este vapor para ser saturado dentro de la burbuja, la 
hallamos de la fórmula (353), con la particularidad de que 
como la densidad de los vapores saturados a temperatura de 
cbullición es mucho menor que la del liquido, esta fórmula 
puede tomarse en forma de Ap=20p,/(Rp). Teniendo en 
cuenta que V, << V,, según la fórmula de Clapeyron -Clau- 
sius, hallamos el recalentamiento admisible del liquido: 


AT=TV,Ap/L. 


Sustituyendo en esta fórmula los valores de tabla de las 
magnitudes, encontramos que ATZ 0,5 K para R=0,5-107? 
m. Del mismo modo puede valorarse cl aumento de la 
temperatura de cbullición del líquido con respecto a la 
profundidad: 

AT=TV, Ap/L= V,p,TgAh/L. 


de donde se desprende que AT/Ah = 0,03 K/cm, es decir en 
una tetera a la profundidad de 10 cm de la superficie del 
agua la temperatura de ebullición es aproximadamente 0,3 K 
mayor que en la superficie. 

CÁMARAS DE BURBUJAS. Si a través de un liquido 
recalentado pasa una particula cargada, en su trayecto ella 
ioniza los átomos del liquido. Los átomos ionizados se 
convierten en “gérmenes”, alrededor de los cuales se forman 
burbujas de vapor saturado. En otras palabras, el liquido 
recalentado hierve a lo largo del trayecto del movimiento de 
la partícula cargada, merced a lo cual la trayectoria se ve 
bien y puede fotografiarse. 

Estas fotografias permiten estudiar el movimiento de las 
particulas en distintos campos, sus interacciones, etc. En las 
investigaciones experimentales de las particulas elementales 
en calidad de liquido se utiliza el hidrógeno líquido. De lo 
expuesto queda claro por qué los dispositivos de este género 
que sirven para investigar las trayectorias de las partículas 
cargadas, se llaman cámaras de burbujas. Éstas desempeñan 
un papel muy importante en las exploraciones de las 
partículas elementales. Aplicándolas, han sido descubiertas la 
mayoría de las nuevas partículas y se han hecho otros 
muchos descubrimientos valiosos. 

VAPOR SUBENFRIADO. A cierta temperatura el vapor 
saturado resulta sobresaturado con relación a una 
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El ¡on se convierte en 
germen de condensación, 
merced a que la energía de 
su campo eléctrico disminuye 
al formarse y aumentar la 
gota de agua a su alrededor, 


La dependencia de la densi- 
dad y presión de los vapores 
saturados con respecto a la 
temperatura y la dependencia 
entre la temperatura de 
ebullición y la presión se 
determinan por la esencia 
fisica del equilibrio dinámico. 
Al elevar la temperatura, éste 
se condiciona por el aumento 
de la presión de los vapores 
saturados, y al crecer la 
presión, por la subida de la 
temperatura 
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temperatura más baja. Por eso al reducir la temperatura del 
vapor saturado, una parte de éste se convierte en liquido. 
Este fenómeno se denomina condensación. En condiciones 
corrientes, los vapores de agua se condensan en todo el 
volumen del vapor en forma de gotitas muy pequeñas: niebla. 
En cambio, si el aire en el que se encuentra el vapor satura- 
do, está bien purificado durante el enfriamiento del vapor no 
transcurre su transformación en liquido y surge un estado 
metaestable (véase el $ 32), denominado vapor subenfriado. 

AL enfriar el vapor saturado, se forman gotitas pequeñas 
de liquido. En cambio, éstas no pueden existir un tiempo 
largo ya que el vapor saturado en el que se forman, no es 
saturado para la superficie convexa de las gotas (véase la 
fig. 83,0). Por eso el liquido de las gotitas se evapora 
inmediatamente y las gotas desaparecen. Para que comience 
la condensación hay que asegurar la existencia de tal 
situación en la que puedan, desde el comienzo, formarse las 
gotitas de liquido de un radio bastante grande, para las 
cuales el vapor no sea intensamente no saturado. Para eso es 
menester la presencia de gérmenes de condensación. En lo 
que se refiere a ello, la situación es análoga por completo al 
líquido recalentado. Pueden servir de semejantes gérmenes. 
por ejemplo, los iones, polvillos, organismos microscópicos 
que se encuentran en el aire, etc 

CÁMARA DE WILSON. La particula cargada ioniza las 
moléculas de vapor en su recorrido por el vapor subenfriado. 
Los ¡ones se convierten en centros de condensación, alrede- 
dor de los cuales se forman gotas de líquido. Merced a ello, 
a lo largo de la trayectoria de la particula se produce niebla 
y la trayectoria se hace visible. Esto permite investigar las 
particulas cargadas, su interacción, etc. Semejante 
dispositivos se llaman cámaras de Wilson que desempeñaron 
gran papel en las investigaciones cientificas de las particulas 
elementales. 

¿Por qué los iones se hacen gérmenes de la 
condensación”? Esto está determinado por el balance de la 
energia de condensación, la energia de superficie y la de 
Coulomb. Las moléculas del liquido poseen un momento 
dipolar. Ellas rodean el ion con carga, orientándose en 
dirección hacia él con la carga opuesta de su dipolo. El 
grupo que se forma como consecuencia de semejante 
construcción, actúa fuera de si como una carga de ion, 
a causa de lo cual transcurre la unión de la siguiente capa de 
moléculas y se crea una gota de fiquido creciente. La energía 
de esta gota depende del radio y se compone de tres partes: 
la energía de superficie E,,, = 4nrè°o, donde o es la tensión 
superficial: la energia eléctrica del campo coulombiano de la 
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¿En qué se diferencian las 
propiedades del vapor y del 
gas? ¿Para qué condiciones 
se le pueden aplicar al vapor 
las leyes del gas? 

¿Cuál es el mecanismo de 
formación de un vapor 
subenfriado y un „liquido 
recalentado? ps 


gota E. =*/(4xep1), donde q es la carga del ion; £o la 
constante eléctrica; Ej, =—(4/3)mr%pL es la energia 
determinada por el calor latente de condensación, donde p es 
la densidad de la sustancia de la gota y L, es calor especifico 
latente de condensación 

La energía total 


E = 4rr?o + q*(dnegr) — (4/3) nr pL. 


El comportamiento de la gota se determina por el hecho 
de qué ocurre con la energia al crecer la gota, O sea, al 
añadirle la masa õm: si la energía aumenta, la gota no puede 
crecer. El crecimiento de la gota es posible sólo para la 
condición (SE/óm)<0. Considerando que öm = 4nr pòr, 
tenemos 


dm ör öm pr lOr Eg pr" 

Se ve que al no haber un ion (q =0) las condiciones para 
la condensación son desfavorables. ya que a pequeños r, el 
primer término del segundo miembro es grande. Se necesitan 
unos radios r, considerables de los gérmenes para que 
Poftoro)] < L. La presencia del ion cambia radicalmente la 
situación. El término negativo —q*/(l6n*eppr*) para 
r pequeños es bastante grande según el valor absoluto y la 
condensación se hace ventajosa. La energia elécirica 
compensa la acción de las energias de superficie que 
obstaculiza la condensación, para los radios de la gota que 
satisfacen la condición 20/(pr) = q?/(16r?e9 pr"), o sea, para 
r = [9132n2090)]!". 

Para los iones de carga única q=e y r resulta de orden 
de varios Angström. Esto significa que las condiciones para 
crear centros de condensación a causa de la aparición del 
ion, se han hecho muy favorables. 

Ejemplo 35.1. Hallar el calor molar de evaporación del 
liquido a temperatura T y presión p de los vapores saturados, 
suponiendo que el liquido y su vapor saturado se someten 
a la ecuación de Van der Waals, conociendo a y b, y la 
temperatura T está lejos de la critica, lo que permite tomar la 
constante de gas molar en calidad de R. 

Aplicando el primer principio de la termodinámica al 
proceso de evaporación, obtenemos 
L=U,- U, +p(⁄,- Y), (354) 


donde U, y U, son las energías internas del vapor y liquido; 
p(V,— V) es el trabajo, efectuado durante la evaporación 
contra la presión exterior constante p. La diferencia de las 


$ 36. Estructura de los líquidos, Cristales líquidos m 


energías internas es. según la ecuación de Van der Waals, 
U,- U, =al Y -a Y 
y. por lo tanto, 
L=ell/K- UR +pK- R= 
= V,[RTAV, — b) — 2a/V?] — YLRTAV, — b) — 2a/v?]. 
(35.5) 
Ejemplo 35.2. Hallar la velocidad de evaporación del 
liquido, es decir, la relación entre fa masa de liquido que se 
transforma en vapor, y el lapso y área de la superficie de la 
que sucedió la evaporación si se conocen la presión de los 
vapores saturados de dicho liquido y la temperatura. 
En estado de equilibrio dinámico entre el vapor saturado 
y el liquido la velocidad de evaporación es igual a la veloci- 
dad de condensación. Las velocidades de las moléculas en el 
vapor saturado poscen la distribución de Maxwell y por eso, 
conforme a la fórmula (8.32), la velocidad de evaporación del 
liquido es 
Ia = My = ngm [KT Qrm)] "2, (35.6) 


donde m, y. T son la masa de la molécula, la concentración 
de las moléculas y la temperatura, respectivamente. 
Teniendo en cuenta que rto =p, (XT), obtenemos 


Im = P [MARKT]? ? = p, [M/QHRTI, (35.7) 
donde M= 


Va es la masa molar del vapor. 
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Con ayuda de una función par 
de distribución se caracterizan 
los órdenes de largo y corto 
alcance y se calcula la energía 
potencial de interacción de las 
moléculas, Se discute la depen- 
dencia entre las propiedades 
del líquido y la estructura de 
las moléculas. Se describen las 
propiedades fundamentales 
y la aplicación de los cristales 
liquidos. 


FUNCION PAR DE DISTRIBUCIÓN. Las moléculas del gas se 
distribuyen caóticamente ocupando todo el espacio. El gas 
puede considerarse como una formación sin estructura. Un 
ejemplo contrario lo ofrecen los sólidos, cuyos átomos se 
sitúan en lugares estrictamente determinados del espacio, 
denominados nudos de la red cristalina. Está claro que los 
sólidos cristalinos poseen una estructura interna bien defini- 
da. Se pregunta: ¿cómo transcurre la cosa cuando se trata de 
los liquidos” 

Primeramente se consideraba que por su estructura los 
liquidos se parecen al gas, o sea, son formaciones sin estruc- 
tura. Para este enfoque el liquido se consideraba, en sentido 
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estructural, simplemente un gas bastante denso. Sin embargo, 
los experimentos demostraron que esto no es asi. La esencia 
de estos experimentos consiste en lo siguiente. Si un sólido 
cristalino se somete a la irradiación por rayos X, el cuadro de 
los rayos, dispersos por el sólido, no es caótico. El cuadro 
resultó ser tan ordenado que, analizándolo, puede deducirse 
de la estructura de la red cristalina del sólido, o sea, el 
cuadro de los rayos X dispersos refleja la estructura de la red 
cristalina del sólido. 

Al pasar los rayos X a través de un gas, no se logra 
descubrir ningunos rasgos de la regularidad en la radiación 
dispersa. De aqui se desprenden las conclusiones de que el 
gas es una formación sin estructura. Sin embargo, al pasar 
a través de un liquido, se produce una radiación X dispersa, 
no tan ordenada como en el caso de los sólidos, pero 
tampoco tan desordenada como en los gases. Por eso puede 
decirse que los líquidos poseen cierta estructura que no se 
manifiesta tan intensamente como en los sólidos, pero se 
diferencia de la de los gases. Con respecto a su estructura 
interna los líquidos ocupan una posición intermedia entre los 


gases y los sólidos. Al estudiar una serie de cuestiones, 


resultó más cómodo representar el liquido como un sólido en 
cierto sentido desordenado, Verbigracia, en uno de esos enfo- 
ques el líquido se considera un cristal en el que una parte de 
las células no está llena. 

Como característica cuantitativa de la ordenación de la 
estructura puede servir la función par de la distribución g(r), 
determinada de la siguiente manera. Supongamos que cierto 
observador hipotético se encuentra en el lugar de la 
disposición de cierta molécula y examina la densidad media 
de otras moléculas en diferentes zonas pequeñas del espacio, 
que se caracterizan por el radio vector r. La distribución de 
esta densidad se determina por la función g(r). Para la red 
cristalina de un sólido la densidad se diferencia de cero sólo 
en las cercanías de los nudos de la red cristalina. 

Por ejemplo, si elegimos cierta dirección que pasa por los 
nudos de la red cristalina, la función de distribución gír) a lo 
largo de esta dirección tiene el aspecto, mostrado en la 
fig. 85. Las crestas corresponden a los nudos de la red y la 
forma de las curvas en las inmediaciones de las crestas es 
gaussiana, ya que el átomo no está en reposo precisamente 
en el nudo de la red, sino que se mueve en el entorno de este 
nudo. Está claro que para el cristal g(r) no depende sólo del 
valor absoluto del vector r, sino de su dirección. En alguna 
otra dirección las crestas se encuentran a otras distancias la 
una de la otra y del punto inicial. La distribución molecular 
del gas ideal es la misma en todas las direcciones y a todas 
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Fig. 85. Función par de distri- 
bución para un cristal 


s 


Fig. 86. Función 
tribución para un liquido 


las distancias del punto inicial, o sea, para el gas g(r)=const. 
Como muestran las investigaciones experimentales y los 
razonamientos teóricos, la función par de distribución para el 
líquido es isótropa, pero depende de la distancia (fig. 86). La 
densidad g(r) oscila alrededor de su densidad media y 
a distancias suficientemente grandes se hace igual a la densi- 
dad media. Esto significa que las moléculas en el líquido 
están distribuidas de manera no tan desordenada como en el 
gas, pero tampoco están tan ordenadas como en el sólido, 

Cuando hablábamos de la densidad media nos referíamos 
al valor promedio con respecto al tiempo. Es obvio que esta 
definición puede enunciarse, basándose en la hipótesis ergó- 
dica sobre las medias según el conjunto, Fijemos la posición 
de todas las moléculas en cierto momento de tiempo 
y examinemos todos los pares de moléculas posibles. 
Calculemos el número total de pares de moléculas, la 
distancia entre los cuales yace entre r y r + dr para distintos 
valores de r, y dividamos eso por el número total de pares 
y dr. Para diferentes valores de r en cierta escala este número 
Telativo de pares de moléculas dar mente, la función 
par de distribución g (r). Por lo tanto, las distancias diferentes 
entre las moléculas en el liquido no son equiprobables, Esta 
afirmación es, precisamente, la enunciación cuantitativa de la 
representación de que el liquido posee una estructura interna, 
además, se trata de la ordenación de orden de corto alcance, 

La necesidad de que en el liquido exista cierta estructura, 
puede comprenderse de semejante analogía aproximada. Si en 
un armario en un amplio estante es menester colocar una 
cantidad pequeña de latas, no habrá necesidad de 
preocuparse de qué manera situarlas una con respecto a la 
otra para que todas quepan en el estante. Pero si la cantidad 
de latas es muy grande, de modo que es dificil colocarlas en 
el estante, el asunto cambia, Es imposible poner las latas de 
cualquier manera, es necesario colocarlas de un modo 
determinado, que asegure la máxima economía del sitio. Las 
latas, colocadas de semejante manera, forman una estructura 
determinada. Aunque, claro está, la distribución de las 
moléculas en el líquido no es colocar las latas en el estante, 
pero a pesar de ello se logra obtener para g(r) las curvas, 
semejantes a las mostradas en la fig. 86, partiendo de razones 
puramente geométricas sobre las posibles disposiciones mu- 
tuas de las moléculas en el líquido una con respecto a otra. 

CÁLCULO DE LA ENERGÍA POTENCIAL. La importancia 
de la función par de distribución consiste en que, aplicándola, 
se puede calcular la energía potencial de interacción si se 
conoce (véase la fig. 65) el potencial de la interacción U(r). 
La cantidad de pares de moléculas, entre los cuales la 
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y 

La función par de dis- 
tribución de los liquidos 
muestra la existencia en éstos. 
de un orden de corto 

alcance, 


Al investigar desde el punto 
de vista teórico ciertos 
fenòmenos en el liquido, 

a veces es útil coger en 
calidad de primera 
aproximación el modelo de 
un sólido y no el modelo de 
un gas 


Scgún su estructura, los 
liquidos ocupan una posición 
intermedia entre los gases 

y sólidos: la posición de sus 
moléculas no tiene regulari- 
dad, caracteristica en los 
sólidos. pero tampoco hay 
una ausencia total de 
regularidad como en los 
pases, 


distan: 


es r, es proporcional a r*g(r) y, por lo tanto, la 


* energía potencial de interacción es proporcional a fa integral 


J gtr) U (rìdr. 061) 


Si g(r) y U (7) se conocen como funciones de la densidad 
y temperatura. pueden determinarse todas las propiedades de 


DEPENDENCIA ENTRE LAS PROPIEDADES DEL 
LÍQUIDO Y LA ESTRUCTURA DE LAS MOLÉCULAS. Dado 
que en el liquido las moléculas se encuentran cerca la una de 
la otra, su estructura interna y propiedades ejercen una in- 
Muencia esencial sobre las propiedades del liquido. Por 
ejemplo, la presencia de los momentos dipolares constantes 
de las moléculas y su interacción conducen a que diversas 
orientaciones recíprocas de lis moléculas no sean 
equivalentes. La forma de éstas influye considerablemente en 
el movimiento mutuo de las moléculas. Está claro que, por 
ejemplo, las moléculas largas cambian sus posiciones relativas 
de otra manera que las esferoidales, cte. Esto complica aún 
más la descripción del estado liquido. 

CRISTALES LÍQUIDOS. Asi, pues. el liquido posee una 
estructura determinada, no tan bien manifestada como la 
estructura cristalina del sólido. En cambio, hay muchos casos 
en que el liquido tiene una estructura aún más pronunciada 
que simplemente la existencia de la estructura de orden de 
corto alcance. Resulta que para muchas sustancias. sobre 
todo para los materiales orgánicos, en general, no se puede 
hablar de la transición del estado sólido al liquido como de 
una sola transición. La transición del estado sólido al liquido 
para ellas consiste en una secuencia de transiciones, para 
cada una de las cuales cambia el estado y la estructura de la 
sustancia, y es imposible decir si está en estado liquido o en 
estado sólido. Las propiedades mecánicas y la estructura de 
las sustancias en estos estados intermedios son intermedios 
entre los estados liquido y cristalino. La sustancia en 
semejantes estados intermedios se denomina cristal liquido. 

TIPOS DE CRISTALES LÍQUIDOS. La peculiaridad de los 
líquidos es la ausencia de cualquier ordenación en el espacio 
y la isotropía de sus propiedades. El rasgo más esencial de la 
estructura cristalina de los sólidos es la existencia de una 
ordenación tridimensional. Los cristales liquidos manifiestan 
una ordenación intermedia entre la ordenación del liquido 
y los sólidos que conduce a la anisotropia correspondiente de 
sus propiedades. De acuerdo con ello los cristales líquidos se 
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Fig. 87, Estructura del 
esméctico tipo A. Las 
moléculas en las capas del 
líquido están orientadas, en 
término medio, de manera 
normal a la superficie de las 
capas 
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Fig. 88. Estructura del 
esméctico tipo C. Las 
moléculas en las capas del 
liquido — están — orientadas 
formando un ángulo con la 
superficie de las capas 


dividen en dos grupos. El primer grupo de cristales liquidos, 
llamados esmécticos, se caracterizan por una Ordenación 
espacial unidimensional. 

liquidas paralelas que siguen una tras otra uniformemente, 
y que se diferencian mutuamente por la ordenación de la 
estructura. El segundo grupo de cristales, llamados 
nemáticos, no posee ordenación en el espacio y se caracteriza 
por una ordenación de orientación de sus moléculas. Sus 
moléculas están muy alargadas y la mencionada ordenación 
surge a causa de la orientación principal de estas moléculas 
largas. Las moléculas de los esmécticos están tambi 
excesivamente alargadas. Por eso puede decirse que desde el 
punto de vista molecular, la peculiaridad de los cristales liqui- 
dos es la estructura alargada de sus moléculas, que conduce 
a la anisotropia de las propiedades. 

ESMÉCTICOS. Los esmécticos se dividen en tres tipos. 
Los designamos por A, B y C. Las capas del líquido, 
pertenecientes a los esmécticos tipo A y C, se comportan 
como un liquido bidimensional, cuyos centros de masas de 
las moléculas en la capa se describen mediante la función 
binaria de distribución. Las capas del liquido, pertenecientes 
a los esmécticos tipo B, por sus propiedades están más cerca 
del sólido bidimensional. En los limites de la capa existe la 
periodicidad y rigidez, caracteristicas para un sólido. Merced 
a ello, se observa. por ejemplo, la difracción de los rayos 
X en la ordenación del sólido dentro de cada capa. 
A diferencia de los esmécticos tipo A y C, cuyas capas, por 
regla general, están encorvadas, las capas de los esmécticos 
tipo B son planas. 

El grosor de las capas del esméctico tipo A es próximo 
a la longitud de Jas moléculas, dirigidas en término medio 
perpendicularmente a la superficie de separación de las capas 
(fig. 87). Las propiedades locales del sistema de capas son de 
simetria axial con relación al eje de rotación, perpendicular 
a la superficie de separación de las capas, con la particulari- 
dad de que ambas direcciones a lo largo de la perpendicular 
son equivalentes. De aquí se deduce que en sentido óptico los 
esmécticos tipo A manifiestan las propiedades de un cristal 
uniaxial. 

El grosor de las capas del esméctico tipo C es inferior a la 
longitud de la molécula y es natural suponer que sus 
moléculas estén dirigidas formando un ángulo con la super- 
ficie de separación (fig. 88). Merced a ello las propiedades 
locales no son de simetria axial con respecto al eje 
perpendicular a la superficie de separación. Los esmécticos 
tipo C poseen propiedades tipicas de los cristales biaxiales. Si 
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Fig 89. Precesión de los ejes 
de Jas moléculas en el 
esméctico tipo C con molé- 
culas Ópticamente activas al 
pasar de una capa a otra 
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Fig, 90. Ordenación de orien- 
tación de las moléculas en el 
nemático 


Los cristales liquidos poseen 
muchas propiedades Ópticas, 
eléctricas, magnéticas, etc, 
caracteristicas para el cristal, 
pero al mismo tiempo 
conservan muchas propie- 
dades mecánicas, 
características para los li- 
quidos, por ejemplo, la 


las moléculas largas que forman ef esméctico C son 
ópticamente activas, además, las formas derechas e izquierdas 
de las moléculas existen en cantidades diferentes, su estruc- 
tura se complica. En este caso al pasar de una capa a otra, la 
dirección de la inclinación de los ejes de las moléculas ejerce 
una precesión alrededor de la perpendicular a la superficie de 
separación de las capas (fig. 89). 

Además de los esmécticos A, B y C existen también 
esmécticos de otros tipos (H, D, E, ...) que aqui no se 
examinan. E 

NEMÁTICOS. Éstos no poseen una ordenación en el 
espacio. La anisotropia de sus propiedades surge a causa de 
la ordenación de orientación de sus moléculas largas (fig. 90), 
ausente el orden de largo alcance en la disposición de 
istico para la 
función binaria de distribución del liquido, La línea de 
orientación de las moléculas del nemático sirve de dirección 
preferida. Esta linea es el eje de simetria para las propiedades 
del nemático, con la particularidad de que ambas direcciones 
a lo largo de la línea son equivalentes. Si las moléculas 
poseen un momento dipolar, la orientación de los dipolos en 
las dos direcciones es equiprobable: los momentos dipolares 
de una mitad de las moléculas están orientados en una 
dirección y de la otra mitad, en dirección contraria. Por esta 
razón, el nemático es en sentido óptico, un cristal uniaxial, 
con la particularidad de que el eje óptico coincide con la 
dirección preferida. Los nemáticos se encuentran sólo en las 
sustancias, cuyas formas derechas e izquierdas de las 
moléculas coinciden. Si éstas se diferencian, entonces las dos 
formas existen en la misma cantidad (sistema racémico). 

COLESTÉRICOS. Si en el nemático se crea exceso de 
moléculas derechas o izquierdas, la estructura de la fase 
nemática se altera, a saber: aparece una distorsión en espiral, 
que se Observa, por ejemplo, en el éter puro de colesterina. 
Por esta razón la fase espiral que surge se denomina 
colestérica. La distribución de los centros de masas de las 
moléculas, lo mismo que en la fase nemática, no revela el 
orden de largo alcance y las propiedades locales en cada 
zona se caracterizan por la dirección de la orientación de las 
moléculas en ella. Sin embargo, a diferencia de los nemáticos, 
al pasar de una zona a otra, Ja dirección de la orientación 
principal de las moléculas cambia, a consecuencia de lo cual 
surge una estructura espiral (fig, 91). Las espirales pueden ser 
de rotación tanto a la derecha, como a la izquierda en depen- 
dencia de qué moléculas están en exceso. Está claro que los 
colestéricos pueden existir sólo en las sustancias, cuyas 
formas derechas e izquierdas de las moléculas son diferentes 
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Fig. 91. Aclars 


m de la 


estructura del colestérico 
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¿Cuál es la interpretación 
del sentido fisico de una 
Junción par de distribución? 
¿En qué fenómenos fisicos 
y cómo se manifiesta la 
presencia de la estructura en 
los líquidos? 


. ¿Cuáles son los mecanismos 


principales de formación de 
la anisotropia de las propie- 
dades en los cristales liqui- 
dos? 


y están en distintas proporciones (sistemas no racémicos). 

PROPIEDADES Y APLICACIÓN DE LOS CRISTALES 
LÍQUIDOS. Los cristales liquidos poseen propiedades ópticas 
muy importantes que aseguraron sus numerosas aplicaciones 


y gran interés en estudiarlos. Tanto los nemáticos, como los 
esmécticos tipo A son cristales uniaxiales, cuyas propiedades 
varian fácilmente y en amplios limites mediante las in- 
fluencias exteriores. Esto abre paso a la posibilidad de 
controlar los flujos luminosos aplicando los cristales liquidos. 

A causa de la periodicidad espiral de su estructura, los 
colestéricos manifiestan propiedades difraccionales en la parte 
visible del espectro. Dado que el paso de la espiral varía, 
a causa de influencias exteriores, por ejemplo, la temperatura, 
con ayuda de estas influencias exteriores puede también 
controlarse el Mujo luminoso. 

Los campos magnéticos y eléctricos ejercen gran in- 
Nuencia sobre las propiedades de los cristales líquidos. En la 
actualidad el estudio de estas influencias constituye el objeto 
de investigaciones cientificas intensas, utilizando en la 
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práctica los resultados obtenidos. Son bien conocidos los 
indicadores numéricos a base de cristales líquidos, asimismo 
los displays. Se ha elaborado el método de visualización de 
las imágenes en radiación ultravioleta. Las grandes ventajas 
de las peliculas de cristales liquidos son su costo 
relativamente pequeño y un pequeño valor de las potencias 
y tensiones eléctricas utilizadas. 


$ 37. SOLUCIONES LÍQUIDAS 


Se examinan el cuadro fisico 
del proceso de disolución y sus 
caracteristicas cuantitativas 
principales. Se discute la 
dependencia de la solubilidad 
con respecto a la presión 
y temperatura. Se citan los 
diagramas de estado de la 
solución. 


DEFINICIÓN. Se llama soluciones liquidas a la mezcla 
molecular de dos a varias sustancias que se encuentran en 
estado liquido. Si una de las sustancias está en la solución en 
una cantidad mucho mayor que las otras, se denomina 
disolvente y las otras, sustancias disueltas. Las soluciones que 
constan de dos sustancias, se denominan binarias. 
CARACTERÍSTICAS CUANTITATIVAS. Es cómodo carac- 
terizar la concentración relativa de las sustancias en k 
solución por la concentración molar, definida como la 
relación entre el número de moles de una de las sustancias en 
la solución y la cantidad total de moles: 
Qu =YV +V} 92= VAV + vh qu += 1 (37.1a) 
La conveniencia de semejante caracteristica consiste en 
que da la parte del número de moléculas (o átomos) de cada 
una de las sustancias con respecto a la cantidad total de las 
moléculas en la solución. En efecto, según la definición para 
los números de átomos, tenemos N, = Nav, N¿=NAVa, 
donde N, es la constante de Avogadro. Por eso la expresión 
(37.1a) puede escribirse como 


qi =N AN EN. qa = NAN, + N3). qi +q; (37.1b) 


Con frecuencia la concentración se caracteriza por la 
magnitud relativa de las masas de las componentes que 
forman la solución. Entonces en lugar de (37.1) las 
concentraciones q; y q4 se determinan mediante las fórmulas 


qi =m Am, +m). q¿=m/(m, +m), qi +421, 072) 


donde m, y m, son las masas de las componentes que forman 
la solución. 

SOLUBILIDAD. La solución puede formarse tanto a causa 
de la disolución de los sólidos y gases en el líquido, como 
mezclando los liquidos. Aqui pueden existir distintos casos. 

Existen situaciones en que en la solución puede haber 
cualquier cantidad de componentes. A veces hay un límite de 
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Al elevar la temperatura, la 
solubilidad de las sustancias 
con calor positivo de diso- 

lución disminuye, y siendo 

éste negativo, aumentar 


concentración de una de las sustancias. Al seguir añadiendo 
esta sustancia a Ja solución, ya no se disuelve. Por ejemplo, 
en una cantidad dada de agua no sc puede disolver cualquier 
cantidad de azúcar. En este caso la concentración equilibrada 
máxima se denomina solubilidad. Ésta depende de la presión 
y temperatura. Los sólidos, al disolverse en el líquido, 
siempre tienen un límite de concentración. En la mayoria de 
los casos los líquidos (por ejemplo, el alcohol y agua) se 
mezclan en cualesquiera proporciones. 

CALOR DE DISOLUCIÓN. El mecanismo de disolución se 
reduce a romper los enlaces entre las moléculas de cada una 
de las sustancias iniciales y a formar nuevos enlaces entre las 
moléculas de las sustancias que se encuentran en la solución. 
En muchos casos, al disolverse, las moléculas de la sustancia 
se desintegran en sus partes integrantes: los ¡ones (de las 
sales, álealis, etc). 

Por lo general. para desunir las moléculas durante la 
solución de la sustancia se gasta una cantidad determinada 
de energia. Merced a ello, al disolverse, la solución se enfria. 
La energía que se invierte en la disolución, se denomina calor 
de disolución, 

Después de separarse las moléculas de la sustan 
a disolver, las fuerzas de atracción entre las moléculas de hu 
sustancia disucita y el disolvente pueden ser tan considerables 
que conducen a la formación de grupos de moléculas. Debido 
al trabajo de las fuerzas de atracción, la energia interna 
aumenta y sucede el calentamiento. Si durante la separación 
de las moléculas de la sustancia a disolver el calentamiento 
supera al enfriamiento, el resultado puro del proceso de 
solución se reduce al calentamiento en el transcurso de la 
disolución. El calor que se desprende con ello, también se 
llama calor de disolución. A estos casos se refiere, por 
ejemplo, la disolución de los ácidos en el agua. En los gases 
la interacción entre las moléculas es muy débil. Por eso la 
disolución de los gases en la mayoría de los casos se 
acompaña por un desprendimiento de calor. 

SOLUCIONES IDEALES. Son soluciones en las que el 
calor de disolución es nulo. Queda obvio que en estas 
soluciones el carácter de interacción entre las moléculas de la 
sustancia a disolver y el disolvente es cl mismo que entre las 
moléculas del disolvente. Ello significa que la interacción 
entre las moléculas en la solución no varía si se sustituye 
cierta cantidad de sustancia disuelta por la misma cantidad 
de moléculas del disolvente y viceversa. 

LEY DE RAOULT. Partiendo de la condición del 
equilibrio dinámico en la superficie de separación entre el 
vapor saturado y la solución, se desprende que la presión de 
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? 


1. ¿Qué factores físicos influyen 
en que el calor de disolución 
pueda ser tanto positivo, 
como también negativo? 

2. ¿Por qué las leyes de Raoult 
y Henry se cumplen sólo 
para las soluciones ideales? 


los vapores saturados del disolvente debe ser inferior a la 
presión de ellos sobre un disolvente puro en tanto, en cuanto 
la densidad de las moléculas del disolvente es menor que 
cuando éste es puro, sin la sustancia disuelta en él. En otras 
palabras, la presión de los vapores saturados disminuye en 
tantas veces, en cuantas se reduce la concentración del 
disolvente: 


=v; 


yv +v». 873) 


donde p, es la presión de los vapores saturados sobre la 
solución; p, la presión de los vapores saturados sobre el 
disolvente puro. De la misma manera para la presión p, de 
los vapores saturados de la sustancia disuelta obtenemos 
Pa = Vap A + Va) 8314) 

Las fórmulas (37.3) y (37.4) expresan la ley de Raoult para 
las soluciones ideales. En cambio, también se cumple para 
todas las soluciones débiles (pueden no ser obligatoriamente 
ideales) si se trata de los vapores saturados del disolvente. 
Esto está determinado por una concentración insignificante 
de la sustancia disuelta que no es capaz de cambiar 
sensiblemente en total la interacción entre las moléculas del 
disolvente. 

La presión de los vapores saturados de las soluciones no 
ideales varia no sólo a expensas del cambio de la densidad de 
las moléculas en la superficie, sino también al cambiar las 
fuerzas de interacción entre las moléculas del disolvente y la 
sustancia en la solución. Esto puede provocar la desviación 
de las enunciaciones de la ley de Raoult en cualquier 
dirección. Para las soluciones no ideales no existe una ley tan 
sencilla como la de Raoult. 

LEY DE HENRY. La ley de Raoult (37.4) puede leerse de 
la derecha a la izquierda. Entonces caracteriza la 
concentración de la sustancia en la solución si sobre ésta se 
mantiene la presión p; de los vapores saturados de esta 
sustancia: 


donde a = 1/p®. 

La concentración del gas, disuelto en el liquido, es 
proporcional a la presión del gas sobre la superficie del liqui- 
do. Por eso, por ejemplo, para obtener agua gaseosa, al agua 
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Pi = p?NIVi + va) 


la mezcla 


'ama del estado 


binaria con 
a superior de 


se le suministra el dióxido de carbono bajo una presión muy 
grande, 

DEPENDENCIA ENTRE LA SOLUBILIDAD Y LA 
TEMPERATURA. Esta dependencia puede  predecirse 
basándose en el principio de Le Chatelier—Braun (véase el 
$ 23): se determina por el signo del calor de disolución. 

Si al disolver la sustancia, la solución se calienta, entonces 
al alcanzar la saturación, todo intento de seguir calentándola, 
añadiendo la sustancia a disolver, conduce sólo a la 
precipitación en forma de sedimento (la solución ya está 
saturada). De aqui, según el principio de Le Chatelier Braun 
se infiere que al subir la temperatura, la solubilidad de las 
sustancias con calor de disolución positivo, disminuye. 

Si al disolver la sustancia, la solución se enfría, al lograr 
la saturación, todo intento de enfriarla más, añadiendo la 
sustancia a disolver, conduce a su sedimentación. De aqui se 
deduce que al bajar la temperatura, la solubilidad de las 
sustancias con calor de disolución negativo, disminuye, y al 
subir la temperatura, crece, Por ejemplo, como ya se ha 
dicho, en la mayoria de los casos el calor de disolución de los 
gases es negativo. Ello significa: que la solubilidad de los 
gases en el liquido en la mayoria de las veces crece al elevar 
la temperatura 

DIAGRAMAS DE ESTADO DE UNA SOLUCIÓN. Por lo 
general nos interesa el comportamiento de la solución cuan- 
do la presión es atmosférica. En este caso los parámetros 
independientes son la concentración relativa de las 
componentes y la temperatura. Por eso el estado de una 
mezcla binaria puede caracterizarse por un punto en el 
sistema de coordenadas rectangulares, por cuyo eje de 
abscisas se traza la concentración de las componentes y por 
el eje de ordenadas, la temperatura. 

La fig 92 muestra el diagrama de estado para los li- 
quidos A, y A, que se mezclan en cantidades arbitrarias sólo 
a temperatura suficientemente alta. Siendo la temperatura 
baja, estos liquidos son incapaces de mezclarse en 
cantidades itrarias. La linea MNK caracteriza la solución 
saturada del liquido A, en el liquido A, y los puntos a su 
izquierda corresponden a la solución no saturada del liquido 
A, en el liquido Az. La linea RPK caracteriza la solución 
saturada del liquido A, en el liquido A, y los puntos a su 
derecha corresponden a la solución no saturada del liquido 
A, en el liquido A,. La zona más abajo de la curva MNKPR 
describe el estado de un sistema bifásico que consta de la 
solución saturada del líquido A, en el liquido A, y la 
solución saturada del liquido A, en 4,. Estas soluciones 
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A1(0%) A, (100%) 
A, (100%) Ax (0%) 


Fig. 93. Diagrama del estado 
de una mezcla binaria con 
temperatura critica inferior de 
la mezcla 


4,0%) 
Ax(100%) A3 (0%) 


94. Diagrama de los 
estados de una mezcla binaria 
con dos temperaturas críticas 
de la mezcla 


saturadas poseen diversa densidad, merced a lo cual la 
componente más pesada ocupa la parte inferior del 
recipiente. Entre las componentes existe una superficie de 
separación la que, precisamente, permite hablar de la 
presencia de un sistema bifásico. A temperatura superior a la 
crítica Ta, los liquidos A, y A, se mezclan en cualesquiera 
proporciones. 

Para caracterizar los estados de un sistema bifásico se 
aplica la regla de la palanca, semejante a la descrita en el 
$ 30. Por ejemplo, en el estado, determinado por el punto 
O (fig. 92), las masas m, y m}, de las soluciones saturadas 
son inversamente proporcionales a las longitudes de los 
segmentos OP y ON: 


OPON |. (37.6) 


Recomendamos deducir esta regla a titulo de ejercicio. 

La fig. 93 muestra un diagrama de estado para los li- 
quidos A, y Az que se mezclan en cantidades arbitrarias sólo 
a temperatura suficientemente baja. A una temperatura más 
elevada estos liquidos no están en condiciones de mezclarse 
en proporciones arbitrarias. Esto es lo mismo que en el caso 
anterior, con una sola diferencia, que la zona de la mezcla 
ilimitada yace inferior a la temperatura Ti, llamada 
temperatura crítica inferior de la mezcla, Por fin, puede haber 
un caso en que haya dos temperaturas criticas de la mezcla: 
superior e inferior. El diagrama de estados, característico 
para este caso se muestra en la fig. 94. La zona dentro de la 
curva cerrada corresponde al estado de un sistema bifásico. 
Distintas zonas en este diagrama poscen el sentido, análogo 
al sentido de las zonas correspondientes en las figs. 92 y 93. 

Sin embargo, en condiciones reales a presión atmosférica, 
raras veces se logra alcanzar la temperatura crítica: la 
superior, a causa de la ebullición de la solución 
a temperatura más baja, y la inferior, por la congelación de 
la solución a una temperatura más elevada, 

Ejemplo 37.1. Se sabe que la cantidad de moles v' del 
azúcar disuelto constituye el 3 por 100 de la cantidad de 
moles de agua. La presión de los vapores saturados de agua 
a la temperatera en cuestión es de po = 2,66 kPa. Hallar la 
presión de los vapores de agua sobre la solución del azúcar. 

Haciendo uso de la ley de Raoult, podemos escribir 


P= poll — V/v) = 258 kPa. 


m,a/mz 
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$ 38. EBULLICIÓN DE LAS SOLUCIONES LÍQUIDAS 


Se examinan las peculiaridades 


de cbullición de las soluciones 
y los diagramas de estado de 
las mezclas binarias. 

Sc estudian las posibilidades 
de separar las componentes de 
las soluciones y de elevar el 
punto de cbullición 


A, (100%) 
Ar 0%) 


, El diagrama màs 
difundido de ebullición para 
dos liquidos que se mezclan 
imitadamente 


PECULIARIDADES DE LA EBULLICIÓN DE LAS SOLU- 
CIONES. La presión de los vapores saturados de las 
componentes sobre la solución depende de la concentración 
y, hablando en general, es distinta. A la presión prefijada y al 
alcanzar una temperatura determinada, la presión de los 
vapores saturados de una de las componentes puede igualarse 
a la presión externa, la cual, sin embargo, para esta 
componente no es igual a la presión de los vapores saturados 
a esta temperatura. Para la primera componente se logra la 
cbullición a temperatura dada, mientras que para la otra, no. 
Por esta razón, la primera componente se transformará 
enérgicamente en vapor, y la otra se convertirá en vapor en 
el régimen de evaporación, es decir, con mucha menor energía. 
Ello conduce a que la concentración de las componentes 
en el vapor se diferencie de su concentración en el líquido en 
ebullición. Merced a esto, la concentración relativa de 
componentes del liquido en ebullición cambia y varía la 
temperatura de su ebullición. Asi, pues, todo el proceso de 
paso de la solución a vapor es más complicado que en cl 
caso de un liquido puro. 

DIAGRAMAS DE ESTADO PARA LAS MEZCLAS 
BINARIAS. El estado del sistema vapor=solución liquid 
puede representarse en forma más evidente como un d 
grama de estados. Por lo general, lo que nos interesa es el 
comportamiento del sistema a presión constante (con más 
frecuencia a presión atmosférica). Entonces quedan dos 
parámetros independientes, que caracterizan el estado del 
sistema: la composición de la mezcla y la temperatura, Por lo 
tanto, el estado del sistema puede determinarse por un punto 
en el plano, con la particularidad de que por el eje de 
abscisas se traza la concentración de las componentes y por 
el eje de ordenadas, la temperatura. 

La fig. 95 muestra el diagrama de estado más sencillo de 
una mezcla binaria, cuyas componentes se mezclan en cuales- 
quiera proporciones. La zona acotada por la curva cerrada 
NMPRSN, corresponde a estados bilásicos cuando en el 
volumen existen simultáneamente vapor saturado y una 
solución. Más abajo de la curva NSR se encuentra el estado 
monofásico cuando hay sólo una solución. La zona, más 
arriba de la curva NMPR corresponde a los estados 
monofásicos del sistema en forma de vapor. 

En el estado, representado por el punto $, existe una 
solución pura a temperatura T,, cuya concentración se 
determina por la abscisa de este punto, y el punto 
M caracteriza el estado gaseoso a temperatura T,, cuya 
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Fig. 96. Diagrama de estado 
con un máximo para la mezcla 


bi 


0%) 
Az (100%) 


ria 


A, (100%) 
A: (0%) 


concentración de las componentes se prefija mediante la 
abscisa de este punto. El punto O define el sistema bifásico. 
La concentración total de las componentes en el sistema (en 
las fases liquida y gaseosa en total) se da mediante la abscisa 
de este punto, y las masas de las fases gaseosa y líquida son 
inversamente proporcionales a las longitudes de los 
segmentos |OS| y |OM| (regla de la palanca). 

Supongamos que en un recipiente cerrado hay una 
solución, cuya concentración se da mediante la abscisa del 
punto $ a temperatura inferior a 7,. Al elevar la temperatura, 
el sistema continúa permaneciendo en un estado monofásico 
hasta la temperatura T, en que se logra el estado, en el cual 
comienza a hervir la solución (el punto S). El vapor que 
hierve tiene una concentración que se caracteriza por el 
punto M. Por lo tanto, la composición de la solución 
a consecuencia de la ebullición cambia, además, como se ve 
directamente, la concentración de la componente A, en la 
solución aumenta. Merced a ello, aumenta también la 
temperatura de ebullición de la solución. Si este proceso de 
cbullición transcurre en un recipiente cerrado, cuyo volumen 
varia durante la ebullición de manera que la presión queda 
constante (desplazando el émbolo), entonces durante la 
ebullición la relación entre las concentraciones sumarias de 
las dos fases de las componentes en el sistema no cambia. 
Por lo tanto, la variación del estado del sistema durante la 
ebullición se describe mediante el movimiento del punto a lo 
largo de la recta SP. Por ejemplo, en el punto O” la 
temperatura del sistema es Tọ, la relación de las cantidades 
comunes de A, y Az es la misma que en el punto S, la 
relación de las masas de la fase gaseosa con respecto a la 
líquida es igual a la relación de las longitudes de los 
segmentos O'S' y O'M’. Al alcanzar el punto P, todo cl 
volumen está lleno de vapor, con la particularidad de que la 
relación entre las masas de las componentes A, y Aj es la 
misma que en el líquido en el punto $ cuando comenzó la 
ebullición. Así, pues, la transformación total de la solución 
líquida en vapor no transcurre a temperatura constante, sino 
que en cierto intervalo de temperaturas, dependiente de la 
concentración inicial de la solución. 

SEPARACIÓN DE LAS COMPONENTES DE LA 
SOLUCIÓN. Si el sistema no se encuentra en un recipiente 
cerrado y los vapores que están hirviendo se extraen de la 
superficie de la solución en ebullición, entonces de la misma 
manera que en el caso anterior, la concentración de la 
solución cambiará y se elevará la temperatura de su 
ebullición. Sin embargo, a temperatura de ebullición el 
sistema permanecerá siendo todo el tiempo monofásico. Por 
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lo tanto, el punto que representa el estado del sistema, se 
mueve a lo largo de la curva SS'R. Al alcanzar el punto R la 
componente Aj, hirviendo, se evapora totalmente y queda el 
liquido puro 4,. Este fenómeno es la base de uno de los 
procedimientos más difundidos para separar la solución liqui- 
da según sus componentes. El vapor está enriquecido 
principalmente por la sustancia A, pero también posee cierta 
cantidad de la sustancia A,. Por eso este vapor puede 
condensarse y el proceso puede repetirse. En el vapor que se 
forma en el caso repetido, la concentración de la sustancia A, 
aumenta aún más. Repitiendo este proceso, pueden separarse 
las componentes A, y A, con cualquier grado de pureza. 

A la par con el diagrama en cuestión, el más difundido, 
existen también diagramas de otro tipo. La fig. 96 muestra 
uno de los diagramas posibles. La zona bifásica se encuentra 
dentro de la curva en forma de lazo. El punto O se 
caracteriza por el hecho de que contiene una misma cantidad 
de liquido y vapor saturado. Además, si se hierve en un 
recipiente abierto y se elimina el vapor, el punto O muestra el 
estado, al que, en resumidas cuentas, llegará la solución en 
ebullición independientemente de si su concentración inicial 
se determina por los puntos del eje de abscisas más a la 
izquierda o a la derecha de la abscisa del punto O. Al 
alcanzar la concentración, correspondiente al punto O, la 
solución hierve posteriormente como un liquido puro 
a temperatura constante, ya que a consecuencia de la 
ebullición su concentración no varia. Existen Otros 
diagramas, cuyo estudio no representa ser útil en los 
márgenes de este libro, 

ELEVACIÓN DEL PUNTO DE EBULLICIÓN DE LA 
SOLUCIÓN. Si hay una solución saturada de cierta sustancia 
no volátil, su temperatura de ebullición es más alta que la del 
disolvente puro, Con el fin de cerciorarse de ello, tomemos en 
consideración que la presión del vapor saturado sobre la 
solución es inferior a la presión sobre el disolvente puro. Esto 
significa que cn el diagrama de las fases liquido — vapor (véase 
la fig. 92) la curva solución - vapor pasa más abajo y más 
a la derecha de la curva AK líquido puro — vapor, Ello quiere 
decir que siendo la presión fija, la temperatura de ebullición 
de la solución de una sustancia no volátil es superior a la del 
disolvente puro. 
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Se examinan el mecanismo de MECANISMO DE APARICIÓN. Supongamos que la solución 
aparición, las regularidades de cierta sustancia y el disolvente puro están separados por 
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disolvente, pero es un obstáculo para las moléculas de la 
sustancia disuelta (fig. 97). Las peliculas de origen vegetal 
y animal pertenecen, en la mayoria de los casos, a semejantes 
tabiques. Entonces al cabo de un lapso suficientemente gran- 
de se establece el equilibrio, para el cual las moléculas del 
disolvente actúan mutuamente con libertad a través del 
tabique semipermeable. El carácter de esta interacción en la 
actualidad aún no se ha aclarado hasta el final. No hay que 
imaginarse el tabique semipermeable desde el punto de vista 
puramente mecánico, considerando que tiene poros, a través 
de los cuales pasa, en sentido geométrico puro, una especie 
de moléculas y la otra no. En realidad, por lo visto, se trata 
de una interacción más compleja de las moléculas con el 
tabique semipermeable, durante la cual sucede la penetración 
del disolvente en la sustancia del tabique. Pero indepen- 
dientemente de los detalles de este mecanismo, la presión 
sobre el tabique a causa de las colisiones de las moléculas del 
disolvente contra éste por las dos partes, debe ser la misma 
en estado de equilibrio. Pero la presión de la sustancia di- 
suelta no se transmite al disolvente por la otra parte del 
tabique. Asi, pues, la presión total de una parte del tabique, 
igual a la suma de presiones de la sustancia disuelta y el 
disolvente, supera a la presión de la otra parte del tabique, 
presión del disolvente. Como consecuencia, el nivel 
vente puro se establece más abajo del nivel de la 
solución (fig. 97). Si al principio los niveles del disolvente 
puro y la solución eran los mismos, ocurre la penetración del 
disolvente puro a través del tabique semipermeable en la 
zona, ocupada por la solución, a causa de lo cual en esta 
zona suben la presión y el nivel de solución. Este 
fenómeno de penetración del disolvente a través de un 
tabique semipermeable se denomina ósmosis. La diferencia de 
presiones que surge entre las zonas, ocupadas por el 
disolvente puro y la solución, separados por cl tabique 
semipermeable, se denomina presión osmótica. 

REGULARIDADES DE LA PRESIÓN OSMÓTICA. Para las 
soluciones bastante diluidas las moléculas de la sustancia di- 
suelta se comportan como en un gas enrarecido, ya que 
conforme al teorema de equipartición de la energía según los 
grados de libertad, su energia cinética depende sólo de la 
temperatura. La presión osmótica es igual a la presión del 
gas enrarecido de estas moléculas, o sea, puede calcularse 
scgún la fórmula para los gases ideales: 


N =nTV=vRTV. n=vN4. kNa=R, (39.1) 


donde n es la cantidad total de moléculas de la sustancia di- 
suelta en el volumen V; v es el número de moles de 
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moléculas. La fórmula (39.1) expresa la ley de van't Hoff. La 
presión osmótica de las soluciones débiles no depende de la 
naturaleza del disolvente y de la sustancia disuelta, sino que 
es función sólo de la concentración molar de la sustancii 
suelta. Para valorar el orden de la presión osmótica es útil 
señalar que para un mol de moléculas en un volumen de 1 1 
la presión osmótica es de 2,39 MPa. En cambio las paredes 
del recipiente no perciben esta presión osmótica, puesto que 
ella influye también sobre la superficie libre del líquido, 
merced a lo cual en la capa superficial del liquido surgen 
tensiones que compensan dicha presión. Sólo la presión 
hidrostática actúa sobre las paredes del recipiente. 

MANIFESTACIÓN DE LA PRESIÓN OSMÓTICA. La 
demostración de la presión osmótica en el aula de 
conferencias tiene un aspecto muy impresionante, Por 
ejemplo, si a una solución de 5%, de vitriolo cúprico se deja 
caer un cristal de ferrocianuro potásico, este último se cubre 
de una capa semipermeable, dentro de la cual la presión 
osmótica aumenta su tamaño, creando una semejanza de 
“célula artificial”. La “célula” crece y se ramifica, 

Si una vesicula animal, llena de alcohol y amarrada, se 
sumerge en el agua, ésta penetra dentro de la vesicula que se 
hincha y puede reventar. El fenómeno de ósmosis desempeña 
un gran papel en el mundo vegetal y animal. La mayoría de 
los tabiques en los organismos vegetales y vivos son 
semipermeables. Por ejemplo, la presión osmótica en las 
células vegetales alcanza varias atmósferas, por lo cual el 
líquido de la tierra puede subir por el tronco de los árboles 
a una altura grande. Merced a la presión osmótica sucede el 
paso del agua de unos medios liquidos a otros a través de los 
tabiques correspondientes en los organismos de los seres 
vivos. 

Ejemplo 39.1. Hallar la presión osmótica si en 101 de 
agua se disuelven 50 g de metanol CH,OH (M,=32) La 
temperatura de la solución es de 27°C. 

La concentración de la sustancia disuelta es pequeña 
y por eso para calcular la presión puede hacerse uso de la 
fórmula (39.1): 

m RT _ 50-107* 8,31-300-10% 


EPA E a 
TT $7 10.103 Pa=389,5 kPa. 
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$ 40. POTENCIAL QUÍMICO Y EQUILIBRIO DE FASES 


Se examinan sistemas con una 
tidad variable de partículas 
y se determina el potencial 
quimico. Aplicando el poten- 
cial quimico se analizan las 
condiciones de equilibrio de 
fases. 


POTENCIAL QUÍMICO. Existen sistemas que constan no sólo 
de dos componentes y dos fases, sino de una cantidad grande 
de componentes, con la particularidad de que su composición 
varía en función de la temperatura, presión, etc. Si el sistema 
contiene varias componentes, su energia imterna depende de 
la cantidad de particulas n, de cada una de las componentes. 
Es cómodo tomar en calidad de otras variables indepen- 
dientes de las que depende la energia interna, el volumen Y 
y la entropía S, es decir, escribir 


=U(S. V. n, Ma. 0) (40.1) 
Entonces 
ĉu èv ôt 
> 
E IS 


1402) 
donde la adición se lleva a cabo respecto a todos los n y, al 
tomar la derivada parcial respecto a 1, los demás nj # n, se 
consideran constantes. La fórmula (40.2) cs una 
generalización de (23.14) para el caso de muchas 
componentes. Estas fórmulas coinciden para drn =0, o sea, 
para un sistema de una componente. Comparando las fór- 
mulas, obtenemos 


eu 
T=| = (40.3) 
(5) mea 

Por eso la expresión (40.2) toma el aspecto 
dU = TaS — pa V+ Y pdi, (40.4) 
donde 

a nn, (40.5) 
pyon en, kss >j l X 


De la misma manera, teniendo en cuenta la cantidad variable 
de particulas, los demás potenciales termodinámicos, 
examinados en el $ 23, pueden también modificarse. Por 
ejemplo, el potencial de Gibbs G, definido por la fórmula 
(23.17), hay que considerarlo función de la presión p, la 
temperatura T y el múmero de particulas n, de distintas 
componentes del sistema: 


G=G(T p.m. ny} n). (40.6) 
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Entonces la igualdad 


êG 0G ôG 
06 (55), ar (3) DGE), wo 


tomando en consideración (23.18), toma el aspecto 


dG = — SdT+ Wip + Es) dn. (40.8) 
ôn; Ton, 

Partiendo do (23.13) y teniendo en cuenta (23.12), hallamos 

dG =dU + pdV+ Vdp — TdS — SAT. (40.9) 


Considerando (40.8) y (40.4), obtenemos 


(a 
Por lo tanto, la fórmula (40.8) adquiere definitivamente la 


forma 
dG = —SdT+ Vdp + Y pdn, (40.11) 


) AM (40.10) 
Tony 


De la misma manera, en lugar de (23.15) y (23,16) 
obtenemos para la entalpia y energia libre: 


dH = TdS + Vdp + Y pdn, (40.12) 
dF = -SdT-pdV+ Y pdn. (40.13) 
Aqui 

(E {2 (40.14) 
lA 


La magnitud y, se llama potencial quimico. Las fórmulas 
(40.14), (40.10) y (40.5) ofrecen su expresión por medio de 
diferentes variables. consideradas independientes. 

CONDICIONES DE EQUILIBRIO. De la fórmula (23.17) se 
ve que la igualdad 


(dG)r.p =0 (40.15) 


debe ser la condición de equilibrio para la presión 
y temperatura constantes. 

El sistema puede constar de muchas componentes, pero la 
contidad de fases en la mayoría de los casos importantes en 
práctica, es igual a dos o a tres. Para determinar, 
consideraremos que hay dos fases 1 y 2 y dos componentes 
a y b. La función de Gibbs del sistema completo es igual a la 
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suma de las funciones de Gibbs de sus fases. Como de 
costumbre, consideraremos que las fases son homogér 
Para un sistema completo tenemos, partiendo de la cond 
de conservación de la cantidad total de particulas. 


Max +n, = CONSL, n; +z = CONSI, (40.16) 
de donde 
dn +dn,¿ =0, dy, +d1, =0. (40.17) 


Para la función de Gibbs de las fases primera y segunda 
tenemos: 


dG, = — SAT+ Vdp +, d'p, + Hay d'hi > 
dG; 


(40.18) 
— SAT+ Vdp + pzdr, + ya dp 


Con T y p constantes, para el estado de equilibrio es 
menester que se cumpla la condición 


(dG)7.p =(dG,Jr.p +(dG,)y.p =0. (40.19) 


que en combinación con (40.18) y (40,17) conduce a la 
igualdad 


(las — Maz); + (Hpi — paldi = O. (4020) 


De aqui, en vista de la independencia de n, y n, se desprende 
que 
Hat = Mazo Hor = Hoz- (40.21) 


Si se efectúan semejantes cålculos para una cantidad 
mayor de componentes, llegaremos a las mismas igualdades 
del potencial quimico para cada una de las componentes en 
todas las fases. Sea p el potencial quimico de la ¡-ésima 
componente en la j-ésima fase. En condiciones de equilibrio, 
siendo la temperatura y presión constantes, 


Mn ==. dd (4022) 


o sea, el potencial químico para cada componente tiene el 
mismo valor en todas las fases en condiciones de equilibrio 
para la temperatura y presión constantes. 

POTENCIAL QUÍMICO PARA LA FASE DE UNA 
COMPONENTE. Es obvio que la afirmación dada es válida 
también para un sistema de una componente. En este caso 
para la fase pura la igualdad (40.11) nos da 


(dG)rp = ndn. (4023) 


Por lo tanto, el crecimiento de la función de Gibbs de la 
fase puede suceder sólo a causa del incremento de la masa de 
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la fase. Por otra parte está claro que la función de Gibbs es 
proporcional a la cantidad total de moléculas en el sistema 
y al potencial termodinámico. Por eso, basándose en (40.23), 
puede escribirse 


u=6/n, (40.24) 
es decir, el potencial quimico de una fase de una componente 


es igual al valor medio de la función de Gibbs, 
correspondiente a una molécula. 


$ 41. REGLA DE LAS FASES 


Se deduce la regla de las fases 
y aplicándola, se analizan los 
tipos posibles de los diagramas 
de estados 


PROBLEMA. Se pregunta: ¿cuántos parámetros indepen- 
dientes caracterizan el estado del sistema en el que entran 
K componentes y que se encuentra en 0 fases? La respuesta 
a este interrogante la da la regla de las fases, obtenida por 
Gibbs. 

REGLA DE LAS FASES. Siendo la presión y temperatura 
constantes, la condición de equilibrio para un sistema se 
escribe, basándose en (40.19), en forma de 


(dG)rp = Ey dn,=0. (LI) 
i 


La cantidad total de semejantes ecuaciones es igual al 
número de fases ®. En total, en (41.1) entran KỌ magnitudes 
ly pero entre ellas no todas son independientes. En primer 
lugar, el que sea constante cada una de las fases da para cada 
fase una condición entre los potenciales quimicos, y por lo 
tanto, en total existen ® condiciones. En segundo lugar, 
conforme a (40.22), los potenciales químicos de cada 
componente en todas las fases deben ser iguales: 


Mi =Ma = +++ = Hio (613 


Para cada i hay ®—1 igualdades y en total para 
K componentes se obtiene K(Q— 1) condiciones. Por lo 
tanto, la cantidad total de magnitudes independientes py es 


K0-0-K(0-1)=K-0. (41,3) 


Además, la temperatura y la presión son. también dos 
parámetros independientes. Por esta razón, obtenemos en 
definitiva que el número total de parámetros independientes 
que caracterizan el estado de equilibrio del sistema, formado 
de K componentes y hallándose en O fases, es 


C=K-0+2 (41.4) 
La igualdad (41.4) expresa la regla de las fases de Gibbs. 
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Ésta da la cantidad de los grados de libertad del sistema que 
no puede ser negativo, es decir, C>0. Esto significa que 


D<K+2 (41.5) 


es decir, el número de fases que pueden estar en equilibrio 
entre si, no puede superar la cantidad de componentes más 
que en dos. Esta afirmación es otra enunciación posible de la 
regla de las fases (41.4). 

DIAGRAMA DE ESTADOS. El estado de cada fase se 
define por la presión, temperatura y K-—1 valores de los 
potenciales quimicos de las componentes, puesto que entre 
K potenciales químicos hay una relación que expresa la 
constancia de la cantidad total de moles en el sistema, Por 
esta razón, este estado del sistema se caracteriza por un 
punto en el espacio K—1+2=(K + I)-dimensional. Para 
los sistemas de una componente el estado se muestra 
mediante un punto en el plano, como fue hecho, por ejemplo, 
al examinar los procesos de un gas ideal (véase el $ 18). Por 
otra parte, para un sistema polifásico en equilibrio, el número 
de grados de libertad se determina por la regla de las fases 
(41.4). Supongamos que existe, por ejemplo, un sistema 
bifásico de una componente liquido vapor (véase el $ 32) 
En este caso W=2, K=1 y, por lo tanto, 


Cal. (41.6) 


Esto quiere decir que en el diagrama (véase la fig. 70), que 
muestra el estado de un sistema de una componente en forma 
de puntos, yacentes en el plano de dos mediciones [T. p] del 
estado del sistema bifásico, se representa por la linea AK. 

ema de una componente el número de grados 
de libertad de un estado trifásico (®=3) es igual a 


C=0. (41,7) 


Ello significa que las tres fases (la gascosa, líquida 
y sólida) pueden encontrarse en equilibrio sólo para la única 
relación de los parámetros que caracterizan el sistema. Este 
estado de equilibrio de tres fases se muestra por un punto 
llamado triple. En el siguiente capítulo esta cuestión se 
discute con más detal 

Al analizar la ebull n de las soluciones liquidas (véase 
el $ 38) el sistema se suponía de dos componentes (K=2) 
Por lo tanto, para representar el estado para cada una de las 
fases sería necesario utilizar el espacio tridimensional. En 
cambio, hemos fijado uno de los parámetros (la presión) 
y caracterizado el estado del sistema mediante dos 
parámetros, a saber: la temperatura y concentración. El 


$ 41. Regla de las fases as 


número de grados de libertad del estado bifásico en este caso 
es 


C=2-24+2=2 (418) 
Por eso en las figs. 95 y 96 los estados bifásicos ocupan un 


área determinada, separada por líneas de los estados 
monofásicos. 


PROBLEMAS 


4.1. ¿Cuál es la presión osmótica de 10 g de etanol (M, =46), di- 
suelto en 101 de agua a 20°C? 

42. ¿Cuál es la masa m de azicar (M, =342,3), disuelto en 200 g 
de agua a 25°C, siendo la presión osmótica de 0,196 MPa? 

43. Determinar en cuánto cambia el punto de fusión del hielo al 
variar la presión desde 0.098 hasta 0,196 MPa, La densidad del 
hielo p=09 gcm’ y su calor de fusión es de 334 kJ/kg. 

44, Calcular el calor de evaporación del agua y la presión del 
vapor de agua saturado a 50 C. 

45. Hallar la temperatura de ebullición del agua a presiones del 
aire de 0,1 y 0,1024 MPa 

4.6, Una pelicula esférica de agua, cuyos parámetros o y Lse dun 
en el ejemplo 34.1, se dilata de modo isotérmico a T= 293 
K desde r, =2 cm hasta r; = 3cm. Hallar la variación de la 
entropia de la pelicula, 

4.7. Tomando en calidad de las constantes de Van der Waals para 
el aire a = 0,142 Pa-m*/mol? y b=3,9-107? m?/mol, hallar la 
temperatura de la inversión del efecto diferencial de Joule- 
Thomson y la variación de la temperatura en el proceso de 
Joule - Thomson al cambiar la presión en 10,13 kPa a t= 
=21*C. 

45, La tensión superficial del agua de jabón es de 4-107? N/m. 
¿Cuál es ta presión complementaria dentro de ta burbuja de 
jabón de radio de 2-107? m? 

439. En la solución de azúcar en el agua 0,04 moles de moléculas de 
azúcar corresponde a un mol de moléculas de agua. La presión 
de los vapores saturados de agua es de 1995Pa a la 
temperatura en cuestión. Hallar la presión de los vapores de 
agua sobre la superficie de la solución 

4.10. Para el dióxido de carbono las constantes de Van der Waals 
son iguales a 0=364-10% Pa-m'/kmol?; b=4,26-107? 
m?/kmol, Hallar la presión del dióxido de carbono si un kmol 
ocupa el volumen de un m? a temperatura de 100°C, calculán- 
dola por la fórmula para el gas ideal y la ecuación de Van 
der Waals. 

4.11. Considerando la constante de Van der Waals para el nitrógeno 
igual a a=1,36-10% Pa-mĉ/kmol?, hallar la reducción de la 
temperatura de 10kg de nitrógeno, al dilatarse éste desde 
1 hasta 2 m’. 
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4.12 La presión de los vapores saturados de etanol C¿H¿OH 
a temperatura de 40°C es igual a 17,69 kPa, y a temperatura 
de 68 `C es de 67,7 kPa. ¿Cuál será la variación de la entropia, 
al evaporarse $ g de etanol a temperatura de 50°C? 

4.13. Se sabe que la densidad de cierta sustancia a temperatura de 
0°C es igual a 10 g/cm”, y el valor medio del coeficiente de 
dilatación volumétrica en el intervalo de temperaturas desde 
0 hasta 300°C es igual a 1,85-107* K-t. Hallar la densidad 
de esta sustancia a 300°C, 

4.14. El coeficiente térmico de la dilatación volumétrica del mercurio 
es de 1,82-107*K”*. Hallar la compresibilidad del mercurio 
si se sabe que para que su volumen al calentarse en un grado 
Kelvin permanezca constante, es necesario aumentar la presión 
externa en 4.6 MPa. 

4.15. La tensión superficial del mercurio es de 0,49 N/m. ¿En cuámo 
se calienta la gota de mercurio, obtenida al unir dos gotas de 
radio de 0,5 mm cada una? 

4.16. La presión complementaria del aire dentro de una burbuja de 
jabón, cuya tensión superficial es de 4,3-107*N/m, es de 
266 Pa. ¿Cuál es el radio de la burbuja? 

4.17. El alcohol se escurre de un recipiente a través de un tubo 
perpendicular de radio interno de 1 mm. Las gotas se despren- 
den al cabo de un segundo una tras otra. ¿Dentro de cuánto 
tiempo saldrán 20 g de alcohol? 

4,8. El radio interno de un tubo capilar abierto, metido en un 
recipiente con mercurio, es igual a 1 mm. El nivel del mercurio 
en el tubo capilar es inferior al del mercurio en el recipiente en 
3 mm. Determinar el radio de curvatura del menisco de 
mercurio en el tubo capilar. 

4.19. En 1 | de agua se disuelven 2 g de sal común a T= 300 K. El 
grado de disociación de las moléculas de sal común al 
disolverse es del 40 por 100. Hallar la presión osmótica de la 
solución 

4,20. Hallar la presión del agua en la profundidad A si la densidad 
del agua en la superficie es py y la presión po para los casos: a) 
sin tener en cuenta la compresibilidad; b) teniendo en cue 
la compresibilidad x. La temperatura y la aceleración de la 
caida libre se consideran constantes. 

421. Hallar la variación de la presión del vapor saturado en la 
superficie de una gota esférica de agua de radio de 10"*cm 
a 20°C en comparación con la presión pọ=2333 Pa en la 
superficie plana. Considerar o =0.075 N/m, p=10* kg/m? 


RES) 41 M=0338 MPa. 42 m=108 43. dT=-0009K. 44 

PUESTAS 2383 MIfkg; 0.126-10° Pa. 4.5. 993°C; 100,37°C. 46. AS= 
= 840 pJ/K. 47.870 K; -0.026 K. 48.05 Pa. 49.1915 Pa. 4.10. 
287 MPa; 273 MPa. 4.11. AT=1,16K. 4.12 AS=143 J/K. 4.13. 
9,5-10 kg/m? 4.14.3,85-107 1! Paz! 4.15. AT=33-107* K. 4.16, 
0,65 mm. 4.17.26 min. 4.18. 2,5 mm. 4.19. 0,122 MPa. 4.20. a) p= 
= po + pogh: b) p= po- (Lidin(l — npag). 421. 260 Pa. 


Capítulo 5 


Sólidos 


Situación fisica: las fuerzas de atracción entre las 
moléculas predominan. El equilibrio estable se consigue, 
situándose las moléculas de manera bien determinada en 
las inmediaciones de cada molécula. Dado que esta regla 
debe observarse en todo el volumen del cuerpo, la 
disposición mutua de las moléculas se repite 
periódicamente y surge una estructura cristalina. 


Carácter finito de la cantidad de estructuras: dado que el 
número de simetrías posibles de las redes cristalinas es 
finito, la cantidad total de diversas estructuras cristalinas 
de los sólidos está limitada. 


$ 42. SIMETRÍA DE LOS SÓLIDOS 


Se describen los elementos de SÓLIDOS. La peculiaridad más caracteristica de los sólidos 
simetria det sólido y se que los diferencia como estado de agregación de la sustancia 
muestra que éstos pueden de los otros estados de agregación, es la conservación de la 
representarse me te lis forma y del volumen. Merced a ello, los sólidos 
praa mes en el plano. Se desempeñaron un papel principal en formar en la consciencia 
depen Jos grupos puntuales del hombre los conceptos de espacio, imágenes geométricas 
j y las relaciones entre ellos, asi como en el desarrollo de la 
teoría de medición del espacio. Ll = >vimiento de los sólidos 
sirvió de base para elaborar los com..ptos del movimiento 
mecánico y desplazamiento de los objetos materiales en el 

espacio. 

El lugar que ocupa un cuerpo material y su forma se 
abstraen en nuestra mente en forma de imágenes espaciales 
geométricas independientes. Debido a çllo, adquiere un 
sentido la representación de la comparación de los sólidos 
según su forma, dimensión, etc. 

Una propiedad geométrica muy importante de los sólidos 
es su simetria. Por ejemplo, la piedra, encontrada en el 
camino, se diferencia del ladrillo, en primer lugar, por tener 
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Fig. 98. Eje de simetria del 
cuarto orden. plano de 
simetria y centro de simetria O 


una forma irregular. Las palabras forma “regular” 
e “irregular” son una reflexión subjetiva de las propiedades 
objetivas de las formas de los cuerpos materiales, a saber: su 
simetria. 

Decimos que un cilindro recto es más simétrico que un 
paralelepipedo recto y una esfera es más simétrica que el 
cilindro. También decimos que la forma exterior del cuerpo 
humano, así como los cuerpos de la mayoria de los animales, 
son simétricos. La tarea consiste en dar una enunciación 
matemática del concepto de simetri 

DEFINICIÓN DE LA SIMETRÍA. Se entiende como 
simetría la capacidad del sólido de unirse consigo mismo, 
a consecuencia de sus movimientos u Operaciones imaginarias 
sobre sus puntos. Cuanto mayor es la cantidad de 
procedimientos mediante los cuales puede efectuarse 
semejante coincidencia, tanto más simétrica es la forma del 
cuerpo. 

Por ejemplo, un cilindro circular recto se une consigo 
mismo, al girar alrededor de su eje en cualquier ángulo, 
También se une consigo mismo, al girar en un ángulo de 
180” alrededor de cualquier eje, perpendicular al eje del 
cilindro, trazado a través de un punto del eje en la mitad de 
la altura del cilindro. Pero si se coge una esfera, ella puede 
unirse consigo misma, al girar en cualquier ángulo alrededor 
de cualquier eje que pasa por el centro de la esfera, Está 
claro que existen muchas más posibilidades para unir la 
esfera consigo misma, que para el cilindro. Precisamente este 
hecho se expresa en la afirmación de que la esfera es un 
cuerpo más simétrico que un cilindro circular recto. 

Sin embargo, la simetria no se reduce sólo a unir un 
cuerpo consigo mismo, mediante movimientos espaciales. 
Verbigracia, la mitad izquierda del cuerpo humano no puede 
unirse con la derecha por muchos movimientos espaciales 
que se haga. En otras palabras, a la mano izquierda no se le 
Puede poner el guante de la derecha. Se comprende como 
simetría de las manos derecha e izquierda no la posibilidad 
de unir la mano izquierda con la derecha a consecuencia de 
su unión espacial, sino la posibilidad de unir la mano 
derecha con la reflexión de la mano izquierda en un espejo 
plano. 

A pesar de la variedad sumamente grande de las 
posibilidades de simetria que aparemtan tener los sólidos, 
todas ellas se componen de cuatro elementos de simetria. Las 
diversas combinaciones de estos cuatro elementos de simetria 
son precisamente los que forman las simetrias posibles de los 
sólidos. 

EJE DE SIMETRÍA DE n-ÉSIMO ORDEN. Si el cuerpo se 
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Fig. 99, Eje especular de vi- 
raje de segundo orden 


une consigo mismo, al girar alrededor de cierto eje en un 
ángulo de 2n/n, este eje se denomina eje de simetria de 
n-ésimo grado. Por ejemplo, un cilindro cuadrado (fig. 98) 
coincide consigo mismo, girando en un ángulo de 1/2 alred 
dor de un eje que pasa a través de los puntos de intersección 
de las diagonales de los cuadrados que forman sus bases. Por 
lo tanto, este eje es el eje de cuarto orden. No hay necesidad 
de demostrar que cualquier eje del cuerpo es un eje de 
simetria de primer orden, 

PLANO DE SIMETRÍA. Si el cuerpo coincide consigo 
mismo a consecuencia de una reflexión especular de sus 
puntos en cierto plano, este último se llama plano de simetria 
del cuerpo. En la fig. 98 la superficie rayada es el plano de 
simetría. 

CENTRO DE SIMETRÍA. Si el cuerpo se une consigo 
mismo durante la inversión con respecto a cierto punto, estos 
puntos se denominan centro de simetria (punto O' en la 
fig. 98). 

EJE ESPECULAR DE VIRAJE DE n-ÉSIMO ORDEN. Si el 
cuerpo se une consigo mismo al girar en un ángulo de 2x/n 
y al reflejarse en el plano, perpendicular a este eje, el eje se 
llama eje especular de de n-ésimo orden. La fig. 99 
muestra semejante eje de segundo orden. 

GRUPOS PUNTUALES DE SIMETRÍA. El conjunto de 
elementos de simetria del cuerpo se denomina su grupo de 
simetria. Los elementos en cuestión de simetria se determinan 
por el hecho de que ellos dejan inmóvil por lo menos un 
punto del cuerpo. Los grupos de simetria, correspondientes 
a éstos, se denominan puntuales. 

Todas las simetrias enumeradas pueden describirse, 
aplicando sólo las reflexiones en el plano. El giro en un 
ángulo a puede representarse como dos reflexiones sucesivas 
en los planos que se intersecan en el eje de rotación bajo un 
ángulo de a/2 (fig. 100). La inversión con respecto al centro 
de simetría se reduce a tres reflexiones en tres planos mu- 
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Fig, 100. Giro como resultado 
de dos reflexiones sucesivas en 


los planos 


tuamente perpendiculares, que pasan por el centro de 
simetría. . 

ISÓMEROS ÓPTICOS. Dos cuerpos pueden parecerse 
y pueden coincidir mutuamente reflejándose en el plano, en 
cambio, no pueden unirse uno con otro por ningún 
movimiento espacial que se haga. Indiquemos en calidad de 
ejemplo las manos humanas. Semejantes cuerpos se llaman 
isómeros ópticos. Se conocen muchas moléculas que son 
isómeros ópticos. Ellas se diferencian por sus propiedades en 
el mismo sentido que lo derecho se diferencia de lo izquierdo. 
Verbigracia, en distintos sentidos hacen girar el plano de 
polarización de la luz transmitida a través de ellas, sólo si 
semejante rotación es posible. Las reacciones quimicas entre 
los isómeros Ópticos Similares transcurren de otra manera 
que entre los de signo contrario. Por ejemplo, el isómero 
derecho de una sustancia reacciona de otra manera con el 
isómero derecho de una sustancia diferente, que el derecho 
con el izquierdo, 
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Se examina la necesidad fisica 
de que exista una estructura 
periódica de los sólidos. Se 
describen la simetria de 


translación y los 
espaciales de la 


„grupos 
simetria, 


a base de los cuales se 
discuten los rasgos principales 
de la clasificación de las redes 
cristalinas. Se analizan las de- 


signaciones de los 
atómicos y sentidos. 


planos 


NECESIDAD DE UNA ESTRUCTURA PERIÓDICA. El estado 
sólido surge durante una interacción tan intensa de las 
moléculas (átomos o iones) que el movimiento térmico de las 
moléculas no desempeña en la estructura un papel tan 
considerable, como lo tiene en los líquidos y, mås aún, en los 
gases. Como consecuencia de ello, las moléculas se sitúan una 
respecto a otra en ciertas posiciones fijas, con gran precisión, 
efectuando pequeñas oscilaciones térmicas alrededor de las 
posiciones de equilibrio. La situación mutua de los puntos de 
equilibrio se determina por las condiciones de equilibrio. Es 
obvio que si estas condiciones de equilibrio se cumplen en 
cierta zona del espacio y condicionan la disposición mutua 
de las moléculas en esta zona del espacio, ellas deben 
cumplirse también en otra zona y, por lo tanto, deben 
determinar la misma disposición de las moléculas en la otra 
zona del espacio. Esto quiere decir que la disposición mutua 
de las moléculas se repite al pasar de unas zonas del espacio 
a Otras, o sea, la estructura de los sólidos es periódica. Ella se 
realiza en forma de red cristalina y los mismos sólidos son 
cristales. Los puntos de equilibrio de los átomos, moléculas 
o iones que componen el cristal, se llaman nudos de la red 
cristalina. 

Sin embargo, argumentando de esta manera, surge la 
pregunta de las causas de existencia de sólidos amoríos, tales 
como el vidrio, el plástico y sustancias análogas sin estruc- 
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tura periódica. La respuesta consiste en que ellos no están en 
equilibrio y con el tiempo cambian su estructura, 
aproximándose al estado cristalino, Por ejemplo, el vidrio se 
cristaliza, al trancurrir varios centenares de años. El proceso 
de su cristalización puede acelerarse considerablemente 
a temperatura alta, cuando el vidrio se reblandecc. En los 
plásticos el proceso de cristalización se dificulta mucho al 
embrollar las moléculas largas entre sí, las cuales forman el 
plástico. Con el fin de elevar la calidad de los plásticos se 
logra, empleando un tratamiento especial, que prácticamente 
todas las moléculas de éstos sean distintas (las longitudes 
fisicas, las cadenas laterales, etc.) y para asegurar la estabili- 
dad no hay necesidad de tener una estructura periódica. 

RED PRIMARIA. A consecuencia de la periodicidad de la 
estructura de la red cristalina debe existir cierto conjunto 
elemental de átomos, cuya repetición en todos los sentidos 
puede agotar toda la red ilimitada en el espacio. Tanto el 
conjunto elemental de átomos (hablamos de átomos para la 
sencillez de las expresiones, aunque pueden ser moléculas 
e iones), como la red, formada por su repetición, son, en 
general, formaciones muy complejas. Por eso es útil dividir 
toda la red en subredes más sencillas, cada una de las cuales 
sea lo suficientemente simple. Está claro que esta subred es 
por si misma una red. La red más simple es la red, que 
consta de paralelepipedos a título de conjunto elemental de 
átomos, cuya repetición agota toda la red (fig. 101). 

Eligiendo el origen de coordenadas en cierto nudo de 
semejante red, el radio vector de cualquier nudo puede 
representarse como 


r= nma, PMA E Mas (431) 


donde n,, nz, ny son números enteros (incluyendo el cero). 
Los vectores aj, az, a, se denominan básicos y su conjunto, 
base de la red. Las longitudes de las aristas a;, a}, a, Se 
llaman periodos principales de la red. El paralelepipedo con 
las aristas a}, az, a, junto con los átomos en sus vértices se 
denomina célula elemental de la red cristalina. Si en la fór- 
mula (43.1) los números n;. nz. n, recorren todos los posibles 
valores independientes de números enteros desde — œ% hasta 
+ æ, el radio vector r recorre todos los nudos de la red y no 
queda ningún nudo de la red que no se abarque por la fór- 
mula (43.1). Esta red se denomina primaria o red de Bravais, 
y su célula elemental, célula primaria. 

En general, una red cristalina concreta no puede 
representarse como una red de Bravais, pero es el conjunto 
de varias redes de Bravais que se denomina red compleja. 
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Fig 101 Base de la red 
eristalina primaria 


Fig. 102. Multiformidad de la 
elección de la base de la red 
cristalin: 
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MULTIFORMIDAD DE LA ELECCIÓN DE LA BASE 
PARA LA RED PRIMARIA. La elección de la base incluso 
para la red primaria no es univoca. Es fácil cerciorarse de 
ello, examinando la fig. 102, en la que las lincas de trazos 
paralelas muestran para el caso bidimensional las dos 
posibles construcciones de la red primaria con diferentes 
bases. En el primer caso la base se compone por los vectores 
a, Y az, en el segundo, por los vectores a; y ap La célula 
elemental en el primer caso es un paralelogramo rectangular 
y en el segundo no es rectangular. Para el caso plano en el 
nudo de la red, en las inmediaciones de cada átomo se sitúan 
cuatro células clementales. Por lo tanto, el área, ocupada por 
un átomo en la red, igual al área total, dividida en la canti- 
dad de átomos, es igual al área de la célula elemental |a; x 
x az] en el primer caso y lajxaz| en el segundo, 

Como era de esperar, las árcas de las células elementales 
en ambos casos son las mismas, a pesar de ser diferentes las 
bases. Todas estas deducciones se aplican sin dificultad al 
caso tridimensional, para el que la elección de la célula 
cristalina elemental tampoco es univoca, mientras que el 
volumen de la célula elemental para todas las elecciones 
posibles de la base es constante y por la fórmula para el 
volumen del paralelepipedo es igual a 


To= aya; Xa (432) 


Esto es el volumen correspondiente a un átomo en la red. 
Diferentes bases primarias se distinguen por la longitud 
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Fig. 103. Definición 
red primaria 


am 


de 


una 


de los vectores básicos o, lo que es lo mismo, por los 
periodos principales de la red. La red primaria con periodos 
principales minimos se denomina reducida. 

No es siempre una tarea fácil determinar a primera vista 
si es cierta red prefijada primitiva o es compleja. Lo mejor de 
todo es examinar toda la red y no una pequeña parte de ella, 
igual aproximadamente a la célula elemental. La tarea se 
reduce a la posibilidad de trazar tres sistemas de planos 
paralelos de manera que todos los åtomos resulten en los 
puntos de intersección de los planos y no haya ni un átomo 
que no estuviese en estos puntos de intersección de los 
planos. 

Examinemos, en calidad de ejemplo, una red plana 
(fig. 103). Si a titulo de vectores básicos se toman los vectores 
a, äp la red es compleja, ya que los átomos que se 
encuentran en los centros de los cuadrados, no caen en los 
nudos de la red primaria, construida en esta base. A primera 
vista parece que para tener en cuenta estos nudos, es 
necesario tener otra red primaria mås y, por lo tanto, la red 
inicial es compleja y no primaria. Sin embargo, semejante 
conclusión es errónea. Tomemos en calidad de vectores 
básicos los vectores aj, aj. En esta base toda la red inicial 
puede representarse como una red primaria, es decir, la red 
inicial es también primaria. 

Ello es evidente si se mira el sistema de lincas de puntos 
(fig. 103). i 

SIMETRÍA DE TRANSLACIÓN. Como consecuencia de la 
extensión infinita, la red, además de la simetría, caracteristi 
para los sólidos, posee una simetria de translación, es decir, 
la capacidad de coincidir consigo misma a causa del 
desplazamiento de traslación. Por ejemplo, si una red 
primaria se traslada a lo largo de una de las aristas de la 
célula elemental en un número entero de periodos 
principales, la red coincide o se une consigo misma. Si la red 
se desplaza en un vector r, determinado mediante (43.1), la 
red de nuevo coincide consigo misma. Por eso el vector r se 
denomina vector de translación. Aplicando esta terminología, 
puede decirse que toda la red primaria puede obtenerse de 
cualquier nudo, si se somete a todas las translaciones posibles 
paralelamente a los vectores básicos. 

GRUPOS ESPACIALES. Los elementos de simetria del 
sólido forman grupos puntuales de simetria. Si se les añade la 
simetría de translación, característica para las estructuras 
infinitas periódicas. el conjunto de estas simetrias forma un 
grupo espacial. Por lo tanto, se puede decir que las redes 
cristalinas se determinan por los grupos espaciales de 
simetrias. 
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ELEMENTOS DE SIMETRÍA DE LA RED. Ante todo es 
menester señalar que las simetrias de la red en total se 
diferencian de las simetrias de su célula elemental. Esto que- 
da obvio del hecho de que la célula elemental no se elige de 
modo univoco, y distintas células elementales pueden poseer 
diferente simetría. Por esta razón, se entiende como simetria 
de la red la simetría precisamente de la red y no de su célula 
elemental. 

Está claro que cualquier red primaria posee un centro de 
simetría que puede ser cualquier nudo del paralelepipedo 
primario, las mitades de sus aristas y los centros de sus caras, 
El plano de simetria es también un elemento de simetria de 
las redes. En lo que se refiere a los ejes y los ejes especulares 
de viraje, ellos pueden ser sólo ejes de segundo, tercero, 
cuarto y sexto órdenes y los ejes de los demás órdenes no 
pueden existir. Para demostrar eso, señalemos que durante la 
rotación los átomos de la red se desplazan en los planos, 
perpendiculares al eje de rotación. . 

Examinemos los átomos, yacentes en cierto plano. Éstos 
crean una red cristalina plana, cuyos nudos forman un 
sistema de semejantes poligonos regulares que, al girar, pasan 
el uno al otro y, por lo tanto, que cubren densamente, sin 
espacios, toda la superficie. Examinemos el punto O (fig. 104) 
en el que se juntan las aristas de los poligonos regulares que 
rayan en este punto. Si p es el número de las aristas que 
convergen en este punto, el ángulo entre las aristas es de 
2x/p. Por otra parte, el ángulo entre las partes de un n-ágono 
es igual a x(n — 2)/n. 

Al llenar el plano por los poligonos regulares, sin 
espacios, estos ángulos son: 


2n/p = xin — 2n. 33) 
De aquí se desprende que 
p=2n(1-2), (434) 


con la particularidad de que p y n deben ser números enteros. 
Los valores 


n=3, n= 


,n=6 (43.5) 


son las soluciones de esta ecuación en números enteros p y n. 


De este modo, la superficie sin espacios puede cubrirse 
por triángulos equiláteros (1=3): , 


EY 


$ 43. Redes cristalinas 355 
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¿Qué es una red primaria? 
En general, ¿se reduce una 
red cristalina a una red 
primaria? 

¿Qué es una red primaria 
reducida? 

¿Coincide la simetria de la 
red en total con la de su 
célula elemental? ¿De dónde 
se ve eso? 


j. ¿Cuáles son los órdenes de 


los ejes de rotación que pue- 
de tener una red cristalina? 
¿A qué figuras que cubren el 
plano sin espacios, corres- 
ponden estos ejes? 


j. ¿Cuántos tipos de sistemas 


cristalinos existen? ¿Cuántos 
tipos de — paralelepipedos 
primarios de Bravais hay? 


l. ¿De qué manera se designan 


las direcciones y los planos 
en los cristales? 


por cuadrados (n= 


H 


y hexágonos regulares (n =6) (estructura de panales): 


888 


No existen otros poligonos regulares, capaces de cubrir sin 
espacios una superficie. 

A ellos se añade, por lo visto, el eje posible n=2, 
correspondiente a la reflexión en el plano que atraviesa el eje, 
asi como el eje trivial n=1, correspondiente al ángulo de 
rotación en 2r. De esta manera, la red cristalina puede tener 
los ejes de rotación sólo de segundo, tercero, cuarto y sexto 
órdenes. Asi mismo se muestra que los ejes especulares de 
viraje pueden ser sólo de los mismos órdenes. 

En resumidas cuentas se obtiene que la cantidad de 
elementos de los grupos puntuales de simetria de las redes 
cristalinas es finita y, por lo tanto, es finito el número de 
simetrías posibles, 

CLASES CRISTALINAS. Dado que la red cristalina 
compleja consta de las redes de Bravais, es útil clasificar los 
cristales en primer lugar, por la simetria de las redes de 
Bravais, con la particularidad de que entendemos como 
simetria (como fue dicho ahora mismo) la simetría puntual. 
Semejante clasificación fue realizada por Bravais, el que 
mostró que a pesar de no coincidir obligatoriamente la 
simetria de la red con la simetria de cualquier célula 
primaria, siempre es posible encontrar una célula primaria 
que posee los mismos elementos de simetria que la red en 
total. Esto es posible para todas las redes, a excepción de las 
hexagonales, en las que la célula primaria no contiene todos 
los elementos de simetria que posee la red en total. La 
minima de las células primarias que incluye en si todos los 
elementos de simetria de la red, se llama célula 
o paralelepipedo de Bravais. 

Existen seis tipos de paralelepipedos primarios de Bravais 
y por eso, teniendo en cuenta la red hexagonal, en total son 
siete tipos de red o siete tipos de sistemas cristalinos. Al 
colocar nuevos átomos en los centros de las caras o en los 
centros del volumen de los paralelepipedos de Bravais, la 

de la red no cambia, pero se añaden nuevos tipos de 
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Fig, 105, Clases de cristales 
y tipos de redes. Sistemas: a. 
cúbico; b, tetragonal; c, he- 

'd, romboédrico; e, 
f. monoclinico; g. 


triclinico 


red. Por esta razón, en total existen 14 tipos de redes de 


Bravais, distribuidos por siete sistemas cristalinos. La 
descripción más detallada de estas redes es el objeto de la 
cristalografía, por eso aqui nos limitaremos sólo con breves 
observaciones. 

La fig. 105 muestra las redes, pertenecientes a los siete 
sistemas cristalinos. En cada uno de los sistemas, a excepción 
del hexagonal, el primero se muestra el paralelepipedo 
principal de Bravais y luego se indican las redes, obtenidas 
centrando el volumen y las caras del paralelepipedo básico. 
Esta operación no varia la simetria de la red, pero, claro está 
que las células primarias de esta red que se obtiene como 
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Fig. 106, Designación de los 
ejes y ángulos del paralele- 
pipedo principal de Bravais 


resultado de ello, ya no coinciden con el paralelepipedo 
principal de Bravas y poseen simetrías distintas de las de la 
red. En lo que se refiere al sistema hexagonal, su célula 
elemental que posee los mismos elementos de simetría que la 
red, no es paralelepipedo. El paralelepipedo elemental en este 
caso se indica en la figura junto con la célula elemental. 

En la fig. 106 se dan las designaciones de los ejes 
y ángulos del paralelepipedo principal de Bravais. 

Aplicando estas denotaciones, los  paralelepipedos 
principales de Bravais de distintos sistemas cristalinos pueden 
caracterizarse mediante la tabla 5. 


Tubla 5 
Características de los sistemas cristalinos 
Sistema crita — Relación entre las aristas Relacion entre los ángulos 
ino de una celula elemental en la célula elemental 
Triclinico 
Monoclinico a 
Rómbico a 
Tetragonal a 
Regular, a 
Romboédrico a= B = y, pero 

< 120 y 490 
Hexagonal a=p=90, 

17-120 


SIMETRÍA DE LAS REDES COMPLEJAS. Puesto que la 
sed compleja se compone de las primarias que poseen 
diversas simetrias, la simetria de la red compleja se diferencia 
esencialmente de las simetrias de las redes primarias que la 
componen. Además, para la red compleja pueden haber 
elementos de simetria complementarios, a saber: el eje 
helicoidal y el plano de deslizamiento especular 

Se llama eje helicoidal de n-ésimo orden a la recta, el 
desplazamiento de la red a lo largo de la cual, girando 
simultáncamente en un ángulo de 2x/n, conduce a la 
coincidencia consigo misma. Los ejes helicoidales de un 
mismo orden pueden diferenciarse por la dirección de 
rotación, o sea, ser “izquierdos” o “derechos”, 

Se denomina plano de deslizamiento especular un plano, 
reflejandose del cual y deslizándose simultáneamente a una 
distancia determinada paralelamente al plano, la red se une 
consigo misma. 

De tal manera, a la par con los elementos de simetria 
puntual y simetria de translación, la red posee otros 
clementos de simetria: ejes helicoidales y planos de 
deslizamiento especular. El conjunto de todos los elementos 
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107. Definición de los 
indices de Miller de los planos 


de simetria de la red se llama su grupo espacial. Como 
demostró E.S. Fiódorow, en total pueden existir 230 grupos 
espaciales diferentes. Estos grupos se denominan grupos de 
Fiódorov. No todos fueron descubiertos en los cristales, 
existentes en la naturaleza. Por ahora se han encontrado 
cristales para 177 grupos de Fiódorov. En el curso de la 
cristalografía estos problemas se examinan con más detalle, 

SISTEMAS CRISTALOGRÁFICOS DE COORDENADAS, 
En calidad de sistemas de coordenadas, en los cuales se da la 
posición de los átomos en la red, se toman los sistemas 
rectilineos de coordenadas, cuyos ejes coinciden con las 
aristas del paralelepipedo de Bravais, y el origen se halla en 
uno de los nudos de la red cristalina. A titulo de unidad de 
longitud por cada eje se toma la longitud de la arista 
correspondiente del paralelepipedo de Bravais. Por eso las 
coordenadas de los átomos se expresan en números enteros, 
Tales sistemas de coordenadas se denominan cristalográficos, 
La elección de los ejes de coordenadas se da en la tabla 5. En 
los cristales rómbicos, tetragonales y regulares los sistemas de 
coordenadas son rectangulares y en los demás, son obli- 
cuángulos. En los cristales hexagonales se toman a titulo 
de los ejes X e Y del paralelepipedo de Bravi 
lados de la base de un hexágono regular (véase la fig. 105) 
que forman un ángulo de 120” uno con otro y el eje 
Z está dirigido perpendicularmente a la base. La elección 
del paralelepipedo de Bravais para los cristales triclínicos 
y monoclínicos no es univoca. Se quedó de acuerdo que en 
los cristales monoclinicos en calidad de eje Z se coge el que 
forma un ángulo recto con los otros dos ejes (véase la 
tabla 5). y 

DESIGNACIÓN DE LOS PLANOS ATÒMICOS. En un 
cristal puede trazarse una cantidad infinita de planos, en cada 
uno de los cuales yace un número infinito de átomos. Para 
caracterizar la familia de planos paralelos es suficiente 
determinar una de ellas, además sin perder los rasgos 
comunes, se puede limitar con redes primarias. 

La ecuación en cualquier plano en coordenadas rectilineas 
(no tienen que ser obligatoriamente rectangulares) tiene la 
forma 


x/10A1+ y/10B|+:/10C]=1, (43.5) 


donde | 04|, | OB |, | OC | son las longitudes de los segmentos 
(en unidades axiales), cortados por el plano en los ejes de 
coordenadas (fig. 107). Si en el punto de intersección del eje 
con el plano se encuentra un átomo, la magnitud 
correspondiente entre A, B, C es entera. Pero, en general, el 
plano atómico puede intersecarse con los ejes de coordenadas 
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también en los puntos donde no hay átomo. En este caso la 
magnitud correspondiente entre | OA], |OB|, |OC| no será 
entera. Sin embargo, Siempre se expresa por un número 
racional (positivo o negativo). Para cerciorarse de ello es 
suficiente notar que para los átomos, yacentes en el plano en 
cuestión, las magnitudes x, y, z en la ecuación (43.6) son 
enteras. Por eso, tomando tres cualesquiera átomos concretos 
en los planos que no están en una recta, de (43.6) obtenemos 
tres ecuaciones lineales con coeficientes enteros para definir 
las tres incógnitas (1/1 OA |, 1// 0B|, 1//0C).. Es obvio que la 
solución de estas ecuaciones se da mediante números 
racionales y, por lo tanto, las magnitudes | 0A|, | OB], |OC| 
son números racionales, Por eso la ecuación (43.6) puede 
escribirse de nuevo en forma 


D, (43.7) 


donde h, k, I son números enteros, además, puede 
considerarse que no tienen factor común, ya que en caso 
contrario por este factor común podrian simplificarse todos 
los términos de la ecuación. Los números enteros h, k, 
I determinan univocamente la posición del plano. Ellos se 
denominan índices de Miller y se escriben en forma de una 
sucesión de números, en parémesis: (hkl). Si el indice es 
negativo, el signo menos se pone sobre el número 
correspondiente, por ejemplo, (kl). 

DESIGNACIÓN DE LAS DIRECCIONES. La dirección 
perpendicular al plano que se caracteriza por Jos indices de 
Miller (hki), se designa por los mismos números, pero en 
corchetes: [hk/]. 


hx+ky +12 
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Se examinan diferentes tipos DEFINICIÓN. Se llaman defectos de la red cristalina 


de defectos de la red cristalina 


y su influencia sobre 
propiedades de los sólidos, 


a cualesquiera desviaciones de la estricta periodicidad que 
determina la red. Los defectos pueden ser macroscópicos 
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Fig. 108. Sitio vacante Fig. 109. Substitución 
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Fig. 112. Dislocación helicoi 
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ig. 111, Dislocación de bor- 


R 


y microscópicos. Toda clase de fisuras, vacios macroscópicos 
e inserciones macroscópicas extrañas en una red cristalina 
pertenecen a los primeros, Los segundos se determinan por 
las desviaciones microscópicas respecto a la periodicidad. 
Ellos pueden ser puntuales, lineales o dislocaciones. 

DEFECTOS PUNTUALES. Son de tres tipos: 1) sitio 
vacante cuando en el nudo de la red no hay átomo (fig. 108); 
2) substitución cuando en el nudo de la red se encuentra un 
átomo de otro género (fig. 109); 3) penetración cuando entre 
los nudos, donde no debe haber átomos, Hay uno (fig. 110). 

Una peculiaridad característica de los defectos puntuales 
es que infringen sólo el orden de corto alcance en los 
cristales, sin tocar el orden de largo alcance. 

DISLOCACIONES. Los defectos lineales a diferencia de los 
puntuales, destrozan el orden de largo alcance. Las 
dislocaciones infringen la alternación regular de los planos 
atómicos. Ellas pueden ser de borde y helicoidales, 

La dislocación de borde se reduce a la aparición de un 
semiplano atómico sobrante, como si estuviese metido entre 
los planos atómicos del cristal (fig. 111). 

La dislocación helicoidal se forma como consecuencia del 
deslizamiento de dos semiplanos atómicos en un período uno 
con respecto a otro, empezando desde cierta línea. La 
fig. 112 muestra los átomos de la red en los planos que 
sufrieron un deslizamiento mutuo. La línea de rayas designa 
la linea que demarca el semiplano que sufrió el deslizamiento, 
del semiplano sin deslizamiento. Las dislocaciones tienen 
gran importancia para las propiedades mecánicas de los 
sólidos. 
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$ 45. PROPIEDADES MECÁNICAS DE LOS SÓLIDOS 


Se describen los tipos 
diferentes de deformaciones 
del sólido y la relación entre 
los — parámetros que lo 
caracterizan. Se discuten la 
deformación plástica, la fluidez 
y el límite de resistencia, Se 
examina el mecanismo mole- 
cular de la resistencia. 


F 


Fig. 113. Alargamiento rela- 
tivo 


DEFORMACIONES. A pesar de la inmensa variedad de 
deformaciones posibles, todas ellas pueden reducirse a dos 
deformaciones elementales: a la tracción homogénea 
(compresión) y cizallamiento. 

La deformación de tracción (compresión) se caracteriza 
por el alargamiento relativo de la sección a deformar 
(fg 113): 


(h — DN 


Al. (45.1) 


Para £>0 hay alargamiento y para e <0, compresión. 
La deformación de cizallamiento se determina por un 
cizallamiento relativo (fig. 114,a) 


(45.2) 


Una de las direcciones del cizallamiento se considera 
(según el acuerdo) positiva y la opuesta, negativa. 

La deformación arbitraria se caracteriza por tres 
alargamientos a lo largo de los ejes de coordenadas y por 
tres cizallamientos paralelamente a tres planos de coordena- 
das, es decir, en total por seis magnitudes. 

Todas las demás deformaciones se expresan mediante 
estas dos elementales. Por ejemplo, la flexión (fig. 115) es 
combinación de una tracción no homogénea y compresión. 
La línea rayada en la figura muestra la linca, a lo largo de la 
cual no hay ninguna deformación. La torsión se reduce a la 
deformación de un cizallamiento no homogéneo (fig. 116). 

TENSOR DE DEFORMACIÓN. Las seis magnitudes que 
describen la deformación arbitraria, varian de punto a punto. 
El conjunto de estas seis magnitudes forma el tensor de 
deformación. 

Para hallar la expresión de este tensor examinemos un 
cuerpo deformado. A consecuencia de la deformación, el 
punto del cuerpo de un radio vector rse desplaza al punto r, 
o sea, el vector de desplazamiento de este punto es igual a 
Y'—r, y las componentes de desplazamiento por los ejes de 
coordenadas son 1,=x,—x, con la particularidad de que 
suponemos que x, =x, x= y, xy=z. Si la distancia entre 
dos antes de la deformación era di= 
x? + dxi + dx3, después de la deformación es igual a 
[(dx, +du,)? +(dx, + du,)? + (dx, + duy)*]'?. Para las 
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Fig. 114. Desplazamiento 
relativo (a); desplazamiento 
como una combinación de una 
compresión multiforme y trac- 
ción (b) 


posteriores transformaciones es cómodo utilizar la regla de 
adición con respecto a los índices que se repiten dos veces: 


dr? = (dx, + du,)? =dx] +2dx,du, + du] = 


= dP + 2dx,du, + duž. (453) 
Teniendo en cuenta que 
(454) 


Puesto que en la fórmula (45.5) se suma con respecto 
a los indices a, $, y, son índices mudos y pueden sustiturse 
por cualesquiera otros. En particular, es obvio que 


ón, A 
E (45.6) 
por eso la fórmula (45.5) adquiere el aspecto 
I? = df? + 2u,9dx,dxp , (45,7) 
donde 
(458) 


es el tensor de deformación. Éste es simétrico (ug = up) y por 
eso contiene en sí sólo seis distintas magnitudes. 

Se sabe que el tensor simétrico puede reducirse a los ejes 
principales, al tomar la forma diagonal. Es evidente que 
semejante reducción a los ejes principales puede efectuarse 
para el tensor ug. En este caso sólo los elementos diagonales 
Usi, tiza, usy se diferenciarán de cero y la fórmula (45.7) se 
escribe en forma 


1? = (1 +2u, )dx] +(1 +2u,,)dx3 + (1 +2u,)dx3, (45.9) 


es decir, la deformación se reduce a la deformación de una 
compresión simple (o tracción) respecto a tres direcciones 
independientes, mutuamente perpendiculares que coinciden 
con los ejes principales. Por ejemplo, la longitud 
dirección del eje X, se hace igual a dx; =dx, ES 
Al pasar de un punto a otro, la dirección de los ejes 
principales varía y, por esta razón, para una dirección de los 
ejes fija el tensor, en general, no es diagonal y la deformación 
no puede interpretarse como un conjunto de compresiones 
o tracciones independientes respecto a estas tres direcciones 
independientes. 
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Fig. 115. Flexión como com- 
binación de las deformaciones 
de una tracción heterogénea 
y compresión 


Fig. 116, Torsión como una 
deformación del desplaza- 
miento heterogéneo 


En la mayoria de los casos prácticos las deformaciones 
¿son pequeñas, o sea, Ju,p|<1. A estas condiciones en la 

(45.8) puede menospreciarse el tercer término en 
paréntesis en comparación con los dos primeros como una 
magnitud de segundo orden de pequeñez, y considerar que 


(45.10) 


El alargamiento relativo respecto a los ejes principales, a base 
de (45.9), es 


dx VT dx, 


r Zu (45.11) 


donde V1 +2u,, 21 +u, para Ju, |< 1. 


De la misma manera, los alargamientos relativos respecto 
a otros ejes son iguales a: 


Ez F t2; Ey F tiyg- (45.12) 


pe 


Cierto volumen dV=dx,dx,dx, después de la deformación 
es igual a 


dV'=dx Y 1 + 2u, dx, /1 + 2u,3dx,/1 + 2u, = 
= dx, dd (ll 
=dV(1 +u, +z; + uy), (45.13) 


y por eso la variación relativa del volumen es 


(av' — dv ya = (45.14) 


14 Maa + sa 


es decir, es igual a la suma de elementos diagonales del 
tensor de deformaciones. 

TENSIONES ELÁSTICAS. Como muestra el experimento, 
el alargamiento relativo € es proporcional a la fuerza 
e inversamente proporcional al área de la sección transversal, 
a la que se aplica la fuerza de extensión o comprimente 
(véase la fig. 113): 


F 
SES 
Aqui el coeficiente de proporcionalidad se escribe como 1/E 


(E es el módulo de Young): la fuerza F actúa pos la normal 
a la superficie S; F/S=« es la tensión normal, Entonces la 


(45.15) 
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fórmula (45.15) puede representarse como 


y da el valor de la tensión normal en función del 
alargamiento relativo. El signo de y se determina por el 
signo de e. Del mismo modo (véase la fig. 114) para la 
deformación de cizallamiento tenemos 


y= FAGS), (45,17) 


donde G es el módulo de cizallamiento; F, la fuerza 
tangencial, dirigida respecto a la tangente n la superficie; 
F/S = t es el esfuerzo tangencial. Entonces la fórmula (45.17) 
se escribe como 


1=G7. (45.18) 
La magnitud 1/G se denomina coeficiente de cizallamiento. 

COEFICIENTE DE POISSON. Durante una tracción 
o compresión unilateral, a la par con la longitud de la barra 
e la tracción, dismi- 
nuye y al comprimir, aumenta. La variación relativa de la 
dimensión transversal se determina mediante la igualdad 
£, =5L,/ 145.19) 


donde l. y Al, son ciertas dimensiones transversales lineales 
de la barra y su alargamiento. La magnitud 


(45.20) 


se denomina coeficiente de Poisson, El signo menos indica 
que durante la tracción las dimensiones transversales del 
cuerpo disminuyen, y durante la compresión, aumentan. El 
coeficiente de Poisson caracteriza la variación del volumen 
del cuerpo para la compresión o tracción unilateral. 

Supongamos que existe un cilindro cuadrado recto de 
volumen V= li, . Durante la tracción el volumen del cuerpo 
es 


Y) =I +A (I +e)? = VO +e+2e1), (45.21) 
donde se omiten los términos, cuadráticos con respecto a £ y 


els términos de segundo orden de pequeñez. De 
(4521) se desprende que 


(Y, — VIV =AV/V=E +2, = e(l — 24). (4522) 
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A la tracción, el volumen del cuerpo aumenta y para la 
compresión, disminuye. Por lo tanto, AV y e en (45.22) tienen 
el mismo signo y por eso 


1-24>0, p<1/2. (45.23) 


De tal manera, el coeficiente de Poisson máximo es igual 
A máx = 1/2. En este caso el volumen del cuerpo durante la 
tracción y compresión unilateral no varía, puesto que al 
cambiar el volumen a causa de la tracción o compresión en 
una dirección se compensa por la variación del volumen 
a consecuencia del cambio de las dimensiones lineales en 
direcciones perpendiculares. El coeficiente de Poisson de la 
mayoria de los cuerpos yace en los límites de 0,31 . 

La deformación del cizallamiento, es obvio, no trae 
consigo la variación del volumen. 

TRACCIÓN O COMPRESIÓN MULTIFORME. Si un sólido 
se somete a una compresión multiforme, la variación relativa 
AVIV del volumen es proporcional a la tensión aplicada o: 


(45.24) 


donde x es el módulo de compresión volumétrica, 1/3 = x 
es ta compresibilidad. Para los sólidos se necesitan grandes 
tensiones para provocar alguna variación esencial del 
volumen, o sea, las compresibilidades son extremadamente 
pequeñas (de orden de 107"! Pa~ !) 

Está claro que una compresión multiforme equivale a la 
compresión por tres ejes de coordenadas. Sin embargo, hay 
que tener en cuenta que el alargamiento relativo, por 
ejemplo, a lo largo del eje X se realiza tanto a causa de la 
acción de la tensión a lo largo del eje X, como también por 
los alargamiento a lo largo de este eje que transcurren 
a consecuencia de las tensiones a lo largo de los ejes Y y 
Z conforme a la fórmula (45.20). Por esta razón, designando 
los alargamientos relativos a lo largo de los ejes por €, 
hallamos: 


£,=0,/E— pe, — ue. = 0, — p(o, +0.1]/E, 


O,/E— pe, — ue, = [0, —u(o, + 0,))/ (45.25) 
£,=0,/E — ye, — pe, =[0,—u(o, +0,)/E 


Para la compresión multiforme homogénea cuando o, = 
©, estas fórmulas se simplifican y toman el 


3,=0. 
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siguiente aspecto: 


t= (1 — 0/E, £, = (1 — 2p)o/E, 


E-=(1-24)0/E (45,26) 


De esta manera, para la compresión o alargamiento 
multiforme el alargamiento relativo en una dirección dada 
se diferencia del alargamiento para la compresión o alarga- 
miento unilateral bajo la acción de la misma tensión, 

RELACIÓN ENTRE EL MÓDULO DE CIZALLAMIENTO 
VOLUMÉTRICO Y EL MÓDULO DE YOUNG, La variación 
relativa del volumen para la compresión multiforme 
y tracción se diferencia de la compresión unilateral. Para un 
paralelepipedo rectangular de volumen V=(L para la 
compresión multiforme — homogénea (9,=0,=0,=0) 
tenemos 


(4527) 


Esto significa que el módulo de cizallamiento volumétrico 
X está ligado con el módulo de Young E mediante 
relación 


A =E/[30 29] (4528) 
RELACIÓN ENTRE EL MÓDULO DE CIZALLAMIENTO 


Y EL MÓDULO DE YOUNG. Para un cizallamiento puro el 


volumen permanece constante, por lo tanto debe observarse 
la relación 


AUV=e +0, +6; =0, (4529) 

que, aplicando (45.25), se reduce a la forma 

AvV=(1 - 24) (0, +0,+0,)/E=0 (45,330) 
De esta manera, el cizallamiento puro se efectia sólo 


cumpliéndose la siguiente relación entre las tensiones en 
dirección de los ejes de coordenadas: 


0,+0,+0,=0. (4531) 


Con ayuda de (45.31), las relaciones (45.25) se transforman 
en: 


e, 


U +po/E, £, =(1+10,/E, 


(45.32) 
1 +p)o,/E. 
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Para relacionar estas magnitudes con el cizallamiento 
examinemos de qué manera surge éste a consecuencia de la 
combinación de las compresiones y tracciones. En la 
fig. 114,5 se estudia el caso en que 0,=0, cuando el 
cizallamiento transcurre en un plano perpendicular al plano 
del diseño. De (45.31) tenemos 


9,=-0y. (4533) 

Esto quiere decir que si en dirección del eje X tiene lugar 
la compresión, en dirección del eje Y, la tracción, con la 
particularidad de que 1,1 = | Al, [si se examina el cuadrado 
1, =1,=1 (véase la fig. 114,5). Por lo tanto, el cizallamiento 
se efectúa paralelamente a la diagonal del cuadrado. Es obvio 
(véase la fig. 114,b) que 


TVE 
yasti a AAL + 184, -Vix 
uva uva 


(4534) 


La resultante de las tensiones normales o, y o, es la 
tensión tangente t que actúa a lo largo de la diagonal (véase 
la fig. 114,5). Ya que la longitud de la diagonal L=|/21, para 
la tensión tangente inmediatamente obtenemos 


t= yo? + o/y? (45.35) 


y la fórmula (45.34) toma la forma 
Y=2(1 +p) vE. (45.36) 
La comparación de las fórmulas (45.36) y (45.18) nos da la 


relación buscada entre el módulo de cizallamiento y el 
módulo de Young 


G=E/2(1+]. (45.37) 


en la que participa también el coeficiente de Poisson. 

Puesto que el coeficiente de Poisson p es del orden de la 
unidad, el orden de G y E es aproximadamente el mismo. 

Los módulos de cizallamiento y de Young para los 
materiales sólidos poseen un orden de 10'°— 10"! Pa. Por 
ejemplo, para el acero E=2,2-10'! Pa, G=0,8-10'* Pa; 
para el cobre E=1,2.10'! Pa, G=044-10'! Pa; para el 
plomo E=1,6-10'" Pa, G=0,6-10'° Pa, o sea, apro- 
ximadamente es en un orden menor que para el acero. 

DEFORMACIÓN PLÁSTICA. Después de eliminar las 
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Fig 117, Relación de las 
deformaciones y tensiones. 
Zonas de la deformación 
elástica (0, £,). plástica (£n, Es) 
y Nuidez (e > cs), En la última 
Zona tiene lugar la destrucción 
del material 


tensiones de deformación, las dimensiones y la forma del 
Cuerpo se recupera totalmente aunque, puede ser que con 
cierto retraso (tiempo de relajación). Asi, pues. la 
deformación es reversible. La deformación está relacionada 
con la tensión mediante una dependencia lineal (fig. 117; la 
sección OA). Tales deformaciones se denominan elásticas. 
La tensión máxima o, para la cual las deformaciones 
conservan el carácter elástico, se llama limite de elasticidad. 
Al aumentar posteriormente la tensión, la deformación 
crece más rápido que la tensión (la sección AB). Después de 
quitar la tensión, el cuerpo no restablece la forma anterior 
y las dimensiones, se le observa una deformación residual (la 
sección OB'). De esta manera, después de la deformación 
elástica existe una sección de deformación irreversible. 
Semejante deformación se denomina plástica 
FLUIDEZ. En el limite de la región de la deformación 
plástica (punto B) puede aparecer una situación tal que la 
deformación crece a tensión constante (sección BC). Esta 
región se denomina zona de fluidez y la tensión, para la cual 
el material “Nuye”, limite de fluidez. La zona de fluidez puede 
no existir, Fuera de la zona de fluidez después del punto C 
y si ésta no existe, después del punto B cl comportamiento de 
la curva o = 0 (e) puede ser el más diverso, Sin embargo, en 
todos los casos para una tensión determinada llega un limite, 
después del cual el material se destruye. 
LÍMITE DE RESISTENCIA. La tensión, 
comienza la ruptura, se llama límite de resis 
Las sustancias, cuyos limites de elasticidad y resistencia se 
aproximan mutuamente y la zona de fuidez no existe 
prácticamente, se denominan frágiles. Su ruptura comienza en 
la práctica inmediatamente después del limite de elasticidad 
(por ejemplo, el hierro fundido y el acero templado). 
Si el material que sufrió una deformación plástica, se 
somete de nuevo a la deformación, su deformación resultará 
elástica, con la particularidad de que el limite de elasticidad, 
por lo general, supera al de la deformación anterior (sección 
AB). De limite de elasticidad puede servir incluso ©, es decir, 
el límite superior de la antigua región de la deformación 
plástica. Puede decirse que la deformación plástica ha hecho 
el material más resistente. Existen otros procedimientos de 
endurecimiento del material, por ejemplo, el temple térmico 
y el endurecimiento con ayuda de las impurezas ajenas, es 
lecir, la creación de aleaciones. El temple consiste en enfriar 
rápidamente el metal calentado hasta una temperatura muy 
alta, al sumergirlo en el agua o aceite. 
MECANISMO MOLECULAR DE LA RESISTENCIA. Está 
claro que las deformaciones provocan el cambio de la 


la cual 
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posición mutua de los átomos en la red y las distancias entre 
ellos. 

Según su naturaleza fisica, las tensiones que surgen en 
este caso, son la manifestación de las fuerzas de interacción 
intermolecular. Como muestran las investigaciones ex- 
perimentales y los cálculos teóricos, el limite de elasticidad de 
los cristales reales es mucho más bajo que el de los ideales. 

De aquí se deduce sobre el papel extremadamente 
importante de los defectos en la red cristalina respecto a su 
resistencia. El papel decisivo en este caso pertenece a las 
dislocaciones. Durante las deformaciones, las dislocaciones se 
mueven y la resistencia del material se determina, en lo 
principal, por el grado de ligereza, con la que pueden 
desplazarse las dislocaciones. Los factores que dificultan el 
movimiento de las dislocaciones, hacen el material más 
resistente. Por ejemplo, el endurecimiento del material 
a consecuencia de la deformación plástica se explica con que 
aumenta la cantidad de dislocaciones, a causa de ello su 
movilidad disminuye y esto conduce al endurecimiento del 
material. 

Las impurezas, por lo general, dificultan también el 
movimiento de las dislocaciones, es decir, conducen al 
endurecimiento del material. 

Sin embargo, la resistencia del material puede elevarse en 
un grado considerable si se eliminan los defectos de la red 
cristalina. En este caso, en particular, en la red cristalina no 
habrá dislocaciones y no se moverá nada. Tal elevación de la 
resistencia de los materiales con una red cristalina ideal se ha 
demostrado de modo experimental. En cambio, la producción 
de materiales con una red cristalina sin defectos exige mucho 
trabajo. 
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Se exponen las teorías de la 
capacidad calorifica de Ein- 
stein y Debye asi como las 
condiciones de su aplicación. 
Se da la deducción de la fór- 
mula de la capacidad calo- 
fica, a base de la repre- 
sentación de los fonones. 


wm 


TEORÍA CLÁSICA. De modelo sirve un sólido cristalino, 
cuyos átomos oscilan alrededor de las posiciones de 
equilibrio en los nudos de la red cristalina. Cada átomo pue- 
de oscilar independientemente en tres direcciones mu- 
tuamente perpendiculares, siendo respecto a esta dirección un 
oscilador lineal. Conforme a la ley de la equipartición de la 
energia según los grados de libertad, cada oscilador posee 
una energía oscilatoria kT que consta de las energias cinética 
KT2 y potencial kT2. 

pues, el cuerpo que consta de n átomos, 
a consecuencia del movimiento térmico, posee una energía 


U=3nkT, (46.1) 
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T 


Fig. 118. Dependencia entre 
la capacidad calorifica de los 
sólidos no metálicos y la 
temperatura 


y la capacidad calorifica de este cuerpo es 
Cy=(2U/¿TIy= 3nk, (462) 
es decir, la capacidad calorifica del sólido es constante. Si 
cogemos un mol de moléculas de una sustancia, n es la 
constante de Avogadro Na, nk=R es la constante de gas 
molar. La fórmula (46.2) muestra que la capacidad calorífica 
molar es igual a 3R y no depende de la temperatura. Esto es 
la ley de Dulong- Petit. 

CAPACIDAD CALORÍFICA A TEMPERATURA BAJA, Lo 
mismo que en caso de los gases (véase el $ 17), las pruebas de 
medir la capacidad calorífica a temperatura baja mostraron 
que ella no depende de la temperatura. Al aproximarse a la 
temperatura de OK, la capacidad calorifica tiende a cero 
según la ley potencial Cy ~ T’. La dependencia entre la 
capacidad calorífica y la temperatura, obtenida en los 
experimentos, se da en la fig. 118, Señalemos que semejante 
comportamiento de la capacidad calorifica respecto a la 
temperatura se observa sólo en los sólidos no metálicos, cuya 
única energía, relacionada con el movimiento térmico, es la 
energia de las oscilaciones de los átomos en los nudos de la 
red cristalina. Los cuerpos metálicos poseen electrones libres 
que también toman parte en el movimiento térmico 
y contribuyen a la capacidad calorífica. Sin embargo, esta 
contribución no es grande, ya que en el movimiento 
mencionado participa sólo una pequeña parte de los 
electrones, cuyas energías yacen en las proximidades de la 
energía de superficie de Fermi. Sólo a temperatura baja, 
cuando la capacidad calorifica principal disminuye 
intensamente, la capacidad calorifica electrónica se hace 
fundamental. 

MODELO DE EINSTEIN. Para explicar el com- 
portamiento de la capacidad calorifica en función de la 
temperatura, A. Einstein en 1907 propuso utilizar las 
consideraciones sobre el carácter discreto de las energías que 
pueden poseer los osciladores que forman el sólido, lo mismo 
que hizo anteriormente M. Planck para deducir la fórmula de 
radiación del cuerpo negro. 

Supongamos que una porción “elemental” de energía que 
puede poseer un oscilador lineal, es igual a £. Esta energía 
puede considerarse relacionada con cierta frecuencia de las 
vibraciones del oscilador por la misma relación con que la 
energia del fotón está ligada con su frecuencia: 
e=ho. (463) 

En general, no se deduce de ninguna parte la igualdad 
a cero de la energia mínima del oscilador. La designaremos 
por Ep. Para calcular la capacidad calorífica su valor preciso 
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El movimiento de un 
conjunto de osciladores, 
acoplados entre se 
describe, teniendo en cuenta 
los modos normales de las 
oscilaciones del sistema. En 
ste caso no será un 
oscilador aislado portador de 
energía, sino un modo 
normal de oscilaciones del 
sistema en total, que se 
considera como una casi 
particula, denominada fonón. 


Los fonones y otras casi 
particulas que son modos 
normales de las excitaciones 
correspondientes (magnones, 
polaritones, excitones, ete), 
no son particulas en el 
mismo sentido que los 
fotones, a pesar de que los 
esquemas matemáticos para 
describir su comportamiento 
pueden tener mucho de 
común. 


w 


no tiene gran importancia. Por esta razón, las energias 
posibles que puede poseer un oscilador, se representan como 


t, =£ +ne(1=0,1,2,...). (464) 


Es natural suponer que la probabilidad 2, del estado del 
oscilador con energía €, se prefija mediante la fórmula de 
Boltzmann. Por eso puede escribirse 


P,= Acxp[—e,/(KT)] = A exp [— (Eo + ne)/(kT)], — (46.5) 
donde A es la constante de normalización que se define de la 
condición de normalización de la probabilidad: 


EP =0p[—e/ATA E exp [nel] =1. (046.6) 
e 


Ahora puede calcularse la energia media del oscilador: 


<= È eP, =t +0 Y nexp[ 1D] 

E m 
¿E expl- nelk]. (46.7) 
E 


Según la fórmula para la progresión geométrica, 
Ecxp[—nelikT)] = (1 —exp[ —e/(kT)]) 7" (46.8) 


Al diferenciar ambos miembros de esta igualdad con 
respecto a e, obtenemos 


$ nexp[ — ne/(kT)] = exp[ —e/AkT)] (1 = 


= exp[ = E/K} =>. (46.9) 
Por lo tanto, la expresión (46.7) adquiere el aspecto 
£ 
= E (46. 
<E) =£ + PM] > (46.10) 


De aqui para la energia oscilatoria de un mol de 
osciladores obtenemos 


JNE 
exp [ex T)] 
Entonces a volumen constante la capacidad calorifica es 


A 
Cy= E awah) exp [e/T)]/ 


U=3NA<e)=3N ao + (46.11) 


ôT 


Hexp[eAkT)] - 132 (46.12a) 


m 
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Esto esla fòrmula de Einstein para la capacidad calorifica. 
En sentido cualitativo, el comportamiento de la capacidad 
calorifica en función de la temperatura, según esta fórmula, 
concuerda con los experimentos, cuyos resultados se exponen 
en la fig. 118. En efecto, de la fórmula (46.12a) se ve que 
a temperatura suficientemente alta (T= 00), Cy—+3R, y a T= 
0 K, obtenemos 


Cy+3R [e/(KT)]? exp [ — €/(*T)] +0. 


TEMPERATURA DE EINSTEIN. “La porción elemental de 
energia” e depende de las propiedades de la sustancia del 
sólido, además, al aumentar la “rigidez” de la sustancia, esta 
magnitud crece ya que incrementa la frecuencia w de las 
oscilaciones en la fórmula (46.3). Se acostumbra caracterizar 
esta energía mediante la temperatura de Einstein Oj, definida 
por la relación 


(46.12b) 
La fórmula (46.12a) puede escribirse de nuevo: 
Ru? 
- ROT exp (O/T) daii 


lep On- 17 

INSUFICIENCIA DE LA TEORÍA DE EINSTEIN. Sin 
embargo, en lo que refiere a la cantidad, la fórmula (46.120) 
no concuerda con el experimento, porque predice la dismi- 
nución exponencial de la capacidad Cy ~ exp[ — e/(«T)] al 
aproximarse a O K, mientras que el experimento da sólo una 
disminución potencial Cy ~ T’. 

De tal manera, para calcular la capacidad calorifica el 
modelo de Einstein no es válido y debe sustituirse por otro. 
A la par con la discordancia cuantitativa, indicada antes, de 
los resultados de esta teoria con el experimento, es necesario 
señalar otro defecto de carácter de principio. Se considera 
que el sólido es un conjunto de osciladores lineales indepen- 
dientes, cuyas energías se prefijan mediante la fórmula (46.4), 
es decir, los movimientos de los átomos en el sólido se 
consideran tan independientes como los de los átomos y las 
moléculas en los gases. Pero esto, a ciencia cierta, es 
incorrecto ya que el propio mantenimiento de los átomos en 
las inmediaciones de ciertas posiciones de equilibrio es el 
resultado de la interacción entre los átomos. Par esta razón 
en los sólidos no se puede considerar los átomos como 
independientes, sino es menester tomar en consideración sus 
interacciones colectivas. Precisamente el tener en cuenta la 
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interacción de los átomos conduce a la teoria de la capacidad 
calorífica que concuerda con el experimento. 

EXCITACIONES ELEMENTALES. El sistema de átomos 
que componen el sólido, se encuentra a OK en estado 
principal con energía mínima. Para analizar la capacidad 
calorífica en las proximidades de O K, es necesario hallar las 
energías que puede poseer el sistema de átomos en las 
inmediaciones de OK. Supongamos que cierto átomo, 
comunicándole energia desde afuera, se mueve de la posición 
de equilibrio hacia alguna dirección. La fuerza que tiende 
a volverlo a la posición de equilibrio es simplemente la fuerza 
de repulsión ejercida por parte de los demás átomos de la 
red. Por eso, el átomo al abandonar la posición de equilibrio, 
actúa con determinadas fuerzas sobre los átomos vecinos, los 
cuales, a su vez deben abandonar sus posiciones de 
equilibrio, a consecuencia de lo cual el movimiento adquiere 
un carácter colectivo. Semejante movimiento colectivo de los 
átomos, cuando el desplazamiento de un átomo se transmite 
al vecino, después el siguiente lo transmite al vecino, etc., no 
es más que una onda sonora en el sólido. Asi, pues, las 
excitaciones elementales son oscilaciones acústicas 

MODOS NORMALES. Teniendo en cuenta la interacción 
descrita ahora mismo, el sistema de átomos debe considerarse 
como un conjunto de osciladores acoplados. En este caso 
cualquier movimiento del sistema de átomos puede 
representarse como una superposición de las oscilaciones 
normales o modos normales del sistema. Cada uno de los 
modos normales, allende otrosí, se caracteriza por su 
frecuencia y la energia de este modo se prefija mediante la 
fórmula (46.3), o sea, el modo de la frecuencia œ; posee una 
energía 


E= ho, (46.13) 


donde se ha omitido £o, la energía constante para todos los 
modos. En el sólido dado puede excitarse una oscilación, dos 
(y más) de dicho modo. Si se excitan n oscilaciones del modo 
dado, la energía total de estas n oscilaciones, evidentemente, 
es 


En = nho. (46.14) 


La probabilidad de que dicho modo esté relacionado con 
la energía total £, se considera sometida a la distribución de 
Boltzmann y, por lo tanto, 


Pan = A exp [ — E. '(kT)] = A exp [ — nħo,/(kT)], (46.15) 
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donde A es un factor normalizante. Esta fórmula es 
semejante a (46.5). Mediante ésta se puede calcular la energía 
media correspondiente a un modo en cuestión, y dividiendo 
esta energia por la energía de una oscilación del modo, se 
obtiene la cantidad media <n) de oscilaciones del modo 
dado que fueron excitadas. Los cálculos son totalmente 
iguales, en sentido matemático, a los que condujeron (46.5) 
a la fórmula (46.10) y ofrecen el siguiente resultado: 


= e (46.16) 
exp [ho] = mea 
Ahora la cuestión de calcular la energia total de 

excitación se redujo a la búsqueda de las frecuencias de los 

modos normales y su cantidad. 

FONONES. La expresión (46.13) para la energia, 
relacionada con el modo de oscilaciones de frecuencia w, por 
analogía con la fórmula correspondiente para la energía de 
los fotones, sugiere considerar semejante modo como una 
casi particula. En realidad, esta representación ya se utilizó 
cuando en (46.15) se aplicó la fórmula de Boltzmann para 
definir la energia media en el modo. Tal casi particula, 
relacionada con los modos de las oscilaciones acústicas, se 
denomina fonón. La introducción del concepto de fonones ha 
sido un procedimiento fructifero que facilita consi- 
derablemente los razonamientos. También es muy eficaz des- 
de el punto de vista puramente matemático, ya que los 
procedimientos matemáticos formales del cálculo de distintas 
magnitudes, relacionados con los fonones, son análogos a los 
cálculos correspondientes, referentes a los fotones. Esta 
analogia se determina por el hecho de que en ambos casos 
tenemos procesos ondulatorios, iguales desde el punto de 
vista matemático. Sin embargo, la esencia fisica de estos 
procesos es totalmente diferente. Por esta razón, de la 
existencia de los fotones como particulas que poseen una 
energía correspondiente, revelada experimentalmente, y pue- 
den hallarse de manera aislada, no se deduce de ningún 
modo que los fonones sean también partículas con 
semejantes propiedades. En la fisica moderna hay una canti- 
dad grande de otras casi partículas análogas que son modos 
normales de las correspondientes excitaciones (magnones, 
polaritones, excitones, etc.) Todo lo dicho respecto a los 
fonones es también válido para estas casi particulas. 

MODELO DE DEBYE. En un sólido pueden propagarse 
ondas transversales y longitudinales de distintas velocidades. 
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Ax 


Fig 119. Deducción de la 
ecuación de la onda 


= » =~ 


. ¿En qué consiste el defecto 


principal del modelo de 
Einstein para la capacidad 
calorifica del sólido? 
¿Por qué la existencia de la 
capacidad calorifica elec- 
ónica en los metales se 
esta sólo a tem 
peraturas, próximas a 0 K? 
¿Qué es el fonón? ¿Cuáles 
son las otras excitaciones 
elementales que conocen 
Ustedes? 
¿Qué relación hay entre la 
temperatura de Debye y la 
velocidad media del sonido 
en la sustancia? 
¿De dónde se deduce que la 
curva de la capacidad 
calorifica como función de la 
relación entre la temperatura 
y la temperatura de Debye, 
es universal? 


Las ondas transversales pueden poseer dos direcciones 
diferentes de polarización. De tal modo, puede hablarse 
simplemente «e los modos de ondas largas de las ondas 
sonoras con tres polarizaciones distintas, cada una de las 
cuales, en general, es diferente y puede depender del sentido 
de la propagación de la onda. Pero para simplificar la cosa, 
examinaremos el caso de un sólido isótropo. El cálculo de la 
cantidad de modos para cada polarización es completamente 
igual. La teoria de Debye se basa en el cálculo del número de 
modos de las oscilaciones acústicas del sólido. A lo dicho 
arriba es necesario añadir sólo que se trata de modos de 
ondas suficientemente largas, puesto que las excitaciones en 
las proximidades de la temperatura de O K y las frecuencias 
de las oscilaciones deben corresponder a energías bastante 
pequeñas, o sea, deben ser pequeñas. 

RELACIÓN DE DISPERSIÓN. Ante todo deduzcamos la 
ecuación de onda, por ejemplo, para las ondas longitudinales 
que se propagan a lo largo del eje X (fig. 119). Supongamos 
que existe un cilindro fino, cuya área de la base es $ y la 
altura Ax. Designamos: p(x, t), la densidad de la sustancia 
y p(x, 1), la presión que surge en éste a causa de la variación 
de la densidad; u(x, t), la velocidad de oscilaciones de las 
partículas de la sustancia a lo largo del eje X. Esta velocidad 
no es la velocidad de propagación de la onda y es centenares 
de veces menor que ella. 

Escribamos el principio de conservación de la masa en el 
volumen: la variación de la masa en el volumen con respecto 
al tiempo: ¿(pSAx)/ét, es igual a la diferencia de las masas 
que entraron en el volumen y salieron de éste: 


esan = Sp(x, u(x, t) — Sp(x + Ax, 1) x 
a 
xu(x+Ax, )= —SAx os 7 (46.17) 


donde la última magnitud se desarrolla en serie de Taylor 
y se conserva sólo el primer término, lineal según Ax. Los 
demás términos pueden omitirse dado que a continuación Ax 
se toma como un valor infinitésimo. Después de simplificar 
ambos miembros de (46.17) por SAx obtenemos la ecuación 


dp, Alo) 


(46.18) 
ôt dx ý ' 


denominada ecuación de continuidad. 
La fuerza que actúa sobre la masa en el volumen en 
cuestión, se determina por la diferencia de las presiones sobre 
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o=+ok 


distintas paredes del cilindro. Por lo tanto, la ecuación de 
Newton tiene la forma 
pSAxĉu/ðt = Sp(x, t) — Sp(x+ Ax, 1) = 
= — SAxòpjðx (4619) 
o bien 
IA 
iS 0. (46.20) 
Las variaciones de la densidad y presión en el medio pue- 
den considerarse pequeñas: 


P=P0+P P=P+P, (46.21) 


donde Po y po Son la densidad y presión constantes en el 
medio al no haber una onda; p' y p' son las variaciones de la 
densidad y presión, relacionadas con la onda. Las dos magni- 
tudes son pequeñas. Todos los siguientes cálculos se efectúan 
conservando las magnitudes de primer orden de pequeñez 
respecto a p' y p. 

Sustituyendo (46.21) en las ecuaciones (46.18) y (46.20) 
y aretes sólo los términos respecto a p’, p', obtenemos: 
CA du Pod 


a tooge SOET a 


Estas dos ecuaciones son cin para determinar las 
tres incógnitas p’, p' y u. Es necesario tener una ecuación más 
que contenga estas magnitudes. Para este fin sirve la ecuación 
de estado que enlaza la presión y la densidad: 


p=plp). (46.23) 


Teniendo en cuenta (46.23), las relaciones (46.21) ad- 
quieren la forma 


Pot p = pipo) +0 


eloa, 
(46.24) 
(46.24) 


(46.25) 


(46.26) 


Como se verá a continuación v es la velocidad de 
propagación de ondas. 
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Con ayuda de (46.25) puede excluirse p' de la ecuación 
(46.22), a consecuencia de los cuales éstas toman este aspecto: 


òw ôu ôu  ,ôp 
a tog =O, Poat 


(46.27) 


Al diferenciar la primera ecuación de las (46.27) respecto 

a t y la segunda, respecto a x y restando la primera ecuación 

de la segunda, hallamos 

õp 1 

aa 
De la misma manera, diferenciando la primera ecuación 


de las (46.27) respecto a x y la segunda, respecto a t 
y restando término a término una de otra, tenemos 


0. (46.28) 


(46.29) 


Las ecuaciones (46.28) y (46.29) describen una onda que se 
propaga a lo largo del eje X con una velocidad v. Esto se ve 
directamente del hecho de que cualquier función f(t — x/0) es 
la solución de esta ecuación. Por.esta razón, el frente de onda 
f= const se prelija mediante la condición 


1 — x/u = const, (46.30) 


de la cual se desprende que 
(dx/d)=0, (46.31) 
o sea, v es en efecto la velocidad de propagación del frente de 
onda. 
Buscaremos la solución de las ecuaciones (46.28) y (46.29) 

en la siguiente forma: 

= Po i(or—kx)], 
p= po exp [ilot i) (4632) 
u= uy exp [i(wt — kx)]. 


Sustituyendo (46.32) en (46.27), obtenemos las ecuaciones 
algebraicas para la definición de py y uo: 


— iopó + ikpouo =0, ikv?po — iwpotio = 0. (46.33) 


Para que este sistema homogéneo tenga soluciones no 
triviales (no nulas) para pg y up es necesario que el 
determinante, compuesto de los coeficientes de la ecuación, 
sea nulo: 


ikpo | 


"i A > 7 VOE 14) 
[a -inpo AS (46.34) 
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de donde 
o= trk. (46.35) 


La relación (46.35) expresa el enlace que existe entre la 
frecuencia de la onda (+=2x/T y el número de onda k= 
=21/h, donde T y À son el periodo de las oscilaciones y la 
longitud de onda. Esta relación se llama de dispersión. En 
este caso tiene una forma simple, pero en otros casos puede 
ser más compleja. Esta relación permite determinar las 
frecuencias de las oscilaciones y, por consiguiente, las 
energias de los modos correspondientes si se saben los 
números de onda. 

DEFINICIÓN DEL NÚMERO DE MODOS. En un cuerpo 
de dimensión finita surgen ondas estacionarias. Los límites 
del cuerpo oscilan libremente, en ellos no aparecen tensiones 
algunas. Tomemos un cuerpo en forma de un cubo de 
volumen L y coloquemos el origen de coordenadas en uno 
de los vértices. Examinemos las ondas estacionarias planas 
a lo largo del eje X. Designemos la desviación del punto 
oscilante respecto a la posición de equilibrio por E. Dado que 
la superficie del cubo es libre, al oscilar, en ella no surgen 
ningunas tensiones, es decir, la condición de frontera tiene el 
aspecto 


(46.36) 


La solución de la ecuación (46,29) que satisface las 
condiciones (46.36), tiene la forma 


E=exp(iot) (A sen kx + Bcos kx), (46.37) 


donde w y k están ligados mediante la igualdad (46.35). Para 
satisfacer (46.36) es menester poner A=0 en (46,37) 
y aplicarle a k la condición 

kL=nx (n=1,2, ...). 


Ésta determina el conjunto discreto de números de onda, 
para los cuales pueden existir las ondas estacionarias. Así se 
encuentran las fórmulas semejantes para los otros ejes de 
coordenadas. Por lo tanto, obtenemos los siguientes 
conjuntos de los números de onda, a cada uno de los cuales 
le corresponde una onda estacionaria que compone el modo 
de oscilaciones: 
k.=mm,/L 


k,==0,/L (4630) 
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Los números n,, n,, n, recorren independientemente todos 
los valores posibles. El cálculo de la cantidad de modos se 
reduce a definir la cantidad de tres números distintos de (ny, 
n, n,) O, en otras palabras, a calcular la cantidad de puntos, 
cuyas coordenadas cartesianas son iguales a (n, My, n) 

El número de estos puntos en un volumen con longitudes 
de los lados de Any, Any, An; es AnyAnyán:. Como 
consecuencia, la cantidad de modos, correspondientes a estos 
números es 


p 
5 Ahi dl 


ky dN = Any Any An: (46.39) 


Fig. 120. Espacio de nùmeros 

do onda donde Anx = (L/r)dk«, etc., como se infiere directamente de 
(46.38). En el segundo miembro de (46.39) se escriben las 
diferenciales dky, dk. dk; puesto que L es mucho mayor que 
la longitud de ondas. 

Para calcular dN es más cómodo pasar a las coordenadas 
esféricas (fig. 120), tomando en consideración que kx. ky y Ke 
poseen sólo valores positivos. Ello significa que en (46.39) es 
necesario suponer que dk,dk,dk; = (4n/8)k?dk. En resumidas 
cuentas, en el intervalo de números de onda desde k hasta 
k+dk, partiendo de (46.39) para la cantidad de modos 
obtenemos la expresión 


snk? 
ry 


dN = k?èdk, (46.40) 
donde el factor 4x se conserva sin simplificarlo por (27)? en 
el denominador, para subrayar el paso realizado a las 
coordenadas esféricas. 

A continuación haremos uso de la relación (46,35). de la 
que se desprende que 


k?dk = (1/0)? do, (46.41) 
y. por lo tanto, la cantidad de modos con una frecuencia de 
oscilaciones que yace entre w y w +do, es igual a 


N= AL? 
T Byr 


yodo. (46.42) 


CONCENTRACIÓN DE LOS MODOS. La cantidad de los 
modos con respecto al intervalo de frecuencias se denomina 
concentración de modos: 


plo) =dN/do. (46.43) 
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, 
po) = Ps o 


Por eso de (46:42) se deduce que 
arD? 


ECH 


plo)= (46.44) 


Los mismos cálculos se pueden efectuar para cada uno de 
los modos transversales. Para el caso isótropo las velocidades 
de los dos modos transversales son iguales. Designando las 
velocidades de los modos longitudinal y transversal por 1, y 
t y tomando en consideración que la concentración de todos 
los modos es igual a la suma de las concentraciones de los 
modos aislados, escribimos 


Arb’ ft A 
A 6 F 3) i oma 


Para no complicar las designaciones en (4645) la 
concentración total de los modos se da con la misma letra 
que antes en (46.44) se designaba la concentración de los 
modos de una de las polarizaciones. 

Señalemos que por su propio sentido de los cálculos 
anteriores, la fórmula (36.45) no puede ser válida para las 
longitudes muy cortas de ondas, ya que hemos 
menospreciado la estructura atómica del sólido y realizamos 
el cálculo como si éste constase de una masa distribuida 
ininterrumpidamente por su volumen. Para las ondas, cuya 
longitud supera esencialmente la distancia media entre los 
átomos, y los desplazamientos de los átomos de las 
posiciones de equilibrio no son muy grandes, la fórmula 
(46.45) es válida. Precisamente este caso es importante al 
examinar la capacidad calorífica a temperatura baja. 

Por otra parte, dado que la temperatura y KT son muy 
pequeños, la expresión (46.45) es válida incluso hasta las 
frecuencias, para las cuales w» kT. En esta región 
exp [ho/kT)] que entra en el denominador de la expresión 
(46.16) es grande y, por lo tanto, el número medio de los 
modos con frecuencias muy elevadas, es exponencialmente 
pequeño. Eso quiere decir que su aportación a la energia 
total es muy insignificante. Por esta razón, a pesar de que la 
expresión (46.45) no es válida para frecuencias grandes. se la 
puede aplicas para frecuencias cuan grandes que sean, dado 
que el término exponencial convierte en cero la aportación de 
estas frecuencias en las magnitudes que se calculan. 

CAPACIDAD CALORÍFICA A TEMPERATURA BAJA. La 
energia total de todos los modos de oscilaciones, relacionada 
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con la energía térmica, es igual a 


k TAS = 
_ Ar g K Pdo 
Or ve) J exp[hoAkT)] 1 
Ls 4 F dg 
ay E Jun; + (46:46) 


La integral que entra en esta expresión, puede calcularse, 
aplicando los métodos de las funciones de las variables 
complejas. Ella es igual a 


La fórmula (4646) permite calcular la capacidad 
calorifica: 


= G4 a 
Cy= (i yi (46.47) 


Semejante dependencia entre la capacidad calorifica y la 
temperatura en las inmediaciones de la temperatura 0 K 
concuerdan con los datos experimentales. 

TEMPERATURA DE DEBYE. Hablando estrictamente, 
todos los cálculos efectuados, por ejemplo, la deducción de la 
relación de dispersión, son válidos sólo para las ondas con 
una longitud suficientemente grande de onda. Por eso la fór- 
mula (46.45) obtenida a base de la relación de dispersión, es 
también válida sólo para las mismas ondas, es decir, para 
frecuencias no muy elevadas. Sin embargo, partiendo de las 
observaciones sobre la aportación de las ondas con longi- 
tudes cortas de onda a la capacidad calorifica, hechas 
respecto a la fórmula (4645), puede deducirse que no 
haremos gran error al utilizar esta fórmula para las grandes 
frecuencias, incluso hasta la frecuencia máxima (máx, defi- 
nida de manera que la cantidad total de los modos sea igual 
a la cantidad de modos, que hay en realidad, que es 3NA. 
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Por lo tanto 
Omix 

3NA = 5 plo)do. (46.48) 
o 


La frecuencia máxima (máx depende de las propiedades 
elásticas del material. En general, la frecuencia omiy puede 
diferenciarse para distintas direcciones de polarización. En 
cambio, para simplificar la fórmula en (46,48) se toma cierta 
frecuencia máxima media. Sustituyendo la expresión (46.45) 
en (46.48) e integrando, obtenemos 


INN 
Omix = anco( a 2) A (46.49) 


donde <v) es la velocidad media del sonido, definida por la 
relación 


1/0) +2/0) =3/(<0>Y. (46.50) 


La frecuencia máxima determinada conforme a la 
condición (46.48), suele expresarse mediante la temperatura 
de Debye Op que se obtiene de la relación 


kOp = hómáx- (46.51) 


Por lo general, la temperatura de Debye yace en los 
límites desde 100 hasta 1000 K. Por ejemplo, para el cobre 
ésta es igual aproximadamente a 340 K y para el diamante, 
a unos 2000 K. 

CAPACIDAD CALORÍFICA A TEMPERATURA ARBI- 
TRARIA. Al calcular la energia U en (46.46) no se tuvo en 
cuenta la existencia de la frecuencia máxima (mix, definida 
por la fórmula (46.48). Si ésta se toma en consideración, la 
integral debe limitarse por la frecuencia Omix. Entonces en 
lugar de la fórmula (46:46) obtenemos 


U 


Omar 
3 >, 
12xL2 f a do (46.52) 


AO) eapon] 


donde <v) se define mediante la relación (46.50). Pasando 
durante la integración a la variable adimensional 


E=ho/kT) (46.53) 
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Op = limas /K 


1 7/0 


Fig. 121, Curva universal de 
la capacidad calorífica de los 
cuerpos 


y tomando en consideración (46:49) y (46.51), obtenemos 
“ep/T 
< Ty gag 
U= 9NAKT( a) aper (46.54) 
5 
La capacidad calorífica Cy se encuentra diferenciando 
(46.54) respecto a T. Para T<«Op el límite superior de 
integración puede propagarse hasta co, entonces obtenemos 
(46.47). 
Para T > Op el limite superior de integración es próximo 
a cero y, por lo tanto, £ en la expresión subintegral es una 
magnitud muy pequeña, por lo que puede considerarse que 
expE=1+8. Por lo tanto la fórmula (46.54) adquiere el 
aspecto 
eniT 


pe a 
u= onata) f EE aNAkT= 3RT (46.55) 


ə 


Por lo tanto, la capacidad calorifica en este caso es 


Cy=(0U/2T)y=3R, (46.56) 


es decir, como debe ser, corresponde a la ley de Dulong 
- Petit. 

A temperatura T=Op, la integral (46.54) no puede 
calcularse de modo analitico y se tienen que utilizar los 
métodos muméricos. Las propiedades de distintos materiales 
se consideran por el valor de la temperatura de Debye Op. 
Por esta razón, la curva de la capacidad calorífica como 
función de la relación T/Op es universal. Ella se muestra en 
la fig 121 y concuerda perfectamente con los datos 
experimentales, dados de modo cualitativo en forma de la 
curva en la fig. 118. . 

DEDUCCIÓN DE LA FORMULA PARA LA CAPACIDAD 
CALORÍFICA, PARTIENDO DE LAS REPRESENTACIONES 
DE LOS FONONES. Para asimilar mejor la representación de 
las casi particulas, es útil deducir la fórmula para la capaci- 
dad calorífica del sólido, basándose en la representación de 
los fonones. 

Como ya se señaló con respecto a la fórmula (46.13), el 
modo de oscilaciones que lleva la energia hw, puede 
considerarse como una casi partícula. Para semejante enfoque 
las oscilaciones térmicas de la red se reducen al conjunto de 
los fonones, considerado como un gas ideal. 
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Conforme a (46.13), la energía del fonón es 
e=hw, (46.57) 


y su impulso p está relacionado con el número de onda 
k mediante una relación común para las partículas libres: 


p=hk. (46.58) 


La energia y el impulso están ligados por la relación 
(46.35) que teniendo en cuenta (46.57) y (46.58), puede 
escribirse en forma 


e= <v)p, (46.59) 


donde se consideró la existencia de varias polarizaciones 
de los fonones y se tomó su velocidad media, conforme a 
(46.50). 

La densidad de los estados del gas, que consta de fonones 
como casi particulas, se da mediante la fórmula (8.4) en 
forma de 


dF = ple)de = 3 V4rp?dp/(2rh)?. (146.60) 


El factor 3 considera las tres posibles polarizaciones de 
los fonones. Tomando en consideración (46.58), obtenemos de 
(46.60): 


rav 1 


o ARA 
PO = TA Or 


(46.61) 


Para los siguientes cálculos es cómodo no expresar ple) 
mediante la velocidad media <v) del sonido, sino aplicar la 
temperatura de Debye, haciendo uso de la condición de que 
la cantidad total de fonones debe ser 


top 
3NA = Ĵ p(e)de. (46.62) 
o 
Entonces 
ple) = 9N ae? /(k Op)”. (46.63) 
Los fonones son particulas, sometidas a la estadistica de 


Bose-Einstein y, por lo tanto, el número medio <n) de 
fonones con energia e se da mediante la fórmula (28.2) que 
para este caso se escribe como 


<nle)> = fexp[eAkT)]- 1} 71. (46.64) 
Para la energia total de los fonones en el cuerpo 
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obtenemos la expresión 


Sp/T 
kap al 


5 ES gag 
i] enteren» de = 9na kT( E) f CPAN 


(46.65) 


que, como era de esperar, coincide con la fórmula (46.54). 

La deducción citada muestra que la representación de las 
casi particulas (en este caso, los fonones) permite utilizar los 
conceptos y los procedimientos matemáticos, elaborados para 
las particulas reales. Sin embargo, de ello no se debe hacer 
deducciones de que las casi partículas existen en el mismo 
sentido que las particulas reales. Por ejemplo, en la 
deducción citada anteriormente, de la fórmula de la capaci- 
dad calorífica, hemos tratado el fonón lo mismo que en el 
$ 28 el fotón al deducir la fórmula de un cuerpo negro. 
A pesar de ello, al fonón no se le puede llamar particula 
elemental en el sentido en que el fotón es una de las 
particulas elementales fundamentales de la fisica. 

CAPACIDAD CALORÍFICA DE LOS METALES. En este 
caso a la capacidad calorifica a expensas de las oscilaciones 
de la red cristalina, se le añade la causada por los electrones 
libres del metal [véase (27.21)]. A temperatura ambiente ésta 
es una parte insignificante de la capacidad calorífica reticular 
y puede no tomarse en consideración. En cambio, al bajar la 
temperatura, dado que la mencionada capacidad calorífica 
decrece como ~T? y la electrónica, como ~T, su papel 
crece y, a temperatura suficientemente baja, la capacidad 
calorifica electrónica desempeña un papel primordial en 
comparación con la reticular. 

Ejemplo 46.1. Basándose en la ley clásica de la 
equipartición, calcular el calor especifico de KCI y NaCl en 
la fase sólida. 

Dado que la energia cinética media de vibración del 
oscilador es igual a la potencial media, a cada molécula en 
oscilación le corresponde la energía media <£) =3kT. La 
cantidad de moles en 1 kg de masa 1/M, donde M es la masa 
molar. Por lo tanto, en 1 kg de masa hay n=NA/M de 
moléculas y el calor específico es 


c=0(6KTN A/MJ/CT=6kNa/M =6R/M. 


A consecuencia de que Mei = 0.07456 kg/mol; Myacı = 
= 0.05845 kg/mol. hallamos: 

egei = 6- 8.31/0,7456 JAIkg-K): cyacı = 6 + 8,31/0,05845 
JAke-K). 
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Ejemplo 462. Estudiar la capacidad calorifica de los 
sólidos suponiendo que los fonones son fermiones y se 
someten por consiguiente a la estadistica de Fermi- Dirac 
y no a la de Bose-Einstein. En lo demás sus propiedades se 
consideran constantes. 

Está claro que todos los cálculos que han conducido a la 
fòrmula (46.65), quedan invariables, sólo es necesario sustituir 
la expresión (46.64) concebida para la cantidad media de 
particulas por la expresión, correspondiente a la estadística 
de Fermi-Dirac, es decir, cambiar el signo en el 
denominador por el signo más. Como consecuencia, para la 
energia total en lugar de la fórmula (46.65). obtenemos 

8pT 


Ty f a 
U =9NAkT ES) ES (46.66) 


La diferencia en el comportamiento de las capacidades 
calorificas [véase (46.66)] en comparación con (46.65), se 
reduce a lo siguiente. A temperatura muy elevada, el límite 
superior es pequeño y en el integrando puede ponerse 
exp z 1+8. Entonces, la capacidad calorifica (46.65) es 
constante. Para los fermiones la capacidad calorífica 
a temperatura alta según la fórmula (46.66) tiende a cero. En 
lo que se refiere a la temperatura baja, la capacidad calorífica 
varia proporcionalmente a T°. 
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Se examina el cuadro fisico de 
la fusión, cristalización y sub- 
limación. Asimismo se da la 
definición de las sustancias 
anómalas. Se describen las 
propiedades del helio líquido. 
Se adjunta la caracteristica 
comparativa general de las 
transiciones de las fases de 
primer género y segundo. 


DEFINICIÓN. Las pruebas muestran que a una presión 
suficientemente baja al bajar la temperatura, todas las 
sustancias, a excepción del helio, pasan al estado sólido, 
o sea, se cristalizan. A presión inferior a 3 MPa, el helio He 
TI líquido permanece en este estado hasta la temperatura de 
OK. Sólo a presión superior a 3MPa y para una 
temperatura suficientemente baja, él pasa a estado sólido. Tal 
comportamiento del helio líquido se determina por los 
efectos cuánticos. 

A presión elevada, reduciendo la temperatura, la mayoría 
de las sustancias pasan también al estado sólido. La 
excepción de esta regla es una serie de sustancias anómalas 
que permanecen liquidas a una presión muy grande hasta la 
temperatura de 0 K. A las sustancias anómalas pertenecen las 
sustancias, cuya densidad disminuye al pasar del estado liqui- 
do al sólido a condición de que esta peculiaridad se conserve 
incluso hasta una presión muy grande y pequeñas 
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temperaturas. La temperatura de fusión de estas sustancias 
disminuye al aumentar la presión. Verbigracia, a temperatura 
cerca de 0°C y presión en las inmediaciones de la 
atmosférica, el agua es una sustancia anómala ya que la 
densidad del hielo es inferior a la del agua. Sin embargo, al 
elevar la presión, el hielo pasa a otras modificaciones, para 
las cuales no existe anomalía. Por esta razón, para la presión 
muy elevada y una temperatura correspondiente el agua 
existe en estado sólido en forma de hielo. A las sustancias 
anómalas que, a presión suficientemente alta, permanecen 
líquidas incluso hasta una temperatura muy baja, pertenecen, 
por ejemplo, el bismuto y antimonio. 

La transición del estado liquido al sólido transcurre 
a temperatura y presión constantes. Este proceso se 
denomina cristalización. El proceso inverso se llama fusión. 
Durante este proceso es necesario gastar el calor para 
trasladar la sustancia del estado sólido al liquido sin cambiar 
la temperatura. Este calor se denomina calor latente de 
fusión. En el transcurso de la cristalización se libera el calor 
de cristalización. Asi, pues, en este caso la situación es 
totalmente análoga a la que se examinó en el $ 30, al analizar 
la transición entre los estados liquido y gaseoso. Lo mismo 
que las transiciones examinadas alli, la cristalización y fusión 
son transiciones de las fases de primer género. 

El calor latente de fusión con respecto a la masa de la 
sustancia es el calor latente especifico de fusión (tabla 6). Se 
llama calor latente específico de fusión a la cantidad de calor, 
necesario para trasladar un kg de sustancia del estado sólido 
al liquido a temperatura de fusión sin cambiar la temperatu- 
ra. 


Tabla 6 

Temperatura de fusión y calor latente especifico de fusión de 
algunas sustancias 

Sustancia peg T Kike 
Aluminio 660.1 3971 
Benzol 553 128,1 
Agua 00 337 
Hidrógeno — 259.2 586 
Glicerina 201.1 
Hierro puro EA] 
Oro 65,7 
Cobre 205 
Mercurio 118 
Plata 104,5 
Cinc ni 
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Fig 122. Diagrama de los 
estados gas -liquido sólido 
para una sustancia normal 


H 
La cristalización de un 
estado gaseoso y sublimación 
son también transiciones de 
fase de primer género. 
Transcurren a presión 
inferior a la del punto triple 


La densidad de las sustancias 
anómalas disminuye al pasar 
al estado sólido. Su 
temperatura de fusión dismi- 
nuye, al elevar la presión. 


La transición de fase de 
segundo género tiene lugar 
simultáneamente en todo el 
volumen sin cambiarlo y sin 
calor latente de transición. 
No hay división espacial de 
fases y no existen 
simultáneamente en equilibrio 
mutuo. 


CRISTALIZACIÓN Y SUBLIMACIÓ! Para presiones 
suficientemente pequeñas la transición al estado sólido se 
efectúa inmediatamente del estado gaseoso, evitando la fase 
liquida y viceversa, al calentar el cuerpo sólido para una 
presión correspondiente, éste no se funde, pasando al estado 
liquido, sino inmediatamente pasa al estado gaseoso, como se 
suele decir, se efectúa la sublimación. La cristalización del 
estado gaseoso y la sublimación también tienen lugar 
a temperatura y presión determinadas y traen consigo la 
absorción del calor o la liberación del calor latente. Por esta 
causa son también transiciones de fase de primer género. 

DIAGRAMAS DE LAS FASES. La relación entre la presión 
y temperatura para la transición de fase de primer género se 
da mediante la fórmula de Clapeyron-Clausius (31.4): 


do); V,, el volumen específico de la sustancia en estado 
solido; V,, el volumen especifico de la sustancia en estado 
líquido al pasar de liquido sólido o en estado gascoso para 
la transición gas-sólido. 

Para la mayoria de las sustancias, al pa 
sólido, el volumen especifico disminuye, es decir, la densidad 
aumenta. Por eso para muchas sustancias V, > V, y, por lo 
tanto, dp/dT > 0, o sea, la presión p para la que se efectúa la 
transición de fase crece al aumentar la temperatura. 

Ahora podemos complementar el diagrama de los estados 
gas-liquido (véase la fig. 70) por los diagramas de los 
estados liquido -sófido y gas-sólido. Como resultado 
obtenemos el diagrama de los estados gas- liquido -sólido 
(ig. 122) 

El punto A es triple: en él se encuentran simultáneamente 
en equilibrio el gas, el liquido y el sólido. Ello está en plena 
concordancia con lo que se desprende de las reglas de las 
fases (véase el $ 41). La presión y temperatura del punto 
triple se designan por py y Ti; OA es la curva de 
sublimación: para la presión y temperatura determinadas 
transcurre la transición gas —sólido, evitando el estado liqui- 
do. Más arriba de la presión del punto triple pir, pero más 
abajo de la presión critica pe, la transición del estado 
gaseoso al sólido puede realizarse sólo mediante la fase 
líquida. 

AK es la curva de la transición liquido - gas. Comienza en 
el punto triple A y se termina en el punto K que significa el 
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Fig. 123. Diagrama de los 
estados gas -liquido sólido 
para una sustancia anómala 


estado crítico. A temperatura superior a la critica desaparece 
la diferencia entre el líquido y el gas. 

AB es la curva de la transición liquido -sólido. No tiene 
fin, sino que continúa ilimitadamente hacia arriba (véase la 
fig. 122; la fecha en el extremo superior de la curva). Ello se 
determina por el hecho deque el estado líquido se diferencia 
del cristalino según la estructura y la estructura cristalina en 
ningunas circunstancias puede convertirse en no estructurada 
por su propia definición. Esto precisamente significa que la 
curva de la transición liquido-sólido no puede tener 
extremo. 

La presión y temperatura del punto triple para el agua 
son py=6Pa y Ti =001'C, respectivamente. Por esta 
razón, la sublimación para el agua y el equilibrio de todas las 
fases en el punto triple es imposible observar en condiciones 
corrientes a presión atmosférica. Para el dióxido de carbono 
Pu =5,16-10* Pa, Tu = — 56,65 C. Por eso las condiciones 
corrientes se hallan más abajo de la presión del punto triple. 
Esto quiere decir que el dióxido carbónico sólido a presión 
atmosférica se sublima al estado gaseoso, evitando la fase 
liquida. Por esta razón, resulta ser un medio refrigerante 
cómodo (“hielo seco”), 

SUSTANCIAS ANOMALAS. Las sustancias anómalas 
tienen V, > V, y, por lo tanto, dp/dT < 0. Por esta causa, su 
diagrama típico de estados tiene el aspecto, mostrado en la 
fig. 123. La curva AB de la transición líquido sólido en este 
¡so está dirigida de modo, indicado en dicha figura. Ello 
significa que la temperatura de fusión de semejantes 
sustancias baja al subir la presión y, por lo tanto, ellas pue- 
den permanecer liquidas hasta temperatura muy baja a una 
presión suficientemente alta. 

SUPERFICIES EN COORDENADAS p, V, T. Cada 
sustancia en estados gaseoso, liquido y sólido se caracteriza 
por una relación determinada entre la presión p, el volumen 
Y y la temperatura T. Si se fija un valor de uno de los 
parámetros, la relación entre los otros dos se representa en 
forma de una curva. Al estudiar diferentes estados de agre- 
gación de la sustancia se aplicó precisamente este método de 
investigación de las dependencias entre los parámetros. Para 
el caso general la ecuación de estado de la sustancia tiene la 
forma 


Dip, V,T)=0, (47.0) 


con la particularidad de que ® depende de la sustancia y, en 
general, no es simple. Si por los ejes del sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas en tres mediciones se trazan p, V, 


espacio. Por lo tanto, puede decirse que la ecuación de 
estado de la sustancia se representa por la superficie en el 
espacio de p. V, T. 

A pesar de que la forma de las superficies depende de las 
propiedades de una sustancia concreta, los rasgos 
caracteristicos comunes de estas superficies para diversas 
clases de sustancias son los mismos. La fig. 124 muestra la 
forma general de las superficies para las sustancias, cuyo 
volumen especifico disminuye al solidificarse, y la fig. 125, 
para las sustancias anómalas, cuyo volumen especifico 
aumenta al solidificarse. Las letras G, L, S indican las 
Fig. 124, Forma tipica de las secciones de las superficies, cuyos puntos corresponden al 
superficies de las sustancias — estado gaseoso, líquido o al sólido, las secciones de las super- 
normales en variables p, V, T ficies S-G, L-G, S-L corresponde a estados bifásicos sóli- 
do —gas, liquido- gas, sólido ~ liquido. Las lineas en la super- 
ficie dividen sus secciones, pertenecientes a distintas fases. 

Las isotermas, isobaras e isocoras se obtienen como 
puntos de intersección de las pV T-superficies con los planos 
T=const, p=comst y V=comst, respectivamente. Por 
ejemplo, los puntos de la región L-G (fig. 124) se muestr 
mediante los puntos de las rectas horizontales (véase 
fig. 66). 

Los diagramas de las fases se obtienen, proyectando las 
líneas de división entre las fases sobre los plan 
coordenadas. Por ejemplo, si se proyectan las lineas de 
división entre las fases de la superficie (fig. 124) sobre el 
plano de coordenadas p, T, se logra recibir un diagrama de 
las fases que se da en la fig. 122. La linea OA en la fig. 122 
superficies. de las” sustancias — COrresponde a la proyección de la superficie S-G sobre el 
anómalas en variables p, Y, T plano de coordenadas p, T. Las lineas AK y AB en la fig. 122 
se obtienen, proyectando la superficie L-G y S-L sobre el 
mismo plano de coordenadas. Los diagramas de las fases en 
otras variables se reciben de la misma manera. 

Asi, pues, las pVT-superficics contienen la información 
más completa sobre los estados de la sustancia y las vias 
posibles de la transición de un estado a otro. Sin embargo, su 
aplicación está complicada por dificultades puramente 
técnicas de representar las superficies espaciales en diseños 
bidimensionales. Es más sencillo utilizar los diagramas 
bidimensionales, en los cuales se conservan las dependencias 
más importantes para el fenómeno en cuestión, como se 
hacia al examinar la mayoría de las cuestiones en el presente 
libro. Para hacer uso de la pVT-superficie directamente es 
útil construir su modelo espacial. Es precisamente así como 
actúan en las investigaciones cientificas de los estados de 
agregación de la sustancia. 
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g 126. Diagrama de estados 
del helio 
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Fig. 127. Dependencia entre 
la capacidad calorifica y la 
temperatura en las proximi- 
dades de transición A 


HELIO LÍQUIDO. Una posición peculiar entre las 
sustancias lo ocupa el helio que a presión inferior a 3 MPa 
permanece en estado líquido a temperatura, próxima a 0 K 
cuan se quiera. La fig. 126 muestra el diagrama de estados 
del helio. 

La temperatura del punto triple A yace en las 
inmediaciones de 2K y la presión es muy pequeñ 
A temperatura inferior al punto triple no sucede la transición 
de He I al estado sólido como sería de esperar, sino 
transcurre la transición de fase conocida como la transición 
A (transición lambda). La mencionada transición se efectúa en 
la línea AB, para ella no existe calor latente. Por lo tanto, no 
es transición de primer género. Su nombre lo ha recibido por 
el comportamiento de la capacidad calorífica, puesto que la 
curva que representa la capacidad calorífica en la proximidad 
de la temperatura 7, de la transición à, se parece a la letra 
griega lambda (fig. 127). A temperatura de la transición 2, la 
capacidad calorífica se convierte en infinito. 

He I es un líquido transparente incoloro y, por su 
aspecto exterior, no se diferencia de He I. Las densidades de 
los liquidos son iguales, pero se diferencian bruscamente por 
sus propiedades, 

Al bombear el vapor del volumen, ocupado por el liquido, 
He 1 hierve enérgicamente por todo el volumen al llegar al 
punto de ebullición, en He II en cl volumen del líquido no se 
forman burbujas y todas las transformaciones del liquido en 
vapor transcurren en la superficie de separación entre el 
líquido y el vapor. Esto es una consecuencia de la supercon- 
ductibilidad térmica de He II, merced a la cual dentro del 
líquido no se forman burbujas del vapor recalentado como 
en un líquido ordinario. 

La propiedad más importante de He 11 es su superfluidez, 
o sea, la capacidad de fluir sin friccion a través de orificios 
estrechos. La fig. 128 ilustra de modo esquemático el 
contenido fisico de este fenómeno. La presión del liquido 
ordinario que indica el manómetro 2, es menor que la 
presión que muestra el manómetro 1, ya que en dirección del 
fujo del liquido ocurre la caida de presión por superar la 
fricción de las capas del liquido la una contra la otra 
o contra las paredes del recipiente. En He II esta fricción está 
ausente por completo y la presión que muestran los 
manómetros 1 y 2 es la misma (la sección de los tubos y las 
velocidades v del liquido en las regiones de medición de la 
presión son iguales). 

Sin embargo, semejante representación tan sencilla sobre 
el flujo de He II no es completa y, por lo tanto no es precisa. 
Movamos cierto cuerpo en He II con una velocidad v. El 
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Fig. 128, El helio II fuye 
a través de los tubos capilares 
sin fricción 


helio JJ ejerce una resistencia Fẹ al cuerpo en movimiento 
(fig. 129), lo que contradice a la deducción hecha del 


experimento anterior sobre la ausencia de las fuerzas de 
Pe~ Ta = T”? fricción entre el liquido en movimiento y las paredes del 
recipiente. La solución para esta contradicción está en lo 


siguiente. El liquido consta de dos componentes: la normal 
y la superfluida que penetran mutuamente la una en la otra. 
Al fluir a través del tubo capilar (véase la fig. 128) la 
componente normal está en reposo respecto a las 
recipiente y la componente superfluida se mueve sin fricción 
tanto respecto a las paredes, como respecto a la componente 
normal. En el segundo experimento (fig. 129) el cuerpo se 
mueve tanto respecto a la componente normal, como 
también respecto a la superfluida. Merced al movimiento 
respecto a la componente normal, surge la fuerza de fricción 
contra la dirección de la velocidad. Asi, pues, el modelo de 
dos líquidos para He II explica totalmente ambos 
experimentos que, a primera vista, se contradicen mu- 
tuamente. 


s i : La densidad total del liquido es igual a la suma de las 
129. El helio II ejerce z 

O QUES densidades de las componentes normal y superfuida: 

e P= Pa +» (47.2) 


La densidad total no depende prácticamente de la 
temperatura, pero su distribución entre las componentes 
normal y superíluida depende intensamente de la 
temperatura, a consecuencia de lo cual a temperatura de 0 K 
está presente sólo la componente superfluida y a temperatura 
de la transición A, sólo la componente normal. 

La propiedad de superíluidez se manifiesta en He II sólo 
para las velocidades de corriente suficientemente pequeñas. 
Existe siempre una velocidad crítica de corriente, superando 
la cual la superfluidez desaparece. 

Debido a la dependencia de la relación de las densidades 
de las componentes normal y superfluida respecto a la 
temperatura, surge un efecto interesante, denominado con 
frecuencia efecto de surtidor. Dos recipientes (fig. 130,0) 
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Fig 130, Efecto de surtidor 
para el helio T (a); giróscopo 
superfluido (b) 


están unidos por un tubo capilar, lleno de una sustancia 
porosa, a través de la cual no penetra la componente normal 
de He II, mientras que la superfluida, penetra. Si en uno de 
los codos aumenta la temperatura, el nivel del liquido en éste 
sube. Si los dos codos están bien aislados térmicamente uno 
del otro, el estado de equilibrio con diferentes niveles del 
liquido y temperaturas se conserva durante largo tiempo, Se 
obtiene una situación, parecida a la presión osmótica, cuando 
la presión de una de las componentes se equilibra a través de 
un tabique semipermeable y la presión de la componente que 
no penetra a través de dicho tabique, se equilibra mediante el 
tabique. Señalemos que la componente superfluida cesa de 
ser superfluida si la componente normal está privada de la 
posibilidad de moverse. 

Otro efecto importante más, relacionado con la superflui- 
dez de He II es el giróscopo superfluido. Un recipiente 
circular (fig. 130,5) se llena de liquido de He II y se pone en 
movimiento alrededor del eje. Luego el líquido en rotación se 
enfria hasta una temperatura inferior a la transición A, como 
resultado de lo cual el recipiente resulta estar lleno de He Il 
que gira con éste. Después de ello, el recipiente se para. En 
cambio la componente superluida de He H continúa 
moviédose, lo que se detecta mediante el efecto giroscópico, 
con la particularidad de que este movimiento ocurre sin 
amortiguamiento y puede continuar todo el tiempo que se 
quiera. El momento del impulso L =p, <o), donde <v) es 
la velocidad media de la componente superfluida que gira 
dentro del recipiente. Como muestra el experimento, al variar 
la temperatura del liquido, cambia L, además, la dependencia 
entre L y la temperatura es exactamente la misma que para 
p.: Esto significa que el liquido superfluido en rotación no 
conserva el momento de impulso, sino que la velocidad, lo 
que no puede explicarse simplemente por la ausencia de la 
fricción. 

El helio 11 es un líquido que humecta todos los demás 
materiales. Esto se determina por el hecho de que las fuerzas 
de interacción entre los átomos de helio son más débiles que 
las fuerzas de interacción entre los átomos de helio con 
cualesquiera otros átomos. Por este motivo el nivel de helio 
al lado de las paredes del recipiente se eleva y el helio 
comienza a verterse del recipiente. 

La explicación teórica de las peculiaridades del 
comportamiento de He II se basa en examinar la 
del gas ideal, sometido a la estadistica de 
Bose- Einstein. Sin embargo, no podemos en los márgenes de 
este libro entrar en detalles de esta explicación. 

POLIMORFISMO. En general, los sólidos pueden 
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Fig. 131. Diagramas de las 
fases del azufre (a) y carbono 
(b): I, modificación rombal; Il, 
modificación monoclínica 


encontrarse en distintas modificaciones cristalinas que se 
diferencian entre si por la estructura de la red cristalina. Por 
ejemplo, el carbono puede existir en forma de grafito y en 
forma de diamante; existen muchas modificaciones de helio; 
hay dos modificaciones de azufre, etc. Este fenómeno se 
denomina polimorfismo. La transición de un sólido de una 
modificación cristalina a otra se Mama transformación 
polimorfa. En este caso transcurre la reconstrucción de la red 
cristalina. 

Cada modificación existe de manera estable en una región 
determinada de temperaturas y presiones. La existencia 
simultánea de dos modificaciones (véase el $ 41) es posible 
sólo para una relación definida entre la temperatura 
y presión, o sea, las modificaciones se dividen entre si por las 
Úneas en el diagrama de las fases p, T. Partiendo de la regla 
de las fases se desprende que tres modificaciones pueden 
hallarse en equilibrio sólo para un valor de p, T, es decir, en 
el punto triple. Ello significa que en un punto del diagrama p, 
T pueden converger sólo tres líneas que dividen entre si las 
distintas modificaciones. 

En la fig. 131,a se da el diagrama para el azufre. En el 
estado sólido existen dos modificaciones de la red cristalina: 
monoclínica y rómbica. La fig. 131,6 muestra el diagrama de 
estados del carbono que posee dos modificaciones estables 
iguales: a presión, inferior a 1,5GPa, el grafito (II) y 
a presiones más elevadas, el diamante (1). En cambio el 
diamante puede existir también a presión pequeña. En este 
caso su estado es metaestable, que se manifiesta por elevada 
estabilidad. El diamante puede permanecer en este estado un 
tiempo bastante largo y sólo calentándolo hasta 1000 K, se 
convierte en grafito. De la misma manera, el grafito sigue 
permaneciendo grafito al elevar su temperatura y presión 
hasta los valores, correspondientes a la zona de estado 
estable del diamante, y no "se da prisa” de convertirse en 
diamante. Su estado es metacstable y lo suficientemente 
estable. La transformación del grafito en diamante requiso 
grandes esfuerzos cientifico-técnicos y en la actualidad se usa 
a gran escala en la industria para fabricar diamantes 
sintéticos. 

La transformación polimorfa es una transición de fase que 
va acompañada de la liberación o absorción del calor latente 
de transición, relacionado con la reconstrucción de la red 
cristalina. 

TRANSICIONES DE FASE DE PRIMER GÉNERO 
Y SEGUNDO. La transición entre los estados gaseoso y liqui- 
do (véase el $ 30) se denominó transición de fase de primer 
genero. La transición examinada de liquido-sólido es 
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también una transición de primer género. La ecuación que 
une entre si la presión y temperatura, para las que se efectúa 
la transición de fase de primer género, fue deducida en el 
$31 

Al estudiar el helio. hemos chocado con otro tipo de 
ición de fase, a saber: la transición A o, como se usa con 
transición de fase de segundo género. 
¡ones de fase de 
primer género es la variación a salto de la energía interna 
específica y de las magnitudes, relacionadas con ella, en el 
punto de transición y, por lo tanto, la existencia del calor 
latente de transición. La transición se efectúa para la 
temperatura y presión determinadas y en el transcurso de la 
transición ambas fases existen simultáneamente en el 
volumen y están divididas espacialmente. 

Las transiciones de fase de segundo género transcurren de 
una vez en todo el volumen y están relacionadas 
obligatoriamente con la variación de la simetria del sistema. 
La temperatura, para la que sucede la transición de fase, se 
llama punto de Curie. Puesto que la transición ocurre de una 
vez en todo el volumen, no existen la separación espacial de 
las fases y su estancia en equilibrio mutuo. Por este motivo, 
no hay ningún salto de la energía interna ya que en el caso 
contrario, la transición de fase no podría realizarse 
simultáneamente en todo el volumen a causa del principio de 
conservación de la energía. Esto significa que la transición de 
fase de segundo género no va acompañada de la liberación 
o absorción del calor de la transformación de fase. Durante 
la transición el volumen no varía, pero cambia la capacidad 
calorífica al variar la simetría del sistema. Esto quiere decir 
que la derivada ¿Cy/éT varia a salto lo mismo que el 
coeficiente térmico de la dilatación volumétrica 
(1/V)(0V/0T), aunque, como ya se ha dicho, el propio 
volumen es constante. 

Cuando se habla de la variación de la simetría del 
sistema, no se tiene en cuenta precisamente la simetria 
cristalina. Por ejemplo, la transición del material ferro- 
magnético al estado paramagnético no trae consigo la 
transformación de la estructura cristalina y está relacionada 
con la reorientación de los momentos magnéticos elementales 
en el cuerpo. También sirven de ejemplos de transiciones de 
segundo género la transición del metal al estado supercon- 
ductor y la transición de He I a He IL 

En la actualidad la teoría de las transiciones de fase de 
segundo género se elabora de manera intensificada, pero aún 
contiene muchas cuestiones que no están investigadas hasta 
el final. 
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Ejemplo 47.1. Se sabe la variación molar de la entropía 
a la fusión. Se requiere hallar la variación del punto de fusión 
al cambiar la presión externa en Ap. Se saben los volúmenes 
especificos del liquido y del sólido, mientras que el calor 
especifico no se conoce. 

Partimos de la ecuación de Clapeyron—Clausius: 


AT = ApT (V, — VXL, 
donde L está ligada con la variación de la entropia AS 


mediante la relación AS = L/T (todas las magnitudes están 
relacionadas a un mol). Entonces 


AT = Ap(V, ~ V,J/AS. 


$ 48. ALEACIONES Y SOLUCIONES SÓLIDAS 


Se da la definición de las DEFINICIÓN. Al bajar la temperatura de la solución liquida 
aleaciones y las soluciones sólidas. a cierta temperatura comienza la cristalización y las propie- 
Se examinan las peculiaridades de dades de la fase sólida que se forma, dependen de las 
la cristalización de las soluciones componentes de la solución y se diferencian esencialmente la 


a y as ema ión una de la otra. Examinemos las sustancias que constan de 


cutéctica. Se describe la clasi- 405 Componentes. 

ficación de las soluciones sólidas. Puede resultar que, como consecuencia de la 
cristalización, se forma una fase sólida que consta de una 
mezcla de cristales de diversas componentes de la sustancia. 
Semejante fase sólida se denomina aleación. 

A veces, a causa de la cristalización, se crea una fase 
sólida que se compone de cristales, construidos de átomos de 
las dos componentes de la sustancia. Esta fase sólida se 
denomina solución sólida. 

ALEACIONES. Para el caso de la aleación, la marcha de 
la cristalización depende de la relación de por ciento de las 
componentes en la solución liquida. A cierta temperatura 
comienza, en general, la cristalización de una de los 
componentes. Sólo para una relación bien determinada de las 
componentes empieza la cristalización simultánea de las dos 
componentes. Semejante composición de la solución liquida 
se denomina eutéctica y la aleación que se obtiene como 
resultado de la cristalización se llama aleación cutéctica 
O eutéctica. 

El diagrama de estado de semejante aleación tiene el 
aspecto, mostrado en la fig. 132. La composición cutéctica se 
caracteriza por la abscisa del punto E. Si la solución liquida 
de esta composición se enfria, a temperatura T,, de la 
solución comienzan a precipitarse simultáneamente los 
cristales de las dos componentes y todo el proceso de 
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A (0%) A (100%) 
B(100%) B(0%) 
Fig. 132. Diagrama de los 
estados de una aleación 


binaria 


cristalización se finaliza a temperatura constante. La aleación 
cutéctica que se obtiene como consecuencia de ello, es una 
mezcla de cristales de las dos componentes. Al fundir esta 
aleación, todos los procesos irán en sentido inverso. 

Si la composición de la solución liquida se diferencia de 
la eutéctica, el proceso de cristalización transcurre de otra 
manera. Por ejemplo, si (fig. 132) la solución liquida está 
enriquecida por la componente B en comparación con la 
composición eutéctica y su constitución se caracteriza por el 
punto E, la cristalización comienza a temperatura T, pero 
en este caso de la solución se precipitan los cristales de la 
sustancia B. Como consecuencia, la solución liquida cambia 
de composición, enriqueciéndose de la sustancia A. Esto 
significa que su composición cambia hacia la eutéctica y la 
temperatura de cristalización disminuye. Como resultado, 
durante la cristalización transcurre la variación de las 
condiciones de la cristalización por la linea EE. Al alcanzar 
el punto E, la cristalización tiene lugar a una temperatura 
constante T, lo mismo que la cristalización de la solución 
liquida cutéctica. De tal manera, si la composición de la 
solución cristalina se diferencia de la eutéctica, la 
cristalización transcurre no a temperatura constante, sino en 
un intervalo determinado de temperaturas. La fase sólida, 
obtenida como consecuencia de la cristalización, consta de 
cristales grandes de la componente que se encontraba en 
mayor cantidad en la solución líquida en comparación con la 
eutéctica. Los cristales de la otra componente en la aleación 
están representados por cristales más pequeños, intercalados 
entre los cristales más grandes de la primera componente, No 
hay necesidad de repetir todos los razonamientos para el 
caso cuando la composición inicial resulta estar enriquecida 
por la componente A y no por la B. Entonces todo 
transcurre de la misma manera, sólo que las componentes 
cambian de papel durante la cristalización. 

En el diagrama de las fases hay cuatro zonas separadas. 
La linea TEF divide el estado liquido que se encuentra 
arriba, del estado bifásico, cuando al mismo tiempo están 
presentes las fases liquida y sólida. Más abajo de la linea TọE 
yace la zona de los estados bifásicos (la solución liquida y la 
fase sólida) si la componente B predomina en comparación 
con la composición eutéctica, y más abajo de la linea EF se 
encuentran los estados bifásicos, si en el sistema predomina 
la componente A. La linea horizontal T.G separa los estados 
bifásicos de los estados sólidos que se sitúan más abajo de 
esta línea. 

En calidad de ejemplo de aleaciones bien conocidas puede 
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AOR)  A(100%) 
Ax(100%) As (0%) 


Fig. 133, Diagrama de los 
estados de una solución sólida 


señalarse la aleación de plomo y antimonio. Sus temperaturas 
de fusión son de 605 y 903 K, respectivamente, La compo- 
sición eutéctica corresponde a un 86 por 100 de plomo y 14 
por 100 de antimonio y la temperatura de fusión de la 
eutéctica es de 513 K. y 

SOLUCIONES SÓLIDAS. Éstas se dividen en soluciones 
sólidas de substitución, penetración y sustracción. En las 
soluciones sólidas de substitución una parte de los átomos en 
la red cristalina de una de las componentes se sustituye por 
los átomos de la otra componente. En las soluciones sólidas 
de penetración los átomos de una de las componentes 
penetran entre los nudos de la red cristalina de la segunda 
componente. En las soluciones sólidas de sustracción sucede 
no sólo la penetración o substitución de los átomos de una 
componente por los átomos de la otra, sino que se conserva 
la red de la otra componente, pero con lugares vacios en las 
partes de los mudos. 

El diagrama de estado para las soluciones sólidas 
(fig. 133) en el caso más sencillo es semejante al diagrama de 
estado para las soluciones liquidas (véase la fig. 95). La 
diferencia consiste en que en lugar de la fase gasc 
fig. 95) en la fig. 133 está presente la fase liquida, y en vez de 
la fase liquida (véase la fig. 95) en la fig, 133 está la fase 
sólida. Todo lo dicho en el $ 38 con respecto a la fig. 95, 
puede repetirse, cambiando sólo el gas por el liquido, el liqui- 
do por el sólido y la ebullición por la fusión. No es 
necesario repetir todo ello de nuevo, pero recomendamos 
analizar como ejercicio los procesos de formación de las 
soluciones sólidas en el diagrama de la fig. 133. 

Lo mismo que para las soluciones liquidas, en las 
soluciones sólidas hay situaciones más complicadas, 
parecidas, por ejemplo, a la mostrada en la fig 96, El 
analizarlas, no añade momentos principales, pero en cambio 
es muy aburrido. Por eso todas estas situaciones posibles, lo 
mismo que en el caso de las soluciones liquidas, no las vamos 
a examinar. 


$ 49, POLÍMEROS 


Se describen las propiedades 
generales de las macro- 
moléculas y las estructuras 
cristalinas de los polímeros. 
Se exponen las nociones 
generales sobre la forma de los 
cristales macromoleculares y 
sus defectos. 


INTRODUCCIÓN. En la vida cotidiana de la persona los 
sólidos examinados en el presente capitulo, forman sólo una 
parte de los sólidos con que choca el individuo. Por ejemplo, 
los tejidos animales (madera, cuero, lana, lino, algodón, etc.) 
la celulosa, las fibras de vidrio, el caucho, los plásticos 
industriales y otra inmensa mayoría de materiales que se 
aplican diariamente, no pertenecen directamente a la clase de 
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los sólidos que se examinaron. A éstos tampoco pertenecen 
las proteínas y los ácidos nucleicos que desempeñan un papel 
determinado en la formación y funcionamiento de los 
organismos vivos. Todos ellos forman una clase grande 
e importante de sustancias llamadas polimeros. Durante 
largo tiempo y en la actualidad la investigación de los 
polimeros sigue siendo el objeto de estudio de la química 
fisica, en la cual el papel práctico lo desempeñan 
principalmente los quimicos ya que la tarea práctica 
primordial en ésta es la obtención de nuevos materiales 
polimeros con propiedades prefijadas que se realiza con 
métodos quimicos. El límite de investigaciones se amplia 
constantemente. El papel de los materiales polimeros en la 
actividad del hombre crece a gran escala. Aumenta la canti- 
dad de fisicos que comienzan a investigar los polimeros, 
aparecieron monografías escritas por fisicos y la fisica de los, 
polímeros empieza a ser objeto de estudio no sólo en las 
facultades quimicas de las universidades, sino en las fisic: 
Por esta razón, ahora existe la necesidad de prestar cierta 
atención a ello en el curso de la fisica genera 

MACROMOLÉCULAS. Las sustancias que son tradi- 
cionales para los fisicos, constan de moléculas de una cant 
dad pequeña de átomos. La masa molecular relativa de éstas 
es, por lo general, igual a unas decenas o, en caso extremo. 
a varias centenas. Por ejemplo, la molécula de la sal común 
NaCI consta sólo de dos átomos y la masa molecular relativa 
es de 58. Su red cristalina, en cuyos nudos se ubican los 
átomos de sodio y cloro, es extremadamente sencilla. 

En cambio, muchas moléculas tienen una composición 
mucho más compleja. La cantidad de átomos que forman la 
molécula, puede ser de miles y la masa molecular puede 
igualarse a decenas y centenas de miles. Semejantes moléculas 
se denominan macromoléculas. El paso de las molécul 
corrientes a las macromoléculas es continuo, por lo tanto es 
menester quedar de acuerdo qué moléculas se llamarán 
macromoléculas. Por lo general se considera que la 
macromolécula debe poseer una masa molecular relativa no 
inferior a 10000 y el número de átomos no menos de 1000. 
A estas condiciones la adición de eslabones moleculares 
complementarios que se repiten, no conduce habitualmente 
a una variación esencial de las propiedades físicas de la 
sustancia. Como ejemplo de una de las moléculas de proteina 
más simple puede ofrecerse la molécula del ácido ribonucleico 
Ésta consta de 124 eslabones que se repiten y están forma- 
dos de 17 aminoácidos diferentes. Su fórmula química es 
Cs7sHg01O193N 171512, Su masa molecular relativa es de 
13682. Mucho mayor por el tamaño es la molécula del 
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polietileno, cuya masa molecular relativa es de 280000. La 
molécula consta de 20000 eslabones de grupos CH}. Los 
polímeros son sustancias formadas de macromoléculas. Son 
la última clase de sustancias que puede caracterizarse aun 
a nivel molecular. En el limite la particula de la sustancia 
sólida puede formarse de una molécula, por eso en este caso 
la división de la sustancia en moléculas pierde el sen- 
tido. 

En el transcurso de largos años se desconocia la 
existencia de las macromoléculas. Desde hace tiempo se 
conocian los coloides. Se lama coloide a una sustancia 
adhesiva tipo gelatina que posee una pequeña velocidad de 
difusión y no atraviesa las membranas. Otras sustancias, por 
ejemplo, la sal común, difunden bien en las soluciones 
y pasan bien a través de las membranas. Se les puede obtener 
en forma de cristales bien modelados. Por esta razón, les 
dieron el nombre de cristaloides. En cambio en lo sucesivo 
fue descubierto que a condiciones determinadas los 
eristaloides podían adquirir el “estado coloidal" si se lograba 
unir sus moléculas en grupos. Por esta causa el estado 
coloidal se representa como el resultado de agregar las 
moléculas con una pequeña masa molecular relativa. Las 
soluciones de todas las sustancias que constan de 
macromoléculas, poseen propiedades coloidales. Por cso 
durante mucho tiempo se consideraba erróneamente que 
estas propias sustancias están formadas de moléculas con una 
cantidad pequeña de átomos y no se lograba encontrar la 
diferencia entre los coloides macromoleculares y los que 
están formados por sustancias de pocas moléculas. Esta 
diferencia sólo fue establecida en los años 20 del siglo XX. La 
agregación de las moléculas de los cristaloides que conduce 
a la aparición de las propiedades coloidales de sus moléculas, 
es, por lo general, una manifestación de las fuerzas de la 
valencia secundaria y el enlace de los átomos en las 
macromoléculas es covalente. 

CLASIFICACIÓN DE LAS MACROMOLÉCULAS. La ma- 
eromolécula se forma, repitiendo reiteradamente uno o varios 
grupos de moléculas. En el caso más simple estos grupos que 
se repiten, constituyen una línea. Estas macromoléculas se 
denominan lineales. Pero esta linca puede tener diversa 
forma, puede “enrollarse” la estructura al moverse a lo largo 
de la línea, etc. De tal manera, las moléculas lineales se 
distinguen por una gran variedad. Sin embargo, la variedad 
de las macromoléculas incrementa aún más merced a que 
a la par con las lineales, existen también las moléculas 
ramificadas, escalonadas, de parquet y reticulares. Todas ellas 
también se componen de grupos repetidos de moléculas y la 
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. 
El número de átomos que 
forman la macromolécula, es 
de miles, y la masa 
molecular relativa puede ser 
igual a decenas y centenares 
de miles, Puesto que la 
transición de las moléculas 
corrientes a las 
macromoléculas es continua, 
se quedó en considerar que 
las macromoléculas son unas 
moléculas que contienen más 
de 1000 átomos y una masa 
molecular relativa no menos 
de 10000. 
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estructura se caracteriza lo suficientemente claro por su 
nombre. El grupo de moléculas que se repite se denomina 
monómero. El nombre del polímero se fundamenta, habi- 
tualmente, en el nombre del monómero, añadiéndole el 
prefijo “poli-", verbigracia, polietileno. Si los eslabones 
repetidos son de un tipo, el polímero se denomina 
homopolimero, pero si los eslabones repetidos son más de un 
tipo, el polímero se llama copolimero. 

FORMACIÓN DE LAS MACROMOLÉCULAS. Existe una 
variedad grande de reacciones que conducen a la formación 
de macromoléculas. En resumidas cuentas todas ellas se 
reducen a asegurar las condiciones en las cuales transcurre la 
formación de los grupos necesarios de átomos y su unión en 
una macromolécula. Claro está que no es necesario formar 
primero los grupos de átomos y luego unirlos en una 
molécula, ni formar obligatoriamente toda la molécula 
simultáneamente, etc. Por ejemplo, al crear polimeros lineales 
de alto peso molecular, los tipos de reacciones más 
importantes son las reacciones de poliadición y poli- 
condensación escalonada. En el primer caso la molécula 
como si creciese constantemente a causa de añadirle cada vez 
nuevos átomos del tipo necesario y en la sucesión debida. El 
crecimiento de la molécula puede interrumpirse como 
consecuencia de infringir la sucesión al agregar los átomos: 
si, verbigracia, en cierto lugar cae por casualidad un átomo 
de otro tipo, todo ello puede bloquear todo el proceso del 
posterior crecimiento de la molécula. En el segundo de los 
casos, el proceso como si transcurriese de modo escalonado, 
cuando la macromolécula se forma a causa de la unión de 
sus partes que por sí mismas pueden ser muy grandes y se 
crearon como consecuencia del proceso análogo de partes 
más pequeñas. La longitud de la molécula que se obtiene 
como resultado de semejante proceso, es una magnitud 
aleatoria. La distribución de las moléculas respecto a las 
longitudes depende de la constante de equilibrio. La forma de 
las moléculas es también distinta, de lo que se hablará con 
más detalle un poco más tarde. 

Los procesos descritos de formación de macromoléculas 
conducen a que las moléculas individuales se diferencien la 
una de la otra por la dimensión, forma y algunos otros 
rasgos. Se unen en una clase por los monómeros comunes 
que forman su base. Sin embargo, hay otro proceso de 
polimerización que lleva a la creación de macromoléculas 
absolutamente idénticas. Este proceso se observa en la 
biosíntesis de las macromoléculas. El mecanismo de la 
reacción se reduce a que a la matriz que contiene la infor- 
mación completa sobre la estructura de la macromolécula, se 
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añaden los monómeros y se forman los enlaces 
correspondientes, a causa de lo cual se crea la macromolécu- 
la. Después de esto la macromolécula se separa de la 
matriz y esta última se hace capaz de repetir el ciclo de la 
polimerización. Las macromoléculas que se obtienen como 
resultado de este proceso son mutuamente idénticas, puesto 
que resulta imposible separar las moléculas con una masa 
molecular inferior de la matriz, es decir, hasta no finalizar el 
ciclo completo de polimerización. 

CONFORMACIÓN DE LAS MACROMOLÉCULAS. En la 
fisica la forma de las macromoléculas se denomina con- 
formación. Una macromolécula lineal flexible puede adquirir 
las conformaciones más diversas. En la primera aproximación 
se considera que su forma se constituye como consecuencia 
de un proceso aleatorio al añadir eslabones sucesivos. La 
tarea de definir la forma se reduce al problema de la 
vagancia aleatoria examinada en el $ 13 respecto al 
movimiento browniano. La diferencia consiste sólo en que 
para la macromolécula el valor absoluto del paso es 
constante e igual a la longitud del enlace de valencia entre 
los eslabones unidos sucesivamente de la macromolécula. En 
la mencionada aproximación la macromolécula se parece 
a una linea quebrada (véase la fig. 22), en la cual la longitud 
de todos los eslabones es la misma. El cuadrado de la 
distancia entre el comienzo y el final se prefija mediante la 
fórmula (13.3) que en este caso tiene la forma 


<r2) = a?n, (49.1) 


donde <r?) es el cuadrado medio de la distancia entre el 
comienzo y final de la macromolécula lineal que posee 
n eslabones; a? es el cuadrado de la longitud del enlace de 
valencia entre los eslabones consecuentes. La fórmula (49.1) 
muestra que las dimensiones lineales de la macromolécula 
crecen como una raíz cuadrada del número de eslabones que 
la componen. La propia vagancia aleatoria transcurre, claro 
está, en tres dimensiones espaciales. 

Sin embargo, al construir la macromolécula, el modelo de 
la vagancia aleatoria no toma en consideración ciertas 
peculiaridades esenciales que suceden al unir eslabones 
sucesivos. Ante todo, la ión del enlace entre los átomos 
no es arbitraria. La dirección de los enlaces se caracteriza por 
el ángulo de valencia que tiene un valor prácticamente bien 
determinado. Por lo tanto, los ángulos entre la dirección de 
los pasos suenos en el modelo de la vagancia aleatoria no 
son arbitrarios. En segundo lugar, el giro alrededor de la 
dirección del enlace se dificulta y, por lo tanto, el ángulo de 
rotación tampoco es arbitrario. Estas dos restricciones 
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La macromolécula se forma, 
repitiendo reiteradamente un 
grupo de moléculas o varios, 
llamados monómeros. 


En muchos casos las 
macromoléculas individuales 
se diferencian una de otra 
por las dimensiones, la forma 
y algunos otros criterios. Se 
unen en una clase por los 
monómeros comunes que 
forman su base. Para otros 
mecanismos de 
polimerización, sobre todo en 
la biosíntesis de las 
macromoléculas, se producen 
macromoléculas 
absolutamente idénticas. 


w 


cambian la fórmula (49.1). Sin calcular queda claro que al 
tenerlas en cuenta, deberá aumentar el cuadrado medio de la 
distancia entre el comienzo y final de la molécula, es decir, 
aumentar el tamaño medio de la macromolécula. 

Es menester tomar en consideración otra restricción más 
impuesta al modelo de la vagancia aleatoria. En éste se 
supone que el punto vagante puede retornar, en principio, 
cualquier cantidad de veces al sitio ocupado anteriormente 
por él. En la macromolécula el átomo no puede dos veces 
ocupar el mismo sitio. Por esta razón, los volúmenes que 
ocupan los átomos al formar la molécula según el modelo de 
la vagancia aleatoria, deben eliminarse del examen en las 
etapas posteriores. Así, pues, es necesario examinar la 
vagancia aleatoria, excluyendo el volumen que ya se ocupó 
en las etapas anteriores. Este problema es muy complicado 
desde el punto de vista matemático. Uno de los caminos para 
resolverlo es la reducción de todas las conformaciones 
posibles a las conformaciones isómeras “de rotación”, 
pasando de la rotación parada continua alrededor de los 
enlaces a los ángulos discretos de rotas alrededor de ellos. 
Por ejemplo, la molécula del polietileno, cuya masa 
molecular relativa es de 280000, consta de 20000 grupos 
CH,, cuyas longitudes de los enlaces de valencia son de 
1,54-107 *2 m. Asi, pues, la longitud total según el contorno 
de la molécula, es igual a 3,08-10” % m. Esta molécula posee 
tres posibles posiciones isómeras de los átomos, En uno de 
los casos posibles la molécula estirada es en sí una 
conformación plana en forma de zigzag con ángulos de 
valencia constantes entre los enlaces. Las distancias entre los 
extremos de semejante molécula son de 2,53-107 % m. Se ve 
que las macromoléculas son en realidad muy grandes 
y superan varias veces, por ejemplo, a la longitud de onda de 
la luz visible. Dado que la molécula del polietileno tiene tres 
posiciones isómeras posibles de los átomos y la cantidad de 
los eslabones en la molécula es de 20000, la cantidad total de 
los isómeros de rotación para semejante molécula es de 
320000, Este número es sorprendentemente grande y por eso 
en la molécula no pueden realizarse todos los posibles 
isómeros de rotación 

Pueden haber otros caminos de crear isómeros. Por 
ejemplo, los mismos eslabones monómeros pueden unirse de 
diferente manera, obteniendo distintas formas isómeras, 
denominadas posiciones isómeras e isómeros estructurales. 
Así, pues, entre los homopolimeros se observa una variedad 
muy grande de formas isómeras. Este múmero aumenta aún 
más para los copolimeros, ya que en este caso en la 
formación de las formas isómeras participan los eslabones de 
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. ¿Cuál es la estructura de las 


macromoléculas lineales? 
¿Qué factores determinan la 
variedad de las macromo- 
léculas lineales? 

¿Qué tipos principales de 
macromoléculas, además de 
las lineales, pueden Ustedes 
nombrar? ¿En qué consisten 
las peculiaridades fundamen- 
tales de su estructura? 

¿De qué manera, por lo 
general, se forma el nombre 
del polimero? 

¿En qué consiste el 
mecanismo de las reacciones 
de poliadición y policon- 
densación en etapas? 

¿Qué estructura del cristal 
macromolecular se considera 
normal, la desviación de la 
cual se tiene por defecto? 


j. ¿Cuáles son las fuentes de 


los defectos de los cristales 
macromoleculares? Citen los 
defectos principales. 


más de un tipo. Las propiedades de los isómeros son 
totalmente distintas. Por eso la variedad de las formas 
isómeras significa la variedad de las propiedades fisicas de los 
polimeros. 

ESTRUCTURA CRISTALINA DE LOS POLÍMEROS. Lo 
mismo que en el caso de las moléculas corrientes, el sistema 
de macromoléculas que compone el polimero, tiende a un 
equilibrio estable, correspondiente al mínimo de la energia 
libre [véase (23.36)]. El minimo de la energía libre se logra 
para una disposición mutua determinada de los átomos que 
componen la macromolécula. En otras palabras, estos 
requisitos definen tanto la forma como también la 
disposición mutua de las macromoléculas. Está claro que las 
condiciones locales que aseguran la minimización de la 
energía libre, deben repetirse. Esto significa que la estructura 
debe ser periódica. De esta manera, la necesidad de una 
estructura cristalina de los polímeros sólidos se determina 
por los mismos hechos fisicos que la aparición de la red 
cristalina en los sólidos de bajo peso molecular. 

Como testimonian el cálculo y los datos experimentales, 
la dependencia de la energía libre del polimero respecto a la 
forma de las macromoléculas que lo componen, es mucho 
más intensa que respecto a la disposición mutua de las 
macromoléculas. La contribución mayor a la energia 
potencial de los cristales macromoleculares se aporta forman- 
do enlaces covalentes, la contribución que sigue por su 
importancia, es la de la rotación alrededor de los enlaces 
(isomeria de rotación) y la contribución más pequeña es la de 
la densidad del empaquetamiento. Por eso es útil dividir el 
análisis de la estructura cristalina en dos etapas. Primero es 
necesario analizar la conformación estable de la 
macromolécula, correspondiente al minimo de su cnergía 
libre y luego examinar la disposición mutua de estas 
moléculas. Se utilizan los mismos procedimientos que al 
analizar las estructuras cristalinas, creadas por las moléculas 
corrientes que actúan recíprocamente mediante las fuerzas de 
dispersión, iónicas y metálicas. Recordemos que dado que las 
mencionadas fuerzas no tienen una dirección definida, el 
cálculo de la estructura cristalina más estable a temperatura 
suficientemente baja se efectúa a base del principio del 
empaquetamiento más denso de las particulas que están en 
interacción. Lo más sencillo en este caso es el análisis del 
empaquetamiento de las esferas del mismo radio, luego de 
dos especies de esferas de diferente radio, etc. Las 
conformaciones de las macromoléculas, cuyo empaque- 
tamiento más denso hay que investigar, son mucho más 
variables y complejas. 
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H 
Las dimensiones de una 
célula elemental no coinciden 
con las de una 
macromolécula y una 
macromolécula pasa a través 
de muchas células 
elementales. Sin embargo, se 
conocen cristales, cuya célula 
elemental se forma de una 
macromolécula entera. 


La forma de la mayoría 
aplastante de cristales 
macromoleculares está lejos 
de ser perfecta, sólo en una 
cantidad de casos muy 
reducida se logró obtener 
cristales macromoleculares 
perfectos. Por esta razón, en 
la mayoría de los casos los 
polímeros son sólo 
parcialmente cristalinos, 

O sea, constan de particulas 
cristalinas y zonas amorfas. 


Una de las conformaciones de la macromolécula es una 
espiral estirada. Esta conformación puede aproximarse en 
forma de un cilindro recto de sección circular. El 
empaquetamiento más denso de los cilindros da una estruc- 
tura espacial, cuya sección transversal coincide con la 
correspondiente sección transversal del empaquetamiento 
más denso de las esferas con el mismo radio. La siguiente 
conformación de macromoléculas más difundida es la espiral. 
Se le puede aproximar con un tornillo con una dirección 
determinada de rosca. Al analizar el empaquetamiento más 
denso de los tornillos es necesario tener en cuenta la 
dirección de las roscas, el carácter del engranaje entre ellas 
y otros factores. Como consecuencia se obtiene una estruc- 
tura cristalina que posee una simetria y periodicidad 
determinadas. Es importante señalar que la célula elemental 
de la estructura, en general, no se crea a expensas de una 
macromolécula, por eso las dimensiones de la célula 
elemental no coinciden con las de las macromoléculas y una 
macromolécula atraviesa muchas células elementales. 
ADICIÓN DE LAS CADENAS. La peculiaridad más 
importante de la formación de los cristales de las 
macromoléculas lineales es la adición de las cadenas. Sólo en 
casos muy raros las moléculas en el cristal, a causa de la 
cristalización, tienen una forma alargada. Pero incluso en 
estos casos raros ellas toman habitualmente esta forma 
alargada sólo un la última etapa de la cristalización, mientras 
que en la etapa inicial las cadenas de las moléculas se suman. 
Esto es una regla, válida para todas las macromoléculas 
lineales flexibles durante la cristalización desde el estado 
caótico inicial. El carácter de la adición y la macro- 
conformación de las cadenas complejas dependen no sólo de 
la forma de las macromoléculas, sino también de las 
condiciones de la cristalización. Por ejemplo, la cristalización 


de las macromoléculas puede transcurrir de las soluciones 
cuando en calidad de disolventes sirven distintas sustancias. 
En este caso la temperatura de cristalización es distinta para 
diferentes sustancias. El carácter de la adición de la cadena 


depende esencialmente de la temperatura de cristalización, 
presión y una serie de otros factores. 

Las investigaciones mostraron que la adición de la cadena 
transcurre principalmente de modo que en la célula cristalina 
el comienzo y final de la cadena se encuentran muy cerca el 
uno del otro. Los casos en que el comienzo y final de la 
cadena molecular pertenecen a distintas células del cristal, 
son muy raros. 

FORMA DE LOS CRISTALES MACROMOLECULARES. La 
simetria de la estructura cristalina se expresa en la regulari- 
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dad de la forma de los cristales y la simetría de sus caras, 
Esta tesis conserva por completo su valor para Jos cristales 
macromoleculares, a pesar de que el crecimiento de grandes 
cristales perfectos de las macromoléculas es mucho más dificil 
que para los compuestos de bajo peso molecular. Un 
problema importante en este caso es aclarar el 
comportamiento de las cadenas largas de las macromoléculas 
en la superficie de los cristales. Las formas de los cristales 
macromoleculares y la estructura de sus superficies son muy 
variadas. En cambio, la forma de la aplastante mayoría de 
Jos cristales macromoleculares está lejos de ser perfecto. Sólo 
en unos casos relativamente escasos se logró obtener cristales 
macromoleculares perfectos. Por esta razón, en la mayoría de 
los casos los polímeros se consideran sólo parcialmente 
cristalinos, es decir, están constituidos de cristales y zonas 
amorfas. 

DEFECTOS DE LOS CRISTALES MACROMOLECULARES. 
Puesto que la forma de la mayoria aplastante de los cristales 
macromoleculares está lejos de ser perfecta, es imposible 
tomar en calidad de norma, Ja desviación de la cual se llama 
defecto, escoger una estructura cristalina ideal. Por esta 
razón, se considera que la norma es una estructura 
parcialmente cristalina que se caracteriza por el parámetro de 
cristalinidad. La desviación de este valor normal del 
parámetro de cristalinidad determina el carácter defectuoso 
del cristal. A continuación se considera que los cristales que 
entran en la estructura parcialmente cristalina deben ser 
ideales según la norma. Su desviación respecto a fa idealidad 
es defecto en el mismo sentido que en los cristales con bajo 
peso molecular, Por fin, el tercer manantial de los defectos 
del cristal macromolecular es su parte amorfa. Se considera 
como norma de las partes amorfas la estructura de la masa 
fundida y el defecto es la desviación de esta norma, Partiendo 
del carácter en cadena de las macromoléculas, se considera 
que la estructura normal de la masa fundida surge durante la 
colocación paralela de las cadenas. Las fracturas penetrantes 
de las cadenas son defectos. 


PROBLEMAS 


5.1. Según la ley clásica de equipartición calcular el calor específico 
de Au, Mg, Na, CuO, CaO. Los valores experimentales 
a 20°C: 12961/(kg-K); 1,02kJ/(kg-K); 1,2 kJ/(kg-K); 
439 J/fkg-K); 769 J/(kg-K). 

5.2. Al fundirse, | kmol de hierro cambia su volumen en 1,03-107? 
m?. Calcular en cuánto cambia la temperatura de la fundición 
del hierro, al variar la presión en 10° Pa, 
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RESPUESTAS 


53. Se sabe que la variación de la entropía a la fusión del hielo es 
de 388 J/(K-mol). ¿En cuánto cambiará la temperatura de 
fusión del hielo al aumentar la presión externa en 10% Pa? 

54. ¿Qué fuerzas hay que aplicar a los extremos de una barra de 
acero de un área de la sección transversal de 1 cm? para no 
permitir que ésta se estire al calentarla desde O hasta 10°C? 

55. Al estirar un cable de cobre de un área de la sección transversal 
de I mm? la deformación residual empieza a observarse para 
una carga de 2943 N. ¿Cuál es el limite de elasticidad del 
cobre? 

5.6. El módulo de cizallamiento del material de un cable es de 
29,43 GPa, la longitud de éste es de 10cm y el radio es de 
0,1 mm. ¿Qué momento de par de fuerzas hay que aplicarle 
para enrollar el cable en 10? 

57. ¿Qué energia hay que gastar para enrollar en 10' el cable de 
una longitud de 10cm y el radio de 1 mm si el módulo de 
cizallamiento del material es de 100 GPa? 

58. Para el cobre el coeficiente de Poisson es igual a 034 y el 
módulo de Young, de 2,2-10'! Pa, Hallar la variación relativa 
de la densidad de una barra cilindrica al comprimirla mediante 
una presión de 10” Pa, 


5.1, 1253/(kg-K); 1.02 kJ/(kg-K);_1,08 KJ/(kg-K); 522 J/(kg:K); 
890 J/(kg-K). 52 AT =0012 K. 53. AT=0009 K. 54. 2,35 kN, 
$5, 294 MPa. 56. 136nN-m. 57. 132-1070 J. "58, Ap/p = 
=28-107?, 


Capítulo 6 


Procesos de transporte 


Esencia de los procesos de transporte: intento del sistema 
de alcanzar el estado de equilibrio. 


Características principales de la velocidad de transporte: 
tiempos de relajación. 


$ 50. TIPOS DE PROCESOS DE TRANSPORTE 


Se caracterizan los procesos TIEMPO DE RELAJACIÓN. En la parte precedente del libro 
principales de transporte y se se han estudiado los sistemas en estado de equilibrio. Si el 
da el concepto de tiempo de sistema se encuentra en estado de desequilibrio, abandonado 


relajación 


a su propia suerte, éste pasa paulatinamente al estado de 
equilibrio. El tiempo que gastará el sistema en alcanzar el 
estado de equilibrio, se llama tiempo de relajación. El tiempo 
de relajación es distinto respecto a diversos parámetros, por 
los cuales el sistema puede desviarse de la distribución de 
equilibrio de Maxwell. El tiempo, durante el que la distri- 
bución se convierte en la de Maxwell, se denomina tiempo de 
relajación respecto a la distribución de Maxwell o tiempo de 
termalización. 

Si existe una mezcla de dos géneros de moléculas, cuya 
distribución se diferencia de la de Maxwell, ambos géneros de 
moléculas, abandonados a su propia suerte, alcanzarán la 
distribución de Maxwell respecto a las velocidades, pero, en 
general, en el transcurso de distintos lapsos, o sea, el tiempo 
de su relajación es diferente. Si la distribución de la densidad 
del gas en el espacio es heterogénea, ésta tiende a hacerse 
homogénea. El tiempo en que se alcanza la densidad uni- 
forme, se caracteriza por su tiempo de relajación. Claro está 
que éste no es igual, por ejemplo, al tiempo de relajación 
respecto a la distribución de Maxwell. Así, pues, al desviarse 
de la posición de equilibrio, el sistema llega a ella empleando 
distintos tiempos de relajación según diferentes parámetros. 
Tiene gran importancia la estimación de la magnitud relativa 
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de estos tiempos, ya que los procesos con tiempos de 
relajación más cortos conducen rápidamente el sistema al 
estado de equilibrio según los parámetros correspondientes 
y el análisis de la aproximación del sistema al estado de 
equilibrio según los parámetros restantes se simplifica 
considerablemente. 

CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA. En estado de equilibrio 
la temperatura Ten todos los puntos del sistema es la misma. 
Al desviarse la temperatura del valor de equilibrio en cierta 
zona, en el sistema surge un movimiento de calor en 
direcciones que se pueda igualar la temperatura de todas las 
partes del sistema. El transporte de calor, relacionado con 
este movimiento se denomina conductibilidad térmica. 

DIFUSIÓN. En estado de equilibrio la densidad de cada 
una de las componentes en todos los puntos de la fase es la 
misma. Al desviarse la densidad del valor de equilibrio en 
cierta zona, en el sistema surge un movimiento de las 
componentes de la sustancia en direcciones elegidas de modo 
que la densidad de cada una de las componentes sca 
constante según todo el volumen del sistema. El transporte 
de la sustancia de las componentes que forman la fase, 
relacionado con el movimiento mencionado, se denomina 
difusión. 

VISCOSIDAD. En estado de equilibrio las diferentes partes 
de la fase están en reposo una con respecto a la otra. 
Durante su movimiento relativo surgen factores que tienden 
a disminuir la velocidad relativa, o sea, aparecen las fuerzas 
de frenado o la viscosidad. En los gases el mecanismo de 
estas fuerzas se reduce al intercambio de impulso del 
movimiento coordinado entre las diferentes capas del gas, es 
decir, al transporte del impulso de un movimiento 
coordinado. Por eso la aparición de las fuerzas de 
rozamiento en los gases y liquidos se determina también por 
el proceso de transporte, a saber: por el proceso de 
transporte del impulso del movimiento coordinado de las 
moléculas. En los párrafos siguientes estos tres procesos de 
transporte se examinarán con más detalle. Para poder efec- 
tuar el análisis de los procesos de modo cuantitativo es 
necesario dar una enunciación cuantitativa de las 
características principales del movimiento molecular. 
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$ 51. CARACTERÍSTICAS CINEMÁTICAS 
DEL MOVIMIENTO MOLECULAR 


Se examinan la sección trans- 
versal, la frecuencia de las 
colisiones y la longitud media 
del recorrido libre, 

Se discute la definición expe- 
rimental de la sección trans- 
versal de las colisiones. 


SECCIÓN TRANSVERSAL. Al moverse en el gas, la molécula 
experimenta colisiones, como consecuencia de las cuales varia 
la dirección de su movimiento. Las colisiones pueden 
también conducir a otras consecuencias, Por ejemplo, a causa 
de las colisiones puede surgir la ionización. Si se trata del 
movimiento, verbigracia, del neutrón en el espacio en el que 
se encuentran núcleos de uranio, la colisión del neutrón con 
el núcleo de uranio puede llevar a la captura del neutrón y 
a la fisión posterior del núcleo de uranio, liberando energía. 


. Todos estos resultados de las colisiones, posibles en una 


situación concreta, pueden predecirse sólo de manera 
probabilistica. La probabilidad de colisión que posee un 
resultado concreto, se describe mediante el concepto de 
sección transversal. 

La particula incidente se considera puntual y las 
particulas-blancos con las que ésta puede chocar, tienen unas 
dimensiones espaciales tales que el área máxima de su 
sección transversal por el plano, perpendicular a la dirección 
del movimiento de la partícula incidente, es igual a o. Esta 
área no es geométrica, sino imaginaria. Se elige de manera 
que la probabilidad del resultado en cuestión de la colisión 
sea igual a la probabilidad de que la partícula incidente, al 
moverse de modo rectilineo, sin interacción, caiga en el árca 
o. 


Supongamos que la particula incidente cae en el área $ de 
un volumen en el que se encuentran las particulas-blancos de 
una concentración mo (fig. 134). En una capa de grosor dx 
hay una cantidad de particulas-blancos noS dx, y la suma de 
sus secciones transversales que como si cubriese una parte del 
área S, es igual a dS =0m,Sdx. De aquí se desprende que la 
probabilidad de que la partícula incidente caiga en una de las 
particulas-blancos en una capa de dx, es 
dP = dS/S = ongdx, (51.1) 


donde se ha hecho uso de la definición de la probabilidad 
(23} 

Esto es la definición de la sección transversal o del 
proceso en cuestión. La probabilidad d? puede por lo 
general calcularse, teniendo en cuenta las regularidades 
concretas del proceso o medirse de modo experimental, y la 
sección transversal o se obtiene según la fórmula (51.1). 

Por ejemplo, para las colisiones el proceso consiste en que 
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Fig. 134. Definición del área 
de una sección transversal 


la partícula incidente cambia la dirección del movimiento 
y abandona el movimiento en dirección prefijada. En el caso 
del movimiento del neutrón que se mueve en el espacio que 
contiene núcleos de uranio, el proceso consiste en que el 
neutrón se absorbe por uno de los núcleos. En ambos casos 
la magnitud calculada o que se mide es la probabilidad de un 
suceso al pasar la particula incidente el camino dx, y la 
magnitud a calcular por estos datos, es la sección transversal 
a que, claro está, en los posteriores cálculos y razonamientos 
puede utilizarse como una magnitud dada desde el principio. 


d? = anpdx 


LONGITUD MEDIA DE RECORRIDO LIBRE. Está claro 
que las magnitudes o y nọ no dependen de x. Por esta razón, 
la probabilidad del suceso crece proporcionalmente al 
camino que pasa la particula incidente. La longitud del 
camino <1) para la cual esta probabilidad es igual a la uni- 
dad, se llama longitud media de recorrido libre. Para definirla, 
de (51.1) se obtiene una ecuación ongl) = 1, de la cual se 
deduce que 


(51.2) 


Esto es el camino que pasa en término medio la particula 

incidente en la sustancia del blanco antes de que ocurra el 
suceso. 
DETERMINACIÓN EXPERIMENTAL DE LA SECCIÓN 
TRANSVERSAL DE LAS COLISIONES. Supongamos que un 
haz incidente de partículas se mueve en dirección del eje 
X (fig 135, Las particulas del haz al chocar con otras 
particulas, cambian su dirección y abandonan el haz. Por eso 
la densidad del flujo de las particulas en el haz I(x) dismi- 
nuye a medida que pasa la sustancia, es decir, al aumentar x. 
Está claro, que la disminución de la densidad del lujo de 
partículas dí al pasar la capa dx, es igual al número de 
colisiones de las particulas del haz con las particulas-blancos. 
Puesto que la probabilidad de colisión de cada una de las 
particulas del haz es igual a (51.1), la disminución de la densi- 
dad del flujo es 1d2. Por lo tanto, obtenemos la siguiente 
ecuación para la densidad del flujo de partículas en un haz 
incidente: 


di(x)= — Hx)ongdx. (51.3) 
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Fig. 135, Definición experi- 
mental del área de la sección 
transversal de las colisiones 


v =0m<0) 


El signo menos toma en consideración que la densidad 
del flujo de particulas disminuye creciendo x, o sea, a medida 
que el haz avanza en la sustancia. Al resolver (51.3), hallamos 


Hx) = HOJexp(— ono x). (51.4) 


Después de medir de cualquier manera la densidad del 
Mujo de las partículas incidentes en dos distancias, por 
ejemplo, para x=0 y para algún otro valor de x, puede 
calcularse la sección transversal: 

1 100) 
CAT) (51.5) 

De la misma manera se miden experimentalmente las 
secciones transversales de los otros sucesos. Sólo es necesario 
saber calcular la cantidad de sucesos, medir las densidades de 
los flujos de las particulas en acción reciproca y los caminos 
que pasan en este caso las partículas. Claro que esta sencillez 
principal aparente no debe crear ilusiones de que la medición 
fisica es también tan simple, En realidad, la medición de las 
secciones transversales es una tarea cientifica y técnica muy 
complicada. 

FRECUENCIA DE LAS COLISIONES. La particula in- 
cidente se mueve con una velocidad media <v) y, por lo 
tanto, pasa la longitud media de recorrido libre durante el 
tiempo t=<I»/<v). Por eso la frecuencia media de las 
colisiones (la cantidad media de colisiones por un segundo) es 


v =1/+=(9)(1) = ano (0) (51.6) 


SECCIÓN TRANSVERSAL DE LAS COLISIONES EN EL 
MODELO DE ESFERAS SÓLIDAS. Al examinar las colisiones 
de las mismas moléculas en los gases, se les representa con 
más frecuencia como esferas sólidas de cierto radio rọ cuando 
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Fig, 136, Cálculo del área de 
la sección transversal de las 
colisiones de unas bolas 
sólidas 


Fig. 137. Cálculo de la velo- 
cidad relativa media 


no es dificil calcular la sección transversal y las magnitudes, 
relacionadas con ella. 

Supongamos que las moléculas-blancos están inmóviles 
y la molécula que incide sobre ellas se mueve con una 
velocidad de <v) (fig 136) Por lo visto la molécula 
incidente, pasando la distancia x, choca con todas las molécu- 
las-blancos, cuyos centros se encuentran en un cilindro circular, 
cuyo radio de la base es 2ro y altura, x. La longitud media de 
recorrido libre es igual a la altura del cilindro en el que en tér- 
mino medio se encuentra una molécula-blanco. Por eso para 
determinar el recorridó libre medio obtenemos la ecuación 
R(2ro)? <I> m0 = 1, 
del cual se desprende que 
<1)=1/(4xr3no) (51.7) 


La frecuencia de colisiones entre las moléculas, partiendo 
de (51.6), es igual a 


v =4nrèn <o). (51.8) 


En realidad en el gas las moléculas-blancos se mueven 
y las moléculas incidentes se mueven también con diferentes 
velocidades, con la particularidad de que las velocidades 
tanto de las moléculas-blancos, como de las moléculas 
incidentes se dan mediante la distribución de Maxwell. Para 
tomar en consideración estas velocidades, es necesario dejar 
los razonamientos invariables, pero tomar en (51.8) en cali- 
dad de la velocidad <r) la velocidad relativa media de las 
moléculas incidentes. La velocidad relativa de dos moléculas 
que se mueven con velocidades y; y ym es igual a 


Veel = V2— vo 


y, por lo tanto, para el valor absoluto de la velocidad relativa 
obtenemos 


Dra =Vlva -v = V1} + 07 — 2v, 0, cos 0, (51.9) 


donde 0 es el ángulo entre los vectores de las velocidades y, 
Y va (Gig. 137) 

El valor medio de la velocidad relativa se tiene que 
calcular teniendo en cuenta la distribución de Maxwell (8.16). 
Al dirigir el eje Z del sistema esférico de coordenadas según 
el vector yz, obtenemos 


mor 3 
Ctra) = gg fdo jseno offer vafoti) = 


= V20) =/16RT/(1M), (51.10) 
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donde el factor 1/(4x) tiene en cuenta la mediación de la 
velocidad relativa por todas las direcciones mutuas posibles 
de las velocidades, o sea, por el ángulo sólido total 4x, y <v) 
es la velocidad media del movimiento de las moléculas en la 
distribución de Maxwell que se da mediante la fórmula (8.18). 

Por eso teniendo en cuenta la distribución de Maxwell 
para las velocidades de las moléculas que chocan, las fór- 
mulas para la frecuencia media de colisiones y la longitud de 
recorrido libre tienen el aspecto 


v =4//Z nrino<v) = 16r3no/ ART]M, (51.11a) 


<I) = 14T nrino). (51.11b) 


Para condiciones normales en el aire n~ 10° m™?, 
fo ~ 10719 m, Çv) ~ 500 m/s, por lo tanto, la longitud media 
de recorrido libre y la frecuencia tienen órdenes de <1) ~ 
1078 m; Y 107571, 

La fórmula (51.11) muestra que a temperatura fija 1) ~ 
~ 1/p, ya que la presión p= nokT. Esto permite con bastante 
sencillez estimar los órdenes de las magnitudes de recorrido 
libre para distintas presiones. Por ejemplo, si la presión del 
aire es de 133 Pa, la longitud de recorrido libre de las 
moléculas es aproximadamente igual a 107?cm, y para 
1,33 Pa tiene el orden de 1 cm. 

La frecuencia de colisiones entre las partículas en 1 m? es 


Vis = NoV'/2 = 8r ini (ART/M)". 


En el caso de partículas de dos géneros y masas molares 
de M, y M, para la velocidad relativa media (012) 
obtenemos de manera análoga 


AN 


z IM, 

El radio efectivo de sección de las colisiones entre las 
moléculas de diferentes radios es evidentemente igual a la 
semisuma de los radios efectivos de las particulas que chocan 
(Fox +roa)/2. Designando la frecuencia de colisiones de la 
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particula 1 con las particulas 2 por vjz, obtenemos 


Vía =R(roi + rozo <02) = 


ART A 
-E +)] (ror + To2)"Moz- (51.110) 


La frecuencia de colisiones de las moléculas en 1 m° 


a 
(Vino) [err + x)| (Foi + fo2)?’nornoz. (51.12) 


La frecuencia de colisiones de la particula 2 con las 
particulas 1 es 


g sRT/ 1 yje 
va E )] Cos + romo = 
i 


= (no,/no2) Viz- 


LONGITUD MEDIA DE RECORRIDO DE LAS 
MOLÉCULAS EN DIRECCIÓN DADA DESPUÉS DE LA 
ÚLTIMA COLISIÓN. Hay una superficie dS (fig. 138) que 
intersecan las moléculas llegadas de todas las direcciones 
posibles y que intersecan la superficie en dirección de los 
valores negativos del eje Z. Se pregunta: ¿a qué distancia 
media respecto al eje Z han experimentado la última colisión 
las moléculas que intersecaron la superficie dS situada en el 
origen de coordenadas? 

La cantidad de moléculas en el volumen dV es igual a 
nod V. En el transcurso del tiempo de el número VdinydV de 
moléculas del volumen dado, a consecuencia de las colisiones, 
vuelan de modo isótropo por todas las direcciones posibles, 
incluyendo la dirección hacia la superficie dS bajo un ángulo 
0. El número de moléculas que intersecan la superficie dS 
y no experimentaron ni una colisión posterior en el trayecto 
desde el elemento de volumen dK, es igual a 


dScos 0 
qee dar? 


VnpdVdrexp(—r/CD), (51.13) 


donde el factor exp(—r/<I)), de acuerdo con (514) 
y (51.2), toma en consideración el hecho de que las moléculas 
abandonan el haz a causa de las colisiones con otras 
moléculas. El fujo de la cantidad de moléculas que 
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Fig. 138. Cálculo de la longi- 
tud media de recorrido libre 
de las moléculas en dirección 
dada después de la última 
colisión 


intersecan la superficie, es 
OS 
-jir Y af a0 feostsen resp -= rKy) = 
è è 


dSde 4 
ò 


OS (51.14) 


donde v<) =<v) conforme a (SLÓ) La fórmula (51.14) 
coincide con (8.33, 

Ahora calculemos la distancia media a lo largo del eje 
Z que pasan las moléculas que intersecan la superficie dS 
después de la última colisión. Está claro que esta distancia es 


» (51.15) 


donde dN se da mediante la fórmula (51.13) Calculemos 
(51.15): 


_ Hn CD PASA: 
(np asa 


es decir, el vuelo medio de las moléculas a lo largo del eje 
Z después de la última colisión antes de intersecar la super- 
ficie dS no es igual al recorrido libre medio, sino que es sólo 
2/, partes de él. 

Ejemplo 51.1. El radio efectivo gasocinético para las 
moléculas de hidrógeno es ro =1,37-107!° m, para las 
moléculas de nitrógeno rgz=1,87-107!9m y las masas 
molares del hidrógeno y nitrógeno son M, =0,00202 kg/mol; 
M,=0,02802 kg/mol. La mezcla de los gases ocupa un 
volumen de 100 L las presiones parciales del hidrógeno 


<D, (51.16) 
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znam 


y nitrógeno son pa, =0,75Po y pu =0,25P (po= 
=098-10* Pa). Hallar la cantidad de colisiones entre las 
moléculas en un recipiente durante un segundo y la longitud 
media de recorrido entre las colisiones de las partículas de 
diverso género. 
Tomando en consideración la ley de Dalton 
= (no, + noz) kT= nokT, 


donde no = 2,7-10?* m”? es la constante de Loschmidt, ya 
que las condiciones son normales, hallamos: 
noz = 0,251 =0,675-10° m~ ?; no, =0,75n = 

= 2025-10° m7 


La frecuencia de colisiones entre las moléculas en un m° 
se encuentra con ayuda de la fórmula (51.12). Entonces la 
frecuencia de colisiones en todo el volumen V=100 ! 
V” = V (Va) = 7,7510% 571, 

La longitud media de recorrido de la molécula de hidró- 


geno entre las colisiones con las moléculas de nitrógeno es 
[véase (51.11c)] 


<o) af M, E da 
O (otro) nie 
aana M; ros + Foa)” m6 


=043-10—5m, 
donde <v,) = [SRT7nM, )]'2. De la misma manera, la longi- 
tud media de recorrido libre de la molécula de nitrógeno 
entre las colisiones con las moléculas de hidrógeno es 
lz, =<0 2/03 7 (14 M/M) "> (ro, + roa) ngi = 
=39-107® m. 
Ejemplo 51.2. Hallar la probabilidad de que la molécula 
(el átomo) de helio pasa un segmento de 0,5mm sin 
colisiones. El helio se encuentra a 0°C y presión de 100 Pa. 
Su radio gasocinético es de 1,9-107 10 
Haciendo uso de (514) y (512). hallamos que la 
probabilidad del recorrido del trayecto sin colisiones es igual 
a 
P (x)= exp( xD). (51.17) 
La longitud de recorrido libre [véase (51.11b)] es 
<D = 144/2- rrna) = 0,059 mm, 
por eso la probabilidad incógnita es 
P(0,5-1073 m) = exp( —0,5/0,059)= 2,1 -107 +. 
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$ 52. PROCESOS DE TRANSPORTE EN LOS GASES 


Se deduce la ecuación general 
de transporte y, basándose en 
ella, se discuten la conductibi- 
lidad — térmica, viscosidad 
y difusión en los gases. Se 
examina la difusión térmica. 
Se examina la paradoja de 
Gibbs. 


x-2<1>/3 x x+2<1>/3 


Fig. 139. Deducción de la 
ecuación general de transporte 


AA 


ECUACIÓN GENERAL DE TRANSPORTE. Supongamos que 
G caracteriza cierta propiedad molecular, relacionada con 
una molécula. Dicha propiedad puede ser la energía, el 
impulso, la concentración, la carga eléctrica, etc. Si en el 
estado de equilibrio G es constante según el volumen, al 
existir el gradiente G, ocurre el movimiento de G en dirección 
de su disminución. 

Sea que el eje X está dirigido a lo largo del gradiente G. 
La distancia media que recorren las moléculas que intersecan 
la superficie dS (fig. 139) después de la última colisión, es, 
conforme a (51.16), igual a 2</)/3. En la mayoría de los casos 
esta magnitud es suficientemente pequeña y a una distancia 
de 2<1)/3 respecto a la superficie dS, G puede representarse 
como 


(«e 30)> aa e, 621) 


limitándonos por el primer término del desarrollo en serie de 
Taylor en el punto x. 

El Mujo del número de moléculas en dirección del eje X es 
igual a n,<u)/4. Por lo tanto, el flujo G a través de la supet- 
ficie dS en dirección de los valores negativos del eje X es 
igual a 


t 
I'= -ico fov + (522 
y €n dirección de los valores positivos del eje X se da 
mediante la expresión 


teta e, 


1p = gmt fow -Feo EO, (523) 


Por lo tanto, el lujo sumario en dirección positiva del eje 
X en el punto x tiene el aspecto 


=P +1 =- o come. 624) 


La ecuación (524) es la ecuación principal de los procesos 
de transporte de la cantidad G. 

CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA. En este caso G es la 
energia media del movimiento térmico, correspondiente a una 
molécula. Es variable en el caso si la temperatura cambia de 
punto a punto. En este caso Ig es el flujo de calor que de- 
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signaremos por 1,. Partiendo del teorema de equipartición de 

la energia respecto al grado de libertad, tenemos 

iKNa, iR, Cy 

Ed, A, A 

In a (525) 
Entonces la ecuación de transporte (524) tendrá el 

aspecto 


i 
G=kT= 
2 


=- GD Ç EL (29 


donde 


(52,7) 


es la conductibilidad térmica, p =nom, cy=Cy/(Nam) son la 
densidad y el calor específico, respectivamente, del gas 
a volumen constante. La ecuación (526) se denomina 
ecuación de Fourier para la conductibilidad térmica o ley de 
Fourier. 

La teoría sobre la conductibilidad térmica comenzó 
a desarrollarse en la segunda mitad del siglo XVIII y se 
finalizó en las obras de J. B.J. Fourier (1768-1830) quien en 
1822 publicó su monografía “Teoría analítica del calor”. 

La conductibilidad térmica puede medirse aplicando 
distintos métodos. Admitiendo para la molécula el modelo de 
una esfera sólida, en la fórmula (52.7) <I> puede expresarse 
mediante el radio rọ de la molécula. Las demás magnitudes 
en la fórmula mencionada se miden durante el experimento, 
y v) a temperatura dada se calcula de la distribución de 
Maxwell. Por eso partiendo de esta fórmula, puede hallarse el 
radio de la molécula. Para las moléculas el radio es de 
= 10719 m, con la particularidad de que el radio de la 
molécula de hidrógeno es sólo una vez y media 
aproximadamente inferior al radio de la molécula de oxigeno. 

Puesto que los radios de todas las moléculas son 
aproximadamente iguales, los valores de Cy también se 
diferencian poco para distintos gases, la variación principal 
de la conductibilidad térmica a concentración ny fija de las 
particulas de gas sucede a causa de la diferencia de la 
velocidad media Çv). Merced a ello, los gases ligeros poseen 
una conductibilidad térmica mayor que los gases pesados. Lo 
dicho lo testimonia el experimento. Por ejemplo, 
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a condiciones normales la conductibilidad térmica del 
oxigeno es de 0,024 W/(m-K) y la del hidrógeno es de 
0,176 W/(m-K). La conductibilidad térmica de otros gases 
varia también de acuerdo con la masa de sus moléculas o, 
que es lo mismo, con su velocidad media <v). 

Puesto que nol = l/o no depende de la presión y 
<u) | T y tampoco depende de la presión, puede deducirse 
que la conductibilidad térmica no depende de la presión, lo 
que confirma bien el experimento, y aumenta de modo 
aproximado directamente proporcional a la raiz cuadrada de 
la temperatura. Aquí se ha utilizado la expresión “de modo 
aproximado” porque al aumentar la temperatura la sección 
transversal o disminuye en cierto grado. Por lo tanto, no <i 
en (527) crece también un poco con la temperatura 
basándose en una ley bastante compleja, dependiente del 
carácter de interacción entre las moléculas. Para los gases 
poliatómicos es menester también tener en cuenta cierto 
aumento de Cy respecto a la temperatura. En lo que se refiere 
a la independencia entre la conductibilidad térmica y la 
presión, ésta se confirma suficientemente bien por el 
experimento. 

VISCOSIDAD. La viscosidad o el rozamiento interno en 
los gases se determina por el transporte del impulso de las 
moléculas transversalmente a la dirección del movimiento de 
las capas del gas que poseen distintas velocidades. La fig. 140 
muestra los vectores de las velocidades u de las capas, los 
cuales son perpendiculares al eje X. La capa elegida de 
manera arbitraria, se mueve con más lentitud que la situada 
a la derecha y con más rapidez que la capa situada a la 
izquierda. La división en capas está hecha de modo 
convencional, Ax es la distancia entre las capas, cuyas 
velocidades se diferencian en Au. 

Como consecuencia del movimiento térmico, las 
moléculas vuelan de una capa de gas a la otra, transportando 
su impulso mu del movimiento coordinado de una capa 
a otra. A causa del intercambio de las moléculas entre las 
capas que se mueven con distintas velocidades, el impulso del 
movimiento coordinado de la capa que se mueve más rápido, 
disminuye y el de la capa que se mueve más lento, aumenta. 
Esto significa que la capa que se mueve con mayor rapidez se 
frena, mientras que la que se mueve con más lentitud, se 
acelera. Esto precisamente es el mecanismo de aparición de la 
fuerza de rozamiento interno entre las capas del gas que se 
mueven con distintas velocidades. La fuerza de rozamiento 
z con respecto al área de las superficies en fricción del gas, es 
obviamente igual al fujo del impulso del movimiento 
coordinado en dirección, perpendicular a la velocidad. En el 
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140. Mecanismo de 
¡ón de la viscosidad 


caso dado 
G=mu (528) 
y, por lo tanto, la ecuación (524) toma el aspecto 
Pr du __. 0 
Im — O, (52.9) 
donde 


n = no <v) <l>m/3 = p <v) <1)/3 (52.10) 


es la viscosidad dinámica y p = nom es la densidad del gas. El 
signo 1 tiene en cuenta que la fuerza de rozamiento que actúa 
sobre las capas que se mueven con más rapidez, está dirigida 
contra la velocidad. El primero en obtener la expresión 
(52.10) para la viscosidad dinámica fue J. Maxwell en 
1860. 

Puesto que no<I) = 1/0 y <v) ~ |T, puede deducirse que 
la viscosidad dinámica no depende de la presión y crece, en 
lo fundamental, de modo proporcional a la raíz cuadrada de 
la temperatura si menospreciamos el pequeño incremento, 
relacionado con la disminución de la sección transversal al 
crecer la temperatura. 

La independencia de la viscosidad dinámica, o sea, de la 
fuerza de rozamiento, respecto a la presión y, por lo tanto, 
respecto a la densidad del gas, es, a primera vista, 
incomprensible. El asunto consiste en lo siguiente. La longi- 
tud de recorrido libre varia inversamente proporcional a la 
presión y la concentración de las moléculas, directamente 
proporcional. El impulso del movimiento coordinado que 
transporta cada molécula, es directamente proporcional a la 
longitud de recorrido libre, es decir, inversamente 
proporcional a la presión. Puesto que la concentración de las 
moléculas que transportan el impulso, es directamente 
proporcional a la presión, resulta que el impulso sumario que 
transportan las moléculas, con respecto al lapso y volumen, 
no depende de la presión. Esta conclusión se testimonia bien 
de modo experimental. 

La unidad de la viscosidad dinámica es pascal-segundo: 


1 Pa:s=1 N-s/m? = 1 kg/(m-s). 


A temperatura de 20°C y la presión atmosférica de 
(101,3 kPa) la viscosidad dinámica de los gases tiene un 
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El fenómeno de transporte, 
a fin de cuentas, se 
determina por el deseo del 
sistema de alcanzar el estado 
de equilibrio. 


La dependencia débil entre la 
capacidad calorifica de los 
gases y la temperatura se 
condiciona por cierta dismi- 
nución de la sección 
transversal de las colisiones 
con relación a la subida de 
la temperatura. 

La viscosidad dinámica no 
depende de la presión 

y Crece principalmente de 
modo proporcional a la raiz 
cuadrada de la temperatura. 
La reducción de la sección 
transversal de las colisiones 
con relación a la subida de 
la temperatura contribuye en 
cierto grado a la dependencia 
entre la viscosidad dinámica 
y la temperatura. 


orden de 107 * Pa-s. Por ejemplo, las viscosidades del aire, 
helio, o € hidrógeno son iguales a 182-1075; 
196-1075; 202-1075 y 088-1075 Pa-s, respectivamente. 

A la par con la viscosidad dinámica se utiliza también la 
cinemática v, determinada como la viscosidad dinámica 
respecto a la densidad: 


La unidad de la viscosidad cinemática es 1 m/s. 

AUTODIFUSIÓN. Supongamos que las moléculas llenan 
uniformemente cierto volumen. Además supongamos que 
todas las moléculas son iguales según todos sus parámetros 
dinámicos y mecánicos, sin embargo, pueden diferenciarse 
por cierto rasgo que no influye en la interacción entre las 
moléculas, mi en su movimiento. Asi, pues, el rasgo 
transportable en este caso es simplemente la identidad de las 
moléculas, es decir, el rasgo de su identificación individual. 
Demos convencionalmente a este rasgo el nombre de “color” 
y consideremos que hay moléculas blancas y negras. Supon- 
gamos que la concentración de las moléculas blancas 
y negras en el espacio es heterogénea. Por lo visto que en el 
estado de equilibrio los géneros tanto “blanco” como “negro” 
de las moléculas deben llenar uniformemente todo el volu- 
men. Por eso para la distribución heterogénea comienza la 
nivelación de las concentraciones a consecuencia de las 
colisiones entre las moléculas. La cantidad transportable en 
este caso es la concentración del género de moléculas en 
cuestión. Sea la concentración del primer género de las 
moléculas n, (x) Teniendo en cuenta que en la ecuación (524) 
G es la característica de la cantidad transportable respecto 
a una molécula, tenemos 


G=n,/no, 6211) 
donde ny es la concentración de equilibrio. La ecuación (52.4) 
adquiere el aspecto 


L ROTOR c .). -D 6213 


donde 


(5213 
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es la constante de difusión. La ecuación (52.12) se denomina 
ecuación de Fick. 

A temperatura fija, u) es constante y I~ 1/p. Por lo 
tanto a ra constante, D=1/p. Por otra parte, 
siendo la presión fija, CI) ~ Ty <v) = /T. Por eso a presión 
constante, D~ T%, Estas deducciones fueron comprobadas 
minuciosamente en los experimentos. La relación D ~ 1/p que 
se escribe más cómodo de forma Dp = const, se observa en 
un intervalo bastante amplio de presiones para los gases no 
muy densos con la precisión de varias decenas de por ciento. 
En función de la temperatura, D crece un poco más rápido 
que proporcionalmente a T*%2, Ello se explica con el hecho 
de que al crecer la temperatura T disminuye en cierto grado 
la sección transversal, lo que conduce a un aumento 
complementario de la longitud de recorrido libre. 

La constante de difusión para el oxigeno y nitrógeno en el 
aire a condiciones normales tiene el orden de 107% m?/s, 
como se ve directamente de (52.13) si se toma en 
consideración que para ellos <i ~ 107" m, <v) ~ 500 m/s. 

RELACIÓN ENTRE LOS COEFICIENTES QUE CARAC- 
TERIZAN LA ECUACIÓN DE TRANSPORTE. A base de las 
expresiones (52.7), (52.10) y (52.13), se deduce que 


A=nNCy/mN a) = ney, (52.14) 


D=n/p=Acy0) (52.15) 


donde cy es el calor específico a volumen constante, p es la 
densidad de la sustancia. La existencia de este enlace entre 
los coeficientes de los procesos de transporte se determina 
por la semejanza de la naturaleza fisica de los procesos de 
transporte y por el hecho de que todos ellos se describen 
mediante las mismas ecuaciones tipo (52.4). 

DIFUSIÓN MUTUA EN EL GAS, COMPUESTO DE 
DIFERENTES MOLÉCULAS. Si hay dos géneros de moléculas 
que se diferencian por las propiedades dinámicas y el carácter 
de interacción, el proceso de difusión se complica 
considerablemente. Supongamos, para mayor precisión, que 
existen moléculas ligeras y pesadas. Designemos las 
concentraciones de las moléculas por n, y n, La condición 
de constancia de la presión y temperatura por todo el 
volumen según la ley de Dalton tiene el aspecto 


nm + =const, T= const. (5216) 


Si n, y n, por separado no son constantes por todo el 
espacio, el proceso de difusión debe conducir a la nivelación 
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de las concentraciones. En cambio, las fórmulas que 
caracterizan las constantes de difusión en este caso no son 
tan sencillas como en (52.13) 

Ante todo por el sentido de la deducción de (524) queda 
claro que esta ecuación es aplicable para cada una de las 
componentes del gas, sin embargo, la longitud de recorrido 
libre CI) debe calcularse teniendo en cuenta las colisiones con 
las moléculas no sólo del mismo género, sino que de distinto 
género. Por eso para los flujos de difusión 1,, e 1,, de las 
moléculas de cada uno de los géneros pueden escribirse las 
ecuaciones análogas a (52.12) 


L,,= — D,ðn,/ðx, I, = —Dyón¿/ox, (52,17) 
donde 
D, =<v,)<h,)/3, D} = <0) IDA, (52.18) 


y las magnitudes 1) y Çl) se determinan por las colisiones 
con los dos géneros de moléculas. 

Es obvio que en el caso general D, # D,, por lo que los 
Mujos J., e I, no se compensan, como consecuencia de lo 
cual debe infringirse la constancia de la presión por el 
volumen de gas. Por esta razón, a la par con los flujos de 
difusión debe surgir un fujo hidrodinámico, o sea, un 
movimiento del gas como todo único, tal que conserve la 
constancia de las presiones. Al designar la velocidad hidro- 
dinámica del flujo de gas como todo único por v, podemos 
escribir la condición de la invariancia como 


In + Ip + (0 +n)0=0. (52.19) 
De aquí 
1 


v=- 


TA 
m 


ETA 152.20) 


donde se tiene en cuenta la igualdad ¿n,/0x = — dn2/0x, que 
se obtiende diferenciando (52.16). Por eso el lujo total 7, de 
la primera componente que es una suma de los flujos hidro- 
dinámico y de difusión de esta componente, es igual a 


Dyn, + Dany ôn, 
nm Ôx 


EN 


DH, 


ox” 
(5221) 


L=1, +mo=- 
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donde 


De manera análoga para el flujo total de la segunda 
componente hallamos 


(6223) 


donde 


es la constante de la difusión mutua (D; = Dz). 

Así, pues, la tarea se reduce a cálculos voluminosos de las 
longitudes medias de recorridos libres. J. Maxwell y J. Stefan 
propusieron para calcular estas magnitudes en un modelo de 
esferas rígidas, absolutamente elásticas, las siguientes fór- 
mulas: 


1+ m,/m,4nn, R? * 
A (5225) 
<h) = > 
2 YF m/m, rn, R? 
donde m, y m, son las masas de las moléculas, R= 
=(r, +r3)/2, fi y r, son los radios de las moléculas. 
Aplicando estas fórmulas, la expresión para (52.22) puede 
representarse en forma de 


o. Vm +V 
“fa, + m) R? V/m, +m 


1 2kT/ 1 1 
la pe 


donde las velocidades <v,» y <v) fueron sustituidas por sus 
expresiones a través de la temperatura según la fórmula 
(8.18). A continuación fueron realizados otros numerosos 
cálculos de la constante D, en particular, utilizando el 
potencial de Lenard-Jones (29.2). Pero los resultados que se 
obtienen de ello son muy voluminosos y poco evidentes y se 
examinan sólo en la literatura estrechamente especializada de 
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. 
Durante la difusión reciproca 
en un gas compuesto de 
distintas moléculas, tienen 
gran importancia los Mujos 
hidrodinámicos que existen 

a la par con los de difusión. 
Ellos surgen para compensar 
la heterogeneidad de la 
presión que aparece como 
consecuencia de la distinta 
velocidad de difusión que 
poseen las componentes del 
gas. 

La termodifusión no se 
condiciona por el mismo 
hecho de chocar las 
moléculas, sino por la depen- 
dencia entre la frecuencia de 
colisión entre las moléculas 
y su velocidad. 


difusión. Como muestran los cálculos y las mediciones, la 
constante de la difusión mutua de los gases a condiciones 
normales tiene el orden de 1075 m?/s. 

TERMODIFUSIÓN. Si en un volumen V, ocupado por una 
mezcla de gases, se crea un gradiente de temperatura, la 
distribución uniforme del gas por el volumen se infringe. En 
la mayoría de los casos en las zonas del volumen más 
calientes la concentración de la componente ligera de la 
mezcla aumenta y en las zonas más frias, aumenta la 
concentración de la componente pesada, aunque no siempre, 
Este fenómeno se llama termodifusión. A la distribución 
estacionaria de las temperaturas se establece la distribución 
estacionaria de las concentraciones, sin embargo, se habla del 
proceso de termodifusión. Es que la existencia del gradiente 
de concentraciones crea una difusión general de las moléculas 
y, por lo tanto, el carácter estacionaria se asegura por la 
difusión que transcurre simultáneamente en dirección 
contraria. Esta difusión se determina por el gradiente de 
temperaturas que, precisamente se denomina termodifusión. 

La termodifusión, según su naturaleza, se diferencia de los 
procesos de transporte examinados ahora mismo, condicio- 
nados por el propio hecho de la colisión de las moléculas 
entre si. La termodifusión se determina no por el propio 
hecho de colisión entre las moléculas, sino por la depen- 
dencia de la frecuencia de colisiones entre las moléculas 
respecto a su velocidad. Si representamos las fuerzas de 
repulsión entre las moléculas como F=1/r”, el cálculo 
muestra que para m = 5, no hay termodifusión. Para m> 5 la 
termodifusión transcurre de manera que las zonas más 
calientes se enriquecen de la componente más ligera y para 
m<S, de la más pesada. 

La teoría completa de la termodifusión es compleja. Nos 
limitaremos sólo de los momentos principales en el examen 
de esta cuestión. En el estado estacionario, al haber cierto 
gradiente de temperaturas, no hay flujos hidrodinámicos, la 
presión es constante y la mezcla de los gases es homogénea. 
Esto quiere decir que se observan las condiciones 


p=nkT=const, n,/n,=const, n/n, = const, (522) 


donde n, y n, son la concentración de las particulas de las 
componentes del gas; n =n, + n, es la concentración total de 
las particulas del gas. 

Dirijamos el eje X del sistema de coordenadas en 
dirección del gradiente de temperaturas. Merced a ello, puede 
considerarse que todas las magnitudes dependen sólo de la 
coordenada x. Hallando por logaritmos ambos miembros de 
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la primera igualdad (5227) y diferenciando respecto a x, 
encontramos 


¿ln n/0x = — ln T/ox. (52.28) 


Por otra parte, de las igualdades segunda y tercera de 
(52.27) se desprende que 


din n,/ðx = ô In n/óx, ĉ ln n,/0x =0 In n/ox. (52,29) 


Comparando (5228) y (52.29), vemos que para cada una 
de las componentes es válida la relación 
dina _ 0lnT 

ax dx” 


(52.30) 


Ahora hagamos uso de la distribución de Maxwell (8.16). 
Designemos por N;(v) la concentración de las moléculas del 
género i, cuyas velocidades están situadas en la proximidad 
de la velocidad v, A base de (8.16) puede escribirse 


Náo) = dn,/do, = nfdei), (52.31) 


donde n, es la concentración total de las moléculas, fi(v) se 
prefija por la fórmula (8.16). Al existir el gradiente de 
temperaturas, n, depende explicitamente de las coordenadas y 
filv) depende de las coordenadas a través de la temperatura 
ya que se mantiene el gradiente de ésta. Entonces, hallando 
por logaritmos los dos miembros de (52.31) y tomando la 
derivada con respecto a x, encontramos 


òin Nilo) _ diam , 2lnfdo) _ 
— e x 


+ E 


dx dx E 
¿mm , nft) a(g az 


ôx ôx ôx UT 2) dx > (6232 


donde se ha utilizado la igualdad (52.30) y se tiene en cuenta 
que (1/T)07/0x = ô ln T/ðx. Ello significa que en dirección de 
la subida de temperatura ocurre cl aumento de la 
concentración de las moléculas rápidas, para las cuales 
mu*(2kT)> */, y la disminución de la concentración de las 
moléculas lentas, para las cuales mu*/((2kT)<*/z. 

Este razonamiento es válido para las moléculas, cuyas 
velocidades se encuentran en las inmediaciones de la veloci- 
dad v La deducción de la fórmula (52.12) para el flujo de 
moléculas suponia que el movimiento de las moléculas se 
observa sólo en los márgenes de un recorrido libre. A, estas 
distancias la velocidad de la molécula es constante. Por esta 
razón, la fórmula (52.12) puede escribirse para el flujo de las 


428 


6. Procesos de transporte 


moléculas de una velocidad v; como 


h= -no e od 


(5233) 


donde I(v;) es el recorrido libre medio para la molécula que 
posee una velocidad n. 

De aquí para el flujo sumario de las moléculas del género 
i obtenemos 


1 ON, 
Jia -3 fao o dv, (5234) 


Tomando en consideración que  ¿N(oNox= 
=N ,(v)[ðin NvNðx], asi como la igualdad (5232 
escribamos la expresión para el fujo de nuevo como 


h= [5 fono 55 mol -5 Jen] T (52.35) 


Asi, pues, la relación entre la dirección del flujo de 
moléculas y la dirección en que crece la temperatura, depen- 
de del signo de la expresión que se halla en corchetes. La 
longitud de recorrido libre i(v) está relacionada con la 
frecuencia de colisiones v(u) mediante la fórmula (51.6), 
considerando la cual nl puede escribirse de nuevo: 


1 A dnT 
= [5 la sl -fja -623% 


Por lo visto el signo de A integral se determina por el 
carácter de la dependencia entre la frecuencia de colisiones 
v(v) y la velocidad de las moléculas. Para mv?/2=*/,kT el 
integrando cambia de signo. Por eso si para las pequeñas 
velocidades la frecuencia de colisiones es pequeña y al 
aumentar la velocidad, crece lo suficientemente rápido, la 
integral tiene un valor negativo. En este caso el fujo está 
dirigido hacia el aumento de la temperatura y la componente 
de gas dada se concentra en la zona de la temperatura 
elevada. Pero sí para las pequeñas velocidades la frecuencia 
de colisiones es pequeña, pero después, al aumentar la 
velocidad, decrece bastante rápido, la integral es positiva y el 
flujo se mueve en dirección contraria al aumento de la 
temperatura. Por lo tanto, la componente dada se concentra 
en la zona más fría. Es obvio que existe un caso intermedio 
cuando la integral es nula y, por lo tanto, no hay flujo 
alguno y no se observa el fenómeno de termodifusión. Esto 
tiene lugar precisamente en el caso en que en la fórmula F ~ 
~ 1/P" para la fuerza de repulsión m= 5. 

La termodifusión obtuvo una importante aplicación, por 
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ejemplo, para la separación de los isótopos. A causa de que 
las masas de los isótopos son cercanas, el enriquecimiento de 
la mezcla por uno de los isótopos a gradientes de 
temperaturas razonables no es grande. Para una separación 
considerable de isótopos se utiliza el proceso de multietapas, 
cuando en calidad de mezcla inicial en cada etapa posterior 
de enriquecimento se toma la mezcla, enriquecida en la etapa 
anterior. Como resultado se logra alcanzar lo deseado. 

PARADOJA DE GIBBS. Según el segundo principio de la 
termodinámica, para la difusión mutua de dos gases la 
entropía del sistema aumenta. Este aumento es fácil 
calcularlo, usando el mismo método que se aplicó en el $ 22 
para la nivelación de las temperaturas y presiones en el gas. 

Si al comienzo dos gases estaban separados mediante 
un tabique, se encontraban bajo una misma presión 
y temperatura y ocupaban los volúmenes V, y Vy 
después de eliminar el tabique y finalizar el proceso de 
difusión, éstos se mezclan y ocupan el volumen V, + Y, con 
la particularidad de que las temperaturas y la presión de la 
mezcla permanecen invariables. 

Supongamos que hay v; moles del primer gas y vy 
moles del segundo. Entonces los volúmenes que ocupaban 
inicialmente, se encuentran de la condición 


Pi =p: ó VRTV, = vR TV. (5237) 


Basándose en la fórmula (19.6), escrita para y moles de 

gas, la variación de la entropía durante la difusión mutua 

para cada una de las componentes es igual a: 

Y+Y Y+Y 

222, AS, = EA 52. 
NA (52.38) 

y, por lo tanto, la variación total de la entropía en el sistema 

es 


AS, =v; Rin 


V +V, 
AS=AS, +A; =viRn 1 (52.39) 
, 


Bajo los signos de logaritmo se encuentran magnitudes 
que superan a la unidad y la entropía, como debía de ser, 
en el proceso irreversible de la difusión mutua aumenta. 

Ahora supongamos que por las diferentes partes del 
tabique se encuentra un mismo gas. Después de quitar el 
tabique empieza la autodifusión. Por una parte queda claro 
que eliminando el tabique, no se cambia nada en el estado 
del gas, cuyas dos partes se unen en un sistema. Por esta 
razón, al quitar el tabique la entropía del sistema no debe. 
variar. Pero, por otra parte, si se aplica la fórmula 
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(52.39) para calcular la variación de la entropía durante la 
autodifusión, resulta que la entropía debe aumentar. Estas 
deducciones contradictorias constituyen el contenido de la 
paradoja de Gibbs. 

La resolución de la paradoja de Gibbs se reduce a la 
eliminación de una admisión fisica incorrecta que se utilizó 
implicitamente en los razonamientos. Hablando de la autodi- 
fusión, introdujimos la representación de la diferencia entre 
las moléculas iguales y de esta manera volvimos a la 
representación de las distintas moléculas aunque esta diferencia 
puede expresarse de modo simbólico mediante el concepto 
del “color” de las moléculas. Así, pues, supongamos que en 
una parte del tabique existen moléculas “negras” y en la otra, 
“blancas”, en todos los demás sentidos las moléculas son 
iguales. Al mezclar las moléculas de distinto color, la 
entropía del sistema debe crecer, de acuerdo con la fórmula 
(52.39), como al mezclar distintas moléculas. Sin embargo, si 
todas las moléculas fuesen del mismo color, al mezclarse, la 
entropia deberia permanecer constante, dado que su 
crecimiento estaría en contradicción con la propiedad 
principal de la entropía: su aditividad, De esta manera, la 
paradoja de Gibbs se reduce a la cuestión de qué pasará con 
la entropia del sistema de dos géneros de moléculas si las 
moléculas negras comienzan a decolorarse y al fin y al cabo, 
se hacen blancas, a causa de lo cual el sistema llega al estado 
de moléculas iguales. Está claro que la decoloración de las 
moléculas no debe conducir a la variación de la entropía del 
sistema hasta que las moléculas que se decoloran no se 
diferencien de las blancas. Sin embargo, si se imagina cierta 
etapa de decoloración, como consecuencia de la cual 
desaparece la diferencia entre las moléculas que se 
decoloran y las blancas, durante sete periodo la entropía 
tiene que cambiar, puesto que varía a salto el núme- 
ro de microestados, accesible al sistema. El paso con- 
tinuo a las moléculas iguales sin cambiar la cantidad 
de microestados ni la entropia es imposible. Asi se elimina la 
paradoja de Gibbs. En la naturaleza las moléculas pueden ser 
o bien iguales, o bien diferentes. No hay una transición 
continua entre ellas. Por eso el crecimiento de la entropía 
según (52.39) no contradice la ausencia de la variación de la 
entropía al mezclar moléculas iguales. 

Como señalan muchos autores, la paradoja de Gibbs 
refleja el enlace de las leyes macroscópicas de la 
termodinámica y la naturaleza discreta del mundo 
microscópico. Sin negar la validez de esta objeción, se 
quisiera indicar otros razonamientos, relacionados con la 
paradoja de Gibbs. 
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j. ¿En 


¿Qué criterios, relacionados 
con el movimiento molecular, 
se transportan en los 
procesos de conductibilidad 
térmica, difusión y viscosi- 
dad? 

¿Por què la sección 
transversal de las colisiones 
disminuye en cierto grado al 
subir la temperatura? 

iEn quë consiste el 
mecanismo de formación de 
un flujo hidrodinámico duran- 
te la difusión reciproca? 


l. ¿Qué peculiaridad de la 


colisión entre las moléculas 
determina la aparición de la 
termodifusión? 

¿ consiste la paradoja 
de Gibbs y qué circuns- 
tancias es necesario tomar 
en consideración al exami- 
narla? 


No es difícil ver que la transición de las moléculas con 
distinto color a las de un mismo color debe acompañarse de 
la disminución de la entropia. Según el segundo principio de 
la termodinámica esto significa que dicha transición no puede 
realizarse espontáneamente en un sistema aislado, Por lo 
tanto, la desaparición de las diferencias entre las moléculas 
puede suceder sólo a causa de la acción sobre el sistema de 
factores externos que “dictan” totalmente las variaciones a la 
entropía del sistema. Para el momento cuando éstos liquiden 
la diferencia entre Jas moléculas, la entropía del sistema 
disminuirá hasta el valor de la entropía de moléculas iguales. 
Entonces no surje ninguna paradoja de Gibbs. 

Ejemplo 52.1. Hay dos recipientes del mismo volumen Y, 
unidos por un tubo de gran longitud | y de pequeña sección 
transversal S. En el momento inicial en el primer recipiente 
existe una mezcla de gases concentraciones nj? y ni”, 
respectivamente, y en el segundo recipiente sólo el gas de 
segundo tipo de la concentración ny”. Las presiones 
y temperaturas en ambos recipientes son iguales. Determinar 
la variación de la concentración n} (t) del primer gas en el 
primer recipiente con el tiempo. Las. constantes de la difusión 
mutua de los gases son las mismas e iguales a D. 

El Rujo del primer gas al segundo recipiente se describe 
mediante la ecuación 


1, = —D(MP 9811, (5240) 


donde ní2? es la concentración de las moléculas del primer 
género en el segundo recipiente que surge como consecuencia 
de la difusión. Partiendo de la condición de conservación de 
las partículas de primer género, tenemos 


Van" /dt= —1, = — 2DSn"/1+ DSn, 0/1, (52.41) 


donde mo =ni? (0) y nih + nP = nO) 
La solución de (5241) a condición inicial nf'(0)= mo, 
tiene el aspecto 
MP (= (110/21 +exp(—at)), a=2DSAVN. (5242) 
Para 100 el gas de primer género que se encontraba 
inicialmente sólo en el primer recipiente, se distribuye en 
partes iguales entre ambos recipientes. La variación de la 
concentración del segundo gas en el primer recipiente se 
determina mediante el requisito de que la presión en el 
recipiente debe ser constante, o sea, la suma de las 
concentraciones de los gases primero y segundo es igual a una 
magnitud constante. Partiendo de la condición de con- 
servación se define la márcha en función del tiempo de la 
variación de las concentraciones en el segundo recipiente. 
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$ 53. TIEMPOS DE RELAJACIÓN 


Se examinan las ecuaciones de 
transporte en función del 
tiempo y se analiza el tiempo 
de relajación para distintos 
procesos. Se discuten los 
problemas estacionarios y no 
estacionarios de la conductibi- 
lidad térmica y la difusión. 


PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. Como consecuencia de 
los fenómenos de transporte tiene lugar la nivelación de las 
temperaturas y concentraciones, es decir, la temperatura 
y concentración varian con el tiempo. Si el sistema está 
abandonado a su propia suerte, las temperaturas 
y concentraciones por todo el volumen de gas deben ser 
constantes. El tiempo, durante el cual sucede esto, se llama 
tiempo de relajación del sistema. Para analizar el cambio de 
las magnitudes con el tiempo es necesario tener las 
ecuaciones de la conductibilidad térmica y la difusión que 
dependen del tiempo. 

ECUACIÓN DE DIFUSIÓN, DEPENDIENTE DEL 
TIEMPO. Examinemos la autodifusión, cuyo fujo se da 
mediante la ecuación (52.12) Separemos un volumen AV en 
forma de cilindro, cuya área de la base es AS (fig. 141) y la 
altura, dirigida a lo largo del eje X, es igual a Ax. Según la 
definición del flujo, la variación de la cantidad de partículas 
en el volumen del cilindro durante un lapso At es igual a 


AN, =[1,,(x+ Ax/2)— 1, (x — Ax/2)] AS At. (3.1) 


Desarrollando /,, en serie de Taylor y limitándonos con 
el término, lineal según Ax, obtenemos 


i 2l) 
RET à Jn EA (532) 
por consiguiente, la a (53.1) adquiere el aspecto 
AN,=- ln AXASAr. (53,3) 

dx 
Entonces 

AN, _ dm 0 /,0n 

quo var AVAL ar E ' pon 


donde AV=ASAx es el volumen en cuestión. Puesto que 
D no depende de las coordenadas, en lugar de (53.4) puede + 
escribirse 


(53,5) 


Esta es la ecuación de autodifusión, dependiente del 
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A 


x-ax/2 x+6x/2 


Fig. 141. Deducción de las 
ecuaciones de transporte, 
dependientes del tiempo 


asm 


tiempo. Si la dirección de la difusión no coincide con el eje 
X, sino que tiene una dirección arbitraria, AN, en la fórmula 
(53.1) se representa como una suma de las aportaciones por 
cada uno de los ejes de coordenadas y en lugar de la 
ecuación (53.5), obtenemos 


ES Pa ¿Pm pya, 

i TEH t gt) V, (53.6) 
donde 

V? = ĝ?/ðx? + 0*/0y? + 002? (53.7) 


esel operador de Laplace que se denota también por la letra 
A=Y 

Con ayuda de la ecuación (53.6) puede estudiarse el 
cambio de la concentración n, de las moléculas en todos los 
puntos del volumen para la distribución prefijada de 
concentración en el momento de tiempo inicial (condiciones 
iniciales) y para las condiciones determinadas en los limites 
del volumen (condiciones de frontera). Esto es una tarea 
matemática que se estudia detalladamente en la fisica 
matemática. 

Señalemos que si se examina la difusión mutua, en lugar 
de la ecuación (52.2) es necesario utilizar la ecuación (52.21) 
con la constante de difusión D,,, determinada yor la igual- 
dad (52.22). Entonces a causa de los cálculos análogos para 
cada una de las componentes se recibe una ecuación tipo 
(53.4) con la constante de difusión D,,. Sin embargo, esta 
constante depende de las coordenadas y no se puede efectuar 
la transición a la ecuación tipo (53.5). Es menester resolver 
un sistema de dos ecuaciones no lineales. 

ECUACIÓN DE LA CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA, 
DEPENDIENTE DEL TIEMPO. En este caso los 
razonamientos son semejantes al caso anterior y se utiliza la 
misma figura (fig. 141), sólo es necesario en lugar del flujo de 
partículas /,, de (5212) tomar el flujo de calor de (526) 
Entonces en vez de (53.4) obtenemos 


AQ _. cyámaT _ ôT_ ôf, ôT 
A VAL O as PG” (e » paa) 
rao 


donde AQ = cyAmAT es la variación de la cantidad de calor 
en el volumen AV durante el tiempo At; cy es el calor 
especifico a volumen constante; p=Am/AY, la densidad del 
gas. La conductibilidad térmica A se da mediante la fórmula 
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: 
El sistema dejado a su 
propia suerte, se mueve hacia 
el estado de equilibrio. Desde 
el punto de vista 
cuantitativo, la velocidad del 
movimiento se caracteriza 
por el tiempo de relajación. 
Este último es diferente 
según distintos parámetros. 
Las ecuaciones de difusión 

y conductibilidad térmica que 
son función del tiempo, no 
tienen en cuenta el carácter 
finito de la velocidad de 
propagación de estos 
procesos. 


(527). Teniendo en cuenta (5215) la ecuación de la 
conductibilidad térmica (53.8) toma el aspecto que coincide 
con la ecuación (53.5): 


ES (535) 


con la misma constante de difusión D=*'/,<v)<1). Puede 
repetirse todo lo dicho con relación a la ecuación (53.5) 
respecto al tipo de la ecuación (53.9) en el caso de no 
coincidir el fujo de los calores con el eje X y con respecto 
a la solución de esta ecuación. 

TIEMPO DE RELAJACIÓN. Al desviarse cierta magnitud 
respecto al valor de equilibrio surgen factores que tienden 
a volverla a este mismo valor. La velocidad de aproximación 
de la magnitud al valor de equilibrio se considera 
proporcional a su desviación respecto al valor de equilibrio. 
La magnitud inversa del coeficiente de proporcionalidad es el 
tiempo de relajación, 

Supongamos que se examina una magnitud q, cuyo valor 
de equilibrio es gy. Entonces la definición enunciada antes 
puede escribirse de la siguiente manera: 


dq/dt = (qo — q). (53.10) 


La solución de esta ecuación tiene el aspecto 
(a 90) =(4—doh=o e, (53.11) 


donde (q — qo)=o es la desviación del valor de equilibrio en 
el momento inicial de £=0. Conforme a la condición general 
de las magnitudes que varian de modo exponencial, t tiene el 
sentido del tiempo en que la magnitud q alcanza su valor de 
equilibrio, es decir, el sentido del tiempo de relajación. 

TIEMPO DE RELAJACIÓN PARA LA CONCENTRACIÓN. 
Supongamos que en cierto volumen, cuyas dimensiones 
lineales tienen el orden de Ly el volumen, el orden de L°, la 
concentración o temperatura se diferencian del medio 
ambiente. Entonces a través de la superficie del volumen se 
lanza o un flujo térmico, o un flujo de particulas para que la 
concentración y temperatura se igualen con sus valores del 
medio ambiente. Investiguemos esta ley, por la cual se 
nivelan estas magnitudes, tomando a título de ejemplo la 
concentración de las partículas. Está claro que a causa de la 
coincidencia de las ecuaciones (53.9) y (53.5), la ley de 
nivelación de las temperaturas es la misma. 
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Para una concentración el 
tiempo de relajación crece 
intensamente al aumentar la 
zona y disminuye 
inversamente proporcional 
a la constante de difusión. 


Para la temperatura el 
tiempo de relajación crece 
intensamente al aumentar la 
zona y disminuye 
inversamente proporcional 
a la conductibilidad térmica. 


pe 


Si <An) es la desviación media de la concentración de las 
particulas respecto a la de equilibrio en el volumen V 
V<An) es el exceso de la cantidad de particulas en el 
volumen en comparación con el múmero de particulas, 
correspondientes a la densidad de equilibrio. El fujo de 
particulas a través de la superficie que limita el volumen, es 
positivo si existe un exceso de particulas dentro del volumen, 
y es negativo, si la cantidad es insuficiente. Por eso la 
variación de la cantidad de particulas dentro del volumen 
durante el tiempo dí es igual a 


d(V<An))= —<1,> Sdt, (53.12) 


donde S es el área de la superficie que limita el volumen; 
<1,) es el fujo medio de particulas a través de la superficie. 
Si'Lson las dimensiones lineales de la zona, ĉn/òx ~ An/L 
y de la ecuación (52.12) se desprende que 


<I>) =D<A KDD, (53.13) 


donde < LY es la dimensión lineal media del volumen Y que 
se define de manera que la ecuación (53.13) dé un flujo medio 
regular (1,) a través de la superficie. El signo positivo del 
segundo miembro de la ecuación tiene en cuenta que para el 
valor positivo de (An) el flujo <I,) debe ser positivo. Al 
sustituir (53.13) en (53.12), obtenemos 


lAn) jdt = [ — SDV LN CAM). (53.14) 
La solución de esta ecuación, lo mismo que para (53.10), 

tiene la forma 

<An) = (KAn) e", t= VCL) (SD), (53.15) 

donde < L) no depende del tiempo. Teniendo en cuenta la 


dependencia de <L) respecto al tiempo, la solución de la 
ecuación (53.14) se escribe como 


SD f dr 
<An) = amero 0d 25) (5316) 
č 
La magnitud 
V< LY NSD) (5317) 


es el tiempo de relajación respecto a la distribución de 
equilibrio de las concentraciones. La fórmula (53.17) permite 
analizar la dependencia entre el tiempo de relajación 
y diferentes factores. Dado que V~ L?, S~ L?, hacemos la 
conclusión de que t~ L?/D. Esto muestra que el tiempo de 
relajación crece intensamente al aumentar las dimensiones 
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geométricas de la zona Es también inversamente 
proporcional a la constante de difusión, mediante la cual se 
relaciona con la temperatura y presión del gas. 

TIEMPO DE RELAJACIÓN PARA LA TEMPERATURA. El 
cálculo es el mismo, sólo que es necesario en lugar de la 
ecuación (53.13) para el flujo de particulas, hacer uso de la 
ecuación (526) para el flujo de calor. Como resultado 
obtenemos la fórmula (53.15) en la que es menester sustituir 
D por la conductibilidad térmica A según la fórmula (52.7), es 
decir, poner D =2/(pcy). Por lo tanto, el tiempo de relajación 
para la temperatura tiene el orden de 


er peyV< L) 05), (53.18) 


PROBLEMAS ESTACIONARIOS Y NO ESTACIONARIOS 
DE CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA Y DIFUSIÓN. Para resol- 
ver la ecuación de la difusión (53.6) y la correspondiente ecua- 
ción de contuctibilidad térmica es necesario conocer las 
condiciones iniciales y de frontera. Si éstas están prefijadas 
y se conoce la constante D, el problema se hace puramente 
matemático y su solución se examina con detalle en los 
apartados correspondientes de la fisica matemática. 


$ 54. FENÓMENOS FÍSICOS EN LOS GASES ENRARECIDOS 


Se analizan las peculiaridades 
principales de los procesos de 
transporte en condiciones de 
vacio. Se examinan el inter- 
cambio de las moléculas 
a través de un tabique poroso 
en los gases enrarecidos y la 
interacción de las moléculas 
con la superficie del sólido. 


vacio. Al disminuir la presión, la longitud de recorrido libre 
aumenta. Cuando ella se hace igual a las dimensiones 
geométricas del volumen, las moléculas chocan sólo contra 
las paredes del recipiente (si el volumen está limitado por las 
paredes), prácticamente sin colisión mutua. Semejante 
situación se denomina vacio. El concepto de vacío es relativo. 
Cuanto mayores son las dimensiones lineales de la región, 
tanto menor presión se necesita para alcanzarlo. 
A condiciones atmosféricas normales, (1) ~ 107 cm, o sea, 
las condiciones de vacio se observan sólo en volúmenes muy 
pequeños de dimensiones lineales de —107%cm. Ya que 
<I> ~ 1/p, a presión p=10"? Pa, <i) ~ 10° cm=1m, es 
decir, las condiciones de vacio se observan en volúmenes 
suficientemente grandes. 

TRANSMISIÓN DE CALOR PARA PEQUEÑAS PRE- 
SIONES. Puesto que en condiciones de vacio las colisiones 
entre las moléculas prácticamente están ausentes, el cuadro 
de transporte, examinado en el $ 52, ya no es válido. Las 
moléculas vuelan de una pared a la otra por líneas rectas. Al 
chocar contra la pared, ellas intercambian energias con las 
últimas. De esta manera las moléculas resultan ser 
portadoras de energia de las paredes más calientes a las 
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menos calientes. Por eso sería más correcto hablar no de la 
conductibilidad térmica del gas, sino de la transmisión de 
calor por el gas, ya que no existe ningún gradiente de 
temperaturas en el volumen del recipiente, La dependencia de 
la capacidad del gas de transmitir el calor con respecto a la 
presión es distinta de la de la conductibilidad térmica 
la presión a presión más alta. A presión alta la 
idad no es función de la presión, mientras que la 
transmisión de calor a presión baja aumenta al crecer ésta, 
puesto que se eleva la frecuencia de colisiones de las 
moléculas contra las paredes de los recipientes. Y al 
contrario, la transmisión de calor disminuye al reducirse la 
presión hasta valores, pequeños cuanto se quiera. Los vasos 
de Dewar sirven de ejemplo de la aplicación práctica de ello. 
En las paredes vacías se crean condiciones de vacio con una 
transmisión de calor suficientemente baja. 

DIFUSIÓN A PRESIONES PEQUEÑAS. Puesto que en el 
volumen no hay prácticamente colisiones entre las moléculas, 
la transmisión de los rasgos moleculares sucede con una 
velocidad del movimiento de las moléculas, o sea, muy rápi- 
do. Incluso en volúmenes muy grandes el tiempo de 
igualación de las concentraciones es muy pequeño. Este 
tiempo depende de la forma del volumen. 

ROZAMIENTO A PRESIONES PEQUEÑAS. Si existen dos 
superficies sólidas que se mueven una respecto a otra, con la 
particularidad de que entre las superficies se encuentra un gas 
en condiciones de vacio, entre las superficies surgen fuerzas 
de rozamiento que tienden a frenar las superficies en 
movimiento más rápido y acelerar las que están en 
movimiento más lento. Por su aspecto exterior este 
fenómenos se parece a la aparición de las fuerzas semejantes 
a presión bastante alta del aire entre las superficies en 
iento, pero el mecanismo es completamente otro. En 
condiciones de vacio entre las mencionadas superficies no 
surgen capas de gas que se mueven en traslación la una 
respecto a la otra, como consecuencia aparece la fuerza de 
_rozamiento interno que se transmite de capa en capa. Al 
chocar con la superficie en movimiento, la molécula adquiere 
un impulso correspondiente del movimiento ordenado y, al 
volar por el espacio entre las superficies sin colisiones, 
intercambia el impulso de su movimiento ordenado con otra 
superficie. El impulso, transmitido a la superficie por las 
moléculas por cada segundo, es numéricamente igual a la 
fuerza de rozamiento. Asi, pues, en condiciones de vacio no 
hay rozamiento interno en el gas en el sentido que existe 
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Fig. 142, Condiciones de equi- 

librio de los gases que se 

comunican mediante un 

tabique _ poroso p /}/T = 
y 

=p/VT, 


a una presión más elevada, pero hay un rozamiento mutuo 
de las superficies en movimiento la una respecto a la otra. 

VASOS QUE SE COMUNICAN A TRAVÉS DEL TABIQUE 
POROSO. Las dimensiones de los poros en un tabique 
poroso pueden ser comoquiera pequeños; en ellos ya 
a presión atmosférica normal se observan las condiciones de 
vacio. Como consecuencia surge una serie de fenómenos 
interesantes. 

Si por diferentes partes de un tabique poroso hay un 
mismo gas y se mantienen diversas temperaturas, se establece 
un estado de equilibrio, para el cual las presiones de: las 
diferentes partes del tabique poroso son distintas (fig. 142) 
Designemos las magnitudes, referentes a los volúmenes por 
las partes diferentes de la envoltura porosa, por los indices 
1 y 2, En condiciones de equilibrio la cantidad de moléculas 
que vuelan de una mitad a la otra a través del tabique 
poroso, es igual al número de moléculas que vuelan a través 
del tabique poroso en dirección contraria. Puesto que las 
moléculas atraviesan los mismos poros sin colisiones, esta 
condición a base de (8.32) tiene la forma 


Mor Kvi) Ser/4 = noz Cva) Sa1/4, (54.1) 


donde Ser es el “área” sumaria efectiva de los poros en el 
tabique. 

Teniendo en cuenta que n = 
(54.1) obtenemos 


PIT = PVT: (542) 


es decir, donde la temperatura es mayor, la presión también 
es mayor. Semejante situación es imposible a condiciones 
normales, ya que los flujos hidrodinámicos que surgen 
durante la diferencia de presiones, igualan rápidamente la 
presión. Esta fórmula fue verificada de modo experimental 
por Reynolds (1879) 

INTERCAMBIO DE MOLÉCULAS DE DIVERSOS GÈNE- 
ROS A TRAVÉS DEL TABIQUE POROSO. Imaginémonos que 
en cierto momento de tiempo los volúmenes de las diferentes 
partes del tabique poroso del recipiente (fig. 142) están llenos 
de dos gases distintos, siendo las temperaturas y presiones las 
mismas. Este estado no es de equilibrio. La densidad de las 
moléculas por las dos partes es la misma, sin embargo, las 
velocidades medias de su movimiento son distintas: las 
moléculas más ligeras se mueven con más rapidez. Por esta 
razón, conforme con la fórmula (8.32), la frecuencia de 
colisiones de las moléculas ligeras contra el tabique poroso es 
mayor que la de las pesadas, por lo tanto, la cantidad de 


PIKT), <1) = const T, de 
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Fig 143. Dependencia entre 
la” presión y tiempo de 
diferentes partes del tabique 
poroso para distintos gases 
a la misma temperatura 


Fig 144, Reflexión de las 
moléculas con respecto a la 
superficie del sólido 


moléculas ligeras que penetran en unidad de tiempo en la 
mitad del recipiente ocupada por las moléculas pesadas, es 
mayor que la cantidad de moléculas pesadas que penetran en 
la mitad del recipiente, ocupada por las moléculas ligeras. 
Como resultado de ello la presión en la mitad ocupada 
inicialmente por las moléculas pesadas, empieza a elevarse, 
mientras que en la parte de las moléculas ligeras, a disminuir. 
A medida que las moléculas se mezclan, el crecimiento de la 
presión se hace más lento y luego cesa. En este momento la 
cantidad de moléculas que penetran a través del tabique en 
una unidad de tiempo en dos direcciones, se nivela, en 
cambio, las concentraciones de cada género de moléculas de 
distintas partes del tabique no se igualan. La densidad de 
moléculas en la mitad del recipiente que contiene las 
moléculas pesadas es mayor que en la mitad con las ligeras. 
Después de ello la cantidad de moléculas que pasan en uni- 
dad de tiempo a través del tabique poroso por parte del 
sector del recipiente, ocupado primero por las moléculas 
pesadas, se hace mayor que el número de moléculas que 
atraviesan el tabique en dirección contraria. La presión en la 
primera parte del recipiente comienza a disminuir y en la 
segunda, a aumentar. Al nivelarse las presiones se igualan 
simultáneamente las concentraciones de las moléculas de 
cada género de las dos partes del tabique poroso. La depen- 
dencia de p de las dos partes del tabique poroso respecto al 
tiempo en unidades convencionales se muestra en la fig 143 
(véase el ejemplo 54.1). g 

INTERACCIÓN DE LAS MOLÉCULAS CON LA SUPER- 
FICIE DEL SÓLIDO. Al chocar contra la superficie, la 
molécula actúa reciprocamente sólo con una cantidad 
pequeña de átomos o moléculas en la proximidad de la 
superficie, intercambia con ellos el impulso y se refleja. 
Durante esta interacción, en general, el ángulo de reflexión 
no es igual al ángulo de incidencia y depende de las 
condiciones concretas de interacción con las moléculas de la 
superficie. De esta manera, la superficie es “áspera”. En 
término medio, para las moléculas que llegan de la dirección 
dada, el ángulo de reflexión $ es inferior al ángulo de 
incidencia a (fig. 144). Como consecuencia, sobre la superficie 
actúa no sólo la fuerza de presión, sino que la tangencial en 
dirección de la componente tangencial de la velocidad de las 
moléculas que inciden sobre la superficie. Si los flujos de las 
moléculas en la superficie en todas las direcciones son los 
mismos, las fuerzas tangenciales se compensan mutuamente 
y queda sólo la presión de las moléculas sobre la superficie. 

Hablando en general, al reflejarse las moléculas, cambia su 
energía. Si la temperatura de los flujos de las moléculas que 
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inciden sobre la superficie, es igual a la temperatura de la 
superficie, la temperatura de los flujos reflejados es igual a la 
temperatura de los incidentes. En otros casos a causa de la 
interacción con la superficie, la temperatura del fujo varia 
y se hace igual a la temperatura de la superficie. 
Examinemos la interacción de las moléculas con la super- 
ficie en condiciones de un vacio casi perfecto. El flujo de 
moléculas en este caso es isótropo y posee la misma 
temperatura en todas las direcciones. Si la temperatura de la 
superficie es constante, no surgen ningunas fuerzas 
tangenciales y la presión en todos los puntos de la superficie 
es igual. Pero si la temperatura de la superficie varia de 


Ty >T,.4T,fóx >0 


Fig. 145. Surgimiento de las 
fuerzas radiométricas punto a punto, es obvio que como antes, no existen las 


fuerzas tangenciales ya que el flujo incidente de las moléculas 
es como antes isótropo, pero la presión en diferentes puntos 
de la superficie es distinta. La presión es mayor en el sector 
de la superficie con mayor temperatura, ya que al reflejarse 
las moléculas, la componente de su impulso no sólo cambia 
la dirección en contraria, sino que crece según el valor 
absoluto. Como consecuencia, en condiciones de vacio sobre 
el cuerpo con una temperatura que varia a lo largo de su 
superficie, actúan fuerzas que ponen en movimiento su centro 
de masas y crean un momento de rotación con respecto al eje 
que atraviesa el centro de masas (fig. 145). Estas fuerzas se 


FO? drjax>o denominan radiométricas. 
Fig 146. Aparición del desti Todo ocurre de otra manera en condiciones de vacio no 
caco Uco. perfecto. El carácter de interacción de las moléculas aisladas 


contra la pared es el mismo que se examinó antes (véase la 
fig. 144). Sin embargo, ahora la temperatura de la superficie 
influye sobre la temperatura del gas en cierta capa en las 
proximidades de la superficie, en la cual las moléculas chocan 
entre si. Merced a esto, cambian las propiedades del flujo de 
moléculas que inciden sobre la superficie. Si la superficie está 
calentada uniformemente, entonces, como en el caso anterior, 
no surgen las fuerzas tangenciales y la presión en todos los 
puntos de la superficie es igual. Pero si la temperatura de 
diferentes puntos de la superficie es distinta, la situación 
cambia. Supongamos, para mayor precisión, que la 
temperatura de la superficie crece en dirección de los valores 
positivos del eje X (fig. 146). Entonces las moléculas, que 
inciden sobre cierto sector, tienen, en término medio, una 
componente tangencial en dirección de los valores negativos 
del eje X mayor que en dirección de los positivos, ya que las 
primeras moléculas llegan desde las capas cerca de las super- 
ficies más calientes. Por esta razón, la tante de las 
fuerzas tangenciales de interacción está dirigida hacia los 
valores negativos del eje X. Esta fuerza está aplicada a la 
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H 
El vació en la fisica 
molecular es un concepto 
relativo y se determina 
mediante la relación entre la 
longitud media de recorrido 
libre y las dimensiones 
lineales de la zona en la que 
está el gas. 


En las condiciones de vacio 
no existe prácticamente 
ninguna interacción de las 
moléculas entre si. Por eso 
ya no es válido el cuadro de 
transporte de los rasgos 
moleculares mediante 
colisiones entre las moléculas. 
En vez de esto surge un 
cuadro de transporte de los 
rasgos moleculares 

a consecuencia de colisiones 
sucesivas de las moléculas 
con las superficies de los 
cuerpos materiales, 


superficie del cuerpo. De la tercera ley de Newton se despren- 
de que la variación del impulso de las moléculas que 
reaccionaron con la superficie, debe estar dirigida en sentido 
contrario, es decir, en sentido de los valores positivos del eje 
X. Esto significa que en la capa cerca de la superficie surge 
un flujo a lo largo de la superficie de los sectores menos 
calientes a los más calientes. Este fenómeno se denomina 
deslizamiento térmico. Como queda claro de lo expuesto, 
esto tiene lugar para un vacio no muy alto. Por otra parte, el 
deslizamiento térmico cesa también para un aumento 
determinado de la presión. La acción de las fuerzas que sur- 
gen durante el deslizamiento térmico en el sector de la super- 
ficie del cuerpo con distinta temperatura es evidente. Hay que 
añadirlas a las fuerzas y presiones mostradas en la fig. 145. 

Al aumentar la presión, entre las zonas de diversa presión 
aparecen flujos hidrodinámicos que igualan la presión. Como 
consecuencia de la elevación de la temperatura cerca de los 
sectores más calientes de la superficie, aumenta la presión del 
gas en estas zonas y surgen flujos de gas a lo largo de la 
superficie desde los sectores más calientes a los menos 
calientes. Estos Mujos compensan el deslizamiento térmico 
e igualan la presión de los sectores diferentes de la superficie. 
Por eso tanto las fuerzas radiométricas, como las que se 
determinan por el deslizamiento térmico, se liquidan. 

Ejemplo 54.1. El recipiente se divide en dos partes iguales 
mediante un tabique fino con un orificio pequeño de área S. 
Los volúmenes de las partes del recipiente son V. Primero en 
cada una de las partes del recipiente hay una misma cantidad 
de moléculas diferentes a temperatura igual. Los gases están 
enrarecidos fuertemente. La cantidad de moléculas de los 
géneros a y b es igual a n, y n, (n, = m), respectivamente. Las 
velocidades medias de las moléculas a temperatura en 
cuestión son vV, y ty. A través del orificio transcurre el 
intercambio de moléculas entre las partes del recipiente. 
Hallar la ley de variación de las concentraciones de las 
moléculas respecto al tiempo. 

Designemos la cantidad de moléculas del géneró a en la 
primera parte y segunda del recipiente en el momento t por 
Mar (1) y 1,,(0. Las condiciones iniciales n,, (0) = n,, "z (0) = 
), M4, +7,3=n, =n. Para las moléculas del género b las 
relaciones análogas se escriben como ny, (0)=0, m2 (0) = Mp, 
py +n =n. 

Teniendo en cuenta (8.33), hacemos la conclusión de que 
la cantidad de particulas del género a que pasan por segundo 
a través del orificio S de la primera parte del recipiente a la 
segunda, es igual a (n,,/V)u,S/4, y en dirección contraria, a 
(1,2/V)u,5/4. Por esta razón, la ecuación para el cambio de 
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la cantidad de moléculas en el primer recipiente tiene el 
aspecto 


(543) 


o teniendo en cuenta que n,, +n, =n = const, 


n 
ar 7 (m3) i 


Para n, hallamos la misma ecuación. 
Resolviendo esta ecuación para la condición inicial 
nı (0)=n, obtenemos 


na (t)= (n/2){ 1 +exp[—So,t/(2V)]). (54.5) 


Para n,2(t) de (54.5) hallamos 
nn. =(1/2)11 —exp[ —So,1/(2V)]). (54.6) 


Las expresiones análogas se obtienen para m, y Ma. El 
número total de particulas en cada una de las mitades varia 
con el tiempo según la ley 


MAN AA 
=(1/2)(2+exp[ —So,t/(2)]-exp[ —So,1/(2)]), (54.7) 
m=n: +n = 


=(1/2)(2—exp[ —So,t/(2V)]+exp[ — Sv,t/(2V)]}. (54.8) 


Las presiones en las partes del recipiente son p= 
= (n,/V)kTy pı = (n¿/V)KT. De tal manera, las presiones en 
las dos partes del recipiente son iguales en el momento inicial 
de tiempo [po = (n/V)kT] y después la igualdad se infringe. 
Luego la igualdad se restablece a 100. El comportamiento 

de las presiones en el proceso se determina por las veloci- 
dades medias v, y vs: en el momento inicial la presión crece 
en aquella parte del recipiente en que se encuentra el gas con 
una velocidad media menor de las moléculas y disminuye en 
aquella parte en que esta velocidad es mayor. 
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$ 55. FENÓMENOS DE TRANSPORTE EN LOS SÓLIDOS 


cute el mecanismo de la 
y  conductibilidad 
térmica en los sólidos. Se 
aclara el sentido de la energía 
de activación de la difusión. Se 
examina la conductibilidad 
térmica externa 


DIFUSIÓN. En los líquidos y sólidos también existe el 
fenómeno de transporte, pero el mecanismo de estos 
fenómenos se diferencia del mecanismo en los gases. Esto se 
determina, en primer lugar, por el hecho de que en los li- 
quidos y sólidos pierde el sentido la representación de la 
longitud de recorrido libre y en segundo lugar, las fuerzas de 
interacción entre las moléculas son muy grandes y ejercen 
una influencia continua sobre su movimiento. 

En los sólidos se observa tanto la autodifusión, como la 
difusión mutua. La mayor evidencia se demuestra por el 
hecho de la penetración mutua de la sustancia de dos 
cuerpos que durante un tiempo suficientemente largo han 
estado en un estrecho contacto. 

La autodifusión se efectúa en lo principal con ayuda de 
los tres siguientes mecanismos. 

1. Si en el nudo de la red cristalina hay una vacancia, 
uno de los átomos vecinos puede efectuar la transición de su 
nudo al vacante (véase la fig. 108). Esta transición equivale al 
movimiento de la vacancia. Para que tenga lugar el proceso 
de autodifusión, determinado por el movimiento de la 
vacancia, es necesario que en la red haya una distribución no 
uniforme de las vacancias, es decir, el gradiente de la densi- 
dad de las vacancias. Al crear las vacancias, un papel 
importante lo desempeñan las dislocaciones. 

Para efectuar la difusión mediante el movimiento de las 
vacancias es menester la presencia simultánea de dos 
condiciones: la existencia de la vacancia y la formación de 
una energia suficientemente grande de oscilación en uno de 
los átomos vecinos para que éste pueda abandonar su nudo. 

2. Si en el átomo en el nudo de la red cristalina se creó 
una energía oscilante bastante grande, éste abandona su 
nudo. Si a su lado no hay vacancias, él se sitúa entre los 
nudos (véase la fig. 110) y luego se mueve en intersticios, 

3. Puede suceder el intercambio de átomos en los nudos 
vecinos de la red. Este mecanismo de difusión no está 
relacionado con el movimiento de los defectos de la red 
cristalina. 

La difusión en el sólido se describe por la ecuación de 
Fick (52.12), sin embargo, la constante de difusión D se define 
por otros hechos. El papel principal en la difusión lo 
desempeña el movimiento de las vacancias. Designemos: t, el 
tiempo medio de la vida “sedentaria” del átomo en el nudo 
de la red; <d), el desplazamiento del átomo durante el salto. 
Está claro que <d) es aproximadamente igual a los periodos 
principales de la red cristalina. La velocidad media del 
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iEn qué consisten ¿las 
diferencias principales entre 
el mecanismo de transporte 
en los sólidos y liquidos y el 
mecanismo de transporte en 
los gases? 

2.Indiquen tres procedimientos 
para efectuar la difusión en 
los sólidos. ¿Cuál será el 
orden de la constante de 
difusión en los' sólidos? 

3. ¿De qué magnitudes se 
compone la energia de 
activación de la difusión? 

4. ¿Con qué se explica la 

elevada magnitud de la 

conductibilidad térmica de 
los sólidos en comparación 
con la conductibilidad de los 
gases si se hace uso de la 
representación de — los 
Sonones? 


movimiento de los átomos durante los saltos <v) =<d)/<1). 
Los posteriores razonamientos son análogos a los que se 
utilizaron al deducir la ecuación (524) y la ecuación (5212) 
que se obtiene de la primera. El átomo puede efectuar de 
modo equiprobable el salto Çd) en seis direcciones indepen- 
dientes. Por lo tanto, 


D= Ku) d) /6 = (KAYF N6X0). (55.1) 


Para realizar el salto es necesario que haya una vacancia 
y un átomo vecino tenga la suficiente energía para efectuar el 
salto a la vacancia. 

Designemos por e, la energia, adquiriendo la cual el 
átomo abandona obligatoriamente su nudo, como 
consecuencia de lo cual se forma una vacancia. Conforme 
a la distribución de Gibbs (7.5), la probabilidad de la 
formación de la vacancia es igual a 


P,=A,exp[ -e, KT]. (55.2) 


Por otra parte, denotando por e, la energia que debe 
tener el átomo para hacer el salto a la vacancia que hay, para 
la probabilidad del salto, habiendo una vacancia, puede 
escribirse 
P,(salto/vacancia) = A,exp[ —e,/(*7)], (55.3) 
donde se hizo uso del concepto de probabilidad convencional 
(29). De aqui para la probabilidad P de que haya 
simultáneamente una vacancia y un salto a esta vacancia, 
conforme a (2.11) podemos escribir 


P=P,P,=Acxp[ —(e, +8 M(T)] = Aexp[ - WKT], 
(55.4) 


donde A = A,A, es una constante; W=e, +e, es la energia 
de activación de la difusion determinada por la propiedades 
de la sustancia. 

Es obvio que la frec 


de los saltos es directamente 


proporcional a la probabilidad del salto, o sea, 1/(1) = 2. 
Sustituyendo esta expresión para <t) en la fórmula (55.1), 
hallamos 


La constante de difusión en los sólidos es muy pequeña 
(mucho menor que para los gases) Por ejemplo, para el oro 
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es igual a 107 3% m?/s, mientras que para el oxigeno en la 
atmósfera es aproximadamente igual a 107% m?/s. 

CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA. Se efectúa no por el 
hecho de que las moléculas se desplazan en el sólido, sino 
mediante la interacción entre las moléculas a consecuencia de 
lo cual su movimiento térmico adquiere un carácter colectivo. 
Como resultado, el movimiento térmico de las moléculas en 
el sólido se describe como un gas ideal de los fonones (véase 
el $ 46). 

Para describir la conductibilidad térmica pueden repetirse 
los razonamientos del $ 52, teniendo en cuenta que en lugar 
del movimiento de las moléculas se comprende el 
movimiento de los fonones. Para el flujo de calores se obtiene 
la fórmula (52.6) y para la conductibilidad térmica, basándose 
en (527) puede escribirse la expresión 


A s Cl) cy /3, (55.6) 


donde tson €s la velocidad del sonido en el sólido; <4), la 
longitud Media de recorrido libre de los fonones, cuyo 
cálculo no es una tarea facil. Éste muestra que <l) = 
= const/T. La constante se determina por las propiedades de 
la sustancia. 

La conductibilidad térmica de los sólidos supera muchas 
veces a la de los gases. Mientras que la conductibilidad 
térmica de los gases a condiciones normales tiene el orden de 
1 mW/(m-K), los valores de la conductibilidad térmica de 
los sólidos muchas veces tienen el orden de 1 kW/(m-K), 
O sea, centenas de miles y millones de veces más. 

En los metales además de la conductibilidad de red, es 
necesario tener en cuenta también la conductibilidad térmica 
a causa del transporte de calor mediante los electrones libres. 
Para estimar su papel es menester tomar en consideración las 
propiedades del gas electrónico (véase el $ 27). 

A temperatura elevada, la conductibilidad térmica 
electrónica es muy esencial. Precisamente ella explica la 
elevada conductibilidad térmica de los metales en 
comparación con los no metales. A temperatura más baja, 
empieza a predominar la conductibilidad térmica de red y 
a la temperatura más baja, cuando dicha conductibilidad es 
muy ueña, empieza de nuevo a predominar la 
conductibilidad térmica electrónica. 

CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA EXTERIOR. Si el sólido 
está rodeado de un medio que posee una temperatura 
diferente que la del cuerpo, a través de la superficie del 
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cuerpo pasa el flujo de calor. La temperatura en la superficie 
del cuerpo experimenta un salto desde la temperatura T del 
cuerpo hasta la To del medio. Como muestra el experimento, 
a pequeñas diferencias de temperaturas T-T la 
componente normal del flujo del calor es proporcional a esta 
diferencia: 

Ln =2(T — To), (55.7) 


donde a es la conductibilidad tèrmica exterior. La ecuación 
(55.7) fue deducida por primera vez por 1. Newton (1701). El 
coeficiente a se halla del experimento. 

Ejemplo 55.1. Hallar la distribución de la temperatura en 
una capa esférica del cuerpo, cuya superficie interior de radio 
r, se mantiene a temperatura T, y la exterior de radio r} 
a temperatura Ty. 

La tarea es esférico-simétrica y el flujo de calor está 
dirigido por el radio. En estado estacionario el flujo térmico 
a través de la superficie de una esfera de cualquier radio 
entre r, y ra, es constante. Por lo tanto, basándonos en (52.6), 


tenemos 

IdT/dr)4xr? = const. (558) + 
La solución general de esta ecuación 

T=A/r+B, (559) 


donde A y B son constantes de integración. Se determinan 
por las condiciones iniciales 
=Afr,+8, T¿=Afr,+B, 


de donde se sigue: A=(T,— Ta)r,ry/(1,= 1) B=T,= 
—(T, — T,)r,/(r,—r1) y la solución (55.9) 


se escribe como 
T(= (T, — Tabrira/ [fra 1131) + (Tara — Tiri)/ (r2 = ra). 
(5540) 


$ 56. FENÓMENOS DE TRANSPORTE EN LOS LÍQUIDOS 


Se examinan las peculiaridades DIFUSIÓN. El mecanismo de la difusión en los líquidos es 
de la difusión, conductibilidad semejante al mecanismo de difusión en el sólido (véase el 
térmica y viscosidad en los $ 55) La molécula a saltos cambia su medio y pasa a otro 
líquidos. punto, Si el tiempo medio de la vida “sedentaria” de la 
molécula entre los saltos se designa por (1), pueden repetirse 
todos los razonamientos del párrafo anterior y para la 
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constante de difusión obtenerse en lugar de (55.1), la 
expresión 


D=(A)P 61), (56.1) 


donde <A) es la distancia media la que salta la molécula al 
cambiar su medio. Recordemos que en (551) <d) es la 
distancia media entre los nudos vecinos de 

El tiempo <t) en el liquido se determina a por la 
probabilidad de salto. Al definir la probabilidad de salto es 
necesario tomar en consideración la energia requerida y la 
probabilidad de que la molécula posee dicha energía, asi 
como la probabilidad de que en el medio de la molécula 
existen condiciones para efectuar el salto. Ambas estas 
probabilidades se dan, por lo visto, mediante las fórmulas 
tipo (552) y (55.3) A consecuencia, para la constante de 
difusión se obtiene la fórmula, totalmente igual a la (55.5): 


La energía de activación W de la 'molécula, lo mismo que 
Do, se determinan por las propiedades del liquido. 

La constante de difusión de los liquidos es mucho menor 
que la de los gases, pero mucho mayor que la de los sólidos, 
Su orden típico para los liquidos es de 107° m?/s. 

CONDUCTIBILIDAD TÉRMICA. Lo mismo que en los 
sólidos, la conductibilidad térmica en los liquidos se efectúa 
transmitiendo el movimiento térmico de unas moléculas a las 
otras a causa de la interacción. Sin embargo, para los liqui- 
dos no se puede recibir un cuadro sencillo en forma de 
movimiento de los fonones y toda la teoría se hace 
extremadamente compleja y voluminosa cuando se intenta 
obtener resultados cuantitativos. Por eso nos limitaremos 
a las objeciones cualitativas hechas y señalemos que la 
conductibilidad térmica de los liquidos, en general, supera 
varias veces a la de los gases a condiciones normales, pero es 
varias decenas y centenas de veces inferior a la de los sólidos. 
Son excepción sólo los metales liquidos, cuya conductibilidad 
térmica es próxima a la de los sólidos metálicos. Esto se 
explica por la presencia de la conductibilidad térmica 
electrónica en estas sustancias. 

VISCOSIDAD. El mecanismo de surgimiento de la 
viscosidad en los líquidos no se logra representar de modo 
tan sencillo, como en los gases enrarecidos, cuando el cuadro 
se reduce al transporte del impulso del movimiento ordenado 
de las capas de gas al pasar las moléculas de una capa a otra 
a cuenta del movimiento molecular. Si se admite este cuadro 
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y se aplica el mecanismo de los “saltos” de la molécula de 
una posición “sedentaria” en una capa a la posición 
“sedentaria” de la molécula en otra capa, como se hizo al 
deducir (55.5), para la viscosidad dinámica n se obtiene 
una dependencia respecto a la temperatura que contradice 
el experimento, a saber: n=exp(—b/T) mientras 
que el experimento muestra la dependencia tipo 
n =explb/T). 

El cuadro de los “saltos” de la molécula de una posición 
“sedentaria” a otra puede conservarse en ciertos limites, pero 
es necesario examinar estos saltos en dirección de la acción 
de la fuerza, es decir, de modo perpendicular al gradiente de 
la velocidad. En este caso el proceso resulta dependiente de 
las peculiaridades concretas de las fuerzas intermoleculares. 
La molécula tiene que “escapar” de su medio para 
desplazarse en dirección de la acción de la fuerza. Los enlaces 
entre las moléculas que deben superarse, son semejantes a las 
que se superan durante la evaporación. El cálculo del proceso 
es extremadamente complejo. Además resulta que la viscosi- 
dad dinámica depende, hablando en general, de la fuerza 
externa, aunque esta dependencia no siempre es esencial. Por 
ejemplo, para los liquidos comunes esta dependencia no es 
muy importante para valores no muy grandes de las fuerzas 
externas. 

La viscosidad dinámica se describe bastante bien por la 
fórmula tipo 
nz 407 (56.3) 


donde A y b se determinan mediante las propiedades del 
líquido. El corolario más importante de la fórmula (56.3) es el 
carácter de la dependencia de la viscosidad dinámica de los 
líquidos respecto a la temperatura: al aumentar la 
temperatura, su viscosidad dinamica drminuye intensamente. 
Semejante comportamiento de la viscosidad dinámica de los 
líquidos es diametralmente opuesto al que se observa en los 
gases, cuya viscosidad dinámica, aumentando la temperatura, 
crece. 


La viscosidad dinámica de los liquidos corrientes, no muy 
viscosos, tiene el orden de 1 mPa-s. Esta magnitud de los 
liquidos viscosos aumenta miles de veces. Por ejemplo, la 
viscosidad dinámica del agua a 20°C es igual a 1,002-1073 
Pas, de la gasolina, 0,648-107 ° Pa-s, del alcohol, 1,2-107 9, 
de la glicerina, 1480 Pa-s. Recordemos que la viscosidad de 
los gases a la misma temperatura y presión atmosférica tiene 
el orden de 1075 Pa-s. 
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$ 57. ELEMENTOS DE LA TERMODINÁMICA DE LOS 
PROCESOS IRREVERSIBLES 


Se discuten las tareas de la 


irreversibles y se exponen sus 
conceptos principales. 

La teoria general se aplica 
para analizar los efectos 
Seebeck, Peltier y Thomson. 


TAREA DE LA TERMODINÁMICA DE LOS PROCESOS 
IRREVERSIBLES. Los procesos de transporte son 
irreversibles. Ellos fueron analizados partiendo de los 
mecanismos que los determinan, pero las ecuaciones 
generales tipo (52.12) que los describen, tienen un carácter 
fenomenológico. El mecanismo que asegura el transporte, 
tiene que considerarse sólo para calcular el coeficiente 
correspondiente de transporte. La tarea de la termodinámica 
de los procesos irreversibles consiste en estudiar las leyes 
fenomenológicas de los procesos irreversibles y no se entra en 
discusiones sobre los mecanismos internos de estos procesos. 

FLUJOS Y FUERZAS EFECTIVAS. Las ecuaciones 
fenomenológicas que describen los procesos de transporte 
examinados antes, tienen el aspecto 


¡ra E (STA) h=-D02; (512) 
ex ox 
a (573) 


Para las siguientes aplicaciones es útil añadir a estas 
ecuaciones la ley de Ohm en forma diferencial 


EN 


(57.4) 


donde j es la densidad de corriente; y, la conductancia; q, el 
potencial del campo eléctrico; —2p/2x, la intensidad del 
campo eléctrico. De tal modo, la ley de Ohm (57.4) es 
también una ecuación de transporte para la carga eléctrica. 

Todas estas ecuaciones están escritas para una 
componente del flujo a lo largo del eje X. Las ecuaciones 
análogas son válidas respecto a los otros dos ejes de coorde- 
nadas, ya que los flujos son magnitudes vectoriales. 

La peculiaridad común de estas ecuaciones consiste en 
que describen un flujo de cierta magnitud que se halla en el 
primer miembro de la igualdad, el cual surge a expensas de la 
correspondiente “fuerza” motriz que está en el segundo 
miembro de la igualdad. Esta fuerza es gradiente de cierta 
magnitud. Todas las ecuaciones para el flujo tienen la forma 


I=LX, 
donde [es el flujo de la magnitud, X, la fuerza generalizada 
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que crea el fujo y L, el factor de proporcionalidad. 

FLUJOS UNIDOS. En los casos examinados cada flujo se 
determinaba sólo por su fuerza motriz única. En cambio, ya 
en la termodifusión el flujo de moléculas se condicionaba por 
dos fuerzas motrices: el gradiente de densidad y el gradiente 
de temperatura. Por eso en el caso general la expresión para 
el flujo 7, tiene la forma 


h= Ly X + L¿X2+...+D)LyXp (57.5) 
$ 


donde el indice i numera los géneros de los lujos y el indice 
J, el género de las fuerzas motrices. En total la cantidad de 
semejantes ecuaciones es igual al número de Mujos. 

Las ecuaciones (57.5) se denominan ecuaciones 
fenomenológicos lineales de la termodinámica de los procesos 
irreversibles y los coeficientes Ly, coeficientes de Onsager, El 
coeficiente Ly enlaza el flujo I, con su fuerza motriz. Los 
coeficientes Ly para i#j enlazan entre sí distintos flujos 
y fuerzas. Éstos se denominan coeficiente de acoplamiento. 

RELACIÓN DE RECIPROCIDAD DE ONSAGER. En la 
termodinámica estadística se demuestra que los coeficientes 
Ly no son totalmente independientes. Entre ellos existen 
relaciones 
Ly 2 Lo (576) 
llamadas relaciones de Onsager. En el presente libro ellas se 
toman sin demostración. s 

PRODUCCIÓN DE ENTROPÍA. Otra tesis importante de 
la termodinámica de los procesos irreversibles es la fórmula 


de producción de la entropía que también citaremos sin 
demostración: 


(85/00), =1,X,+1,X ++ EX (57.7) 


donde (dS/d), es la velocidad de producción de la 
entropía con respecto al volumen, es decir, la velocidad de 
Producción de la densidad de entropía. Asi, pues, los flujos 1, 
y las fuerzas X, no pueden elegirse de modo arbitrario. Ellos 
deben ser tales que se cumpla la igualdad (57.7) 
ELECCIÓN DE LOS FLUJOS Y FUERZAS MOTRICES. Al 
elegir los lujos y las fuerzas motrices es necesario, claro está, 
asegurar la igualdad de las dimensiones en ambos miembros 
de la ecuación (57.7), es decir, la siguiente relación entre las 


iones: 
[5] 


prg ut (513) 
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Fig. 147, Cálculo de la pro- 
ducción de entropia en un 
Mujo calorifico 


Aquí [L] [e] y [S]=[UJ/[T] son las dimensiones de la 
longitud, tiempo y entropia y [ÙU] y [T], las dimensiones de 
la energia y temperatura. Por ejemplo, de aqui puede 
deducirse que en la ecuación (57.1) las magnitudes 1, y 07/0x 
no deben cogerse en calidad de flujo /, y la fuerza motriz 
X,= -ôTjðx, ya que en este caso [L][X,]= 
= [UJLTIACLT [e], lo que no corresponde a la dimensión 
del primer miembro de (57.8). De aquí se ve que si a título de 
Mujo se elige J, en calidad de fuerza motriz debe elegirse 
X= — (1/T2)(0T/0x). Sin embargo, es obvio que se puede 
en calidad de flujo tomar I=1,/T y entonces a titulo de 
fuerza motriz se necesita coger X = — (1/TM(0T/0x). 

De modo análogo puede concluirse que en la ecuación 
(57.4) para la densidad de corriente eléctrica j=1, tomada 
como flujo, no se puede coger en calidad de fuerza motriz la 
magnitud X = —c9/0x, ya que [:][29/0x] = [V] [LP [1]. 
Por eso la fuerza motriz respecto a la densidad de corriente 
jes X = — (1/DICO/0x) 

PRODUCCIÓN DE LA ENTROPÍA EN UN FLUJO 
CALORÍFICO. Basándose en lo dicho puede sacarse la 
conclusión de que en el flujo térmico la entropía se forma 


según la ley 

ds 12 1, ôT 

2) =1 . 579) 

(a) qn 
Verifiquemos esto, calculando directamente, Examinemos 

un cilindro, cuya área de la sección transversal es A y la 

longitud, L (fig. 147). Las superficies laterales del cilindro 

están aisladas y las bases se mantienen a diferente 

temperatura T; y Tz, con la particularidad de que T, > Tz. 
Para esta condición a lo largo del cilindro se mueve un 

fujo 


ôT 


(57.10) ô 1,=A(T, — T/L. (57.11) 


(57.12) 
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Fig, 148, Cálculo de la pro- 
ducción de entropia al pasar la 
corriente eléctrica 
conductor 


por 


Puesto que ¿T/0x=const, de la fórmula (57.12) se ve 
directamente que a lo largo de la marcha del flujo la densi- 
dad del flujo de la entropia aumenta, ya que T decrece. Por 
lo tanto, en su trayecto el fujo produce entropia. La 
entropia, producida en el sector del trayecto dx durante 1 s, 
es 


($) dx = A[Is(x + dx) — Is(x)] = 
x 


loja e 


Por lo tanto, la velocidad de producción de la densidad 
de entropía 


ds ôT 
M a, 
E ). Ta (57.14) 


lo que coincide con (57.9). La entropia, producida durante 1 s 

en todo el volumen en cuestión, es igual a 

(ASh = ATIS(1) — 15(0)] =41,(1/T,- YT) (57.15) 
PRODUCCIÓN DE LA ENTROPÍA MEDIANTE LA 

CORRIENTE ELÉCTRICA. Basándonos en lo dicho sobre el 

aspecto de la fuerza motriz para la densidad j de corriente 

eléctrica, podemos hacer inmediatamente la conclusión de 


que la velocidad de producción de la entropia al pasar la 
corriente eléctrica, se da mediante la fórmula 


(£) a LO (57.6) 
e 


Comprobemos esto mediante un cálculo directo. Según la 
ley de Joule-Lenz, al pasar la corriente 7 por un conductor 
(fig. 148), en éste se libera durante 1s la cantidad de calor 
Q= PR= PALHA, (5717) 
donde R= L/(Ay) es la resistencia del conductor. Por lo 
tanto, la densidad de calor que se desprende durante 1 s, es 


(wri y (57.18) 
y 
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donde se tiene en cuenta que j= —ydp/dx. Por eso la 
velocidad de producción de la densidad de entropía 


DA 


lo que coincide con (57.16). 
ECUACIONES PARA LOS FENÓMENOS TERMO- 
ELÉCTRICOS. Ahora examinemos algunos fenómenos más 
complejos habiendo flujos enlazados. En primer lugar, 
analicemos las densidades relacionadas entre sí de la 
corriente eléctrica y el calor, Escribamos conforme a (57.5) el 
flujo de electrones y el calor en forma de: 
tar 10 
LL ATO Srat 
a LT Ls 
Tax TA" 


(57.21) 


Para los flujos no enlazados entre sí de la conductancia 
y conductibilidad térmica estas ecuaciones adquieren 
semejante aspecto: 


ôT 1 ôg 
EE A 7. ES AREA a . 
LE Lara 02 La (57.23) 
Su comparación con (57.1) y (57.4) muestra que 
A=Ly/T”, (5724) 1=Lw/T. (57.25) 


Con ayuda de estas relaciones se establece el enlace de las 
magnitudes Lye y Lee con la conductancia y conductibilidad 
térmica. 

EFECTO SEEBECK. Ante todo examinemos el caso en que 
no hay corriente eléctrica (j=0). La ecuación (57.21) toma la 
forma 


ds LI: 28: 
a 
de donde 
(olój=0 _ La 
WT Lu T 6180 


“Tomando en consideración la relación 


(0o/2x) dex Y _ (0 
(0T/Ox)j=0 NOT/Ox )jmo N0T)j=o 


(57.28) 


454 


6. Procesos de transporte 


la igualdad puede escribirse como 
(09/0T)=0= — Leg) (Lee T} (57.29) 


Esto quiere decir que: habiendo un gradiente de 
temperaturas y en ausencia de la corriente eléctrica, surge 
una diferencia de potencial. Hablando de otra manera, el gra- 
diente de temperaturas conduce a la aparición de un campo 
eléctrico. Este efecto se denomina efecto Seebeck. La magni- 
tud 


87= —(09/0T)=0 = Leg! (Loe T) (57.30) 


se denomina fuerza termoelectromotriz. . 

CORRIENTE ELÉCTRICA Y FLUJO CALORÍFICO 
ENLAZADOS. Al expresar ôọ/ðx para j=0 mediante ôT/ðx 
conforme a (57.21) y sustituyendo la expresión recibida en 
(57.20), hallamos 


1 ôT 12 1 9T_—LaL.+L ÒT 


LR a 
(57,31) 

donde Lu= Ly La magnitud 

r= (Lyg Le Lo) (TL) (5732) 


es conductibilidad térmica en el sistema de corriente eléctrica 
y flujo térmico enlazados entre sí, 

De (57.30) puede hallarse 
Lua =81TL,.=81 7%, (57.33) 


donde se tiene en cuenta la igualdad (57.25). Tomando en 
consideración (57.24), (57.32) y (57.33), las ecuaciones (57.20) 
y (57.21) toman el aspecto: 


ar e 
-Artena ETa (5134) 
p aT ò 
j= SN (57.35) 


EFECTO PELTIER. Excluyendo de (57.34) dp/0x con 
ayuda de (57.35), obtenemos la expresión para el flujo 
térmico: 


ôT 
h= M7 +T) (5736) 


Ahora examinemos los fenómenos al pasar entre dos 
conductores diferentes (fig. 149) en condiciones isotérmicas. 
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Fig, 149. Explicación del efec- 


to Pelti 


Si los dos conductores se encuentran a la misma 
temperatura, es decir, 27/0x=0, a través del paso hay una 
corriente de densidad j= —y2p/éx. Los lujos térmicos por 
las partes diferentes del paso resultan ser distintos. A base de 
(57.36), ellos son iguales a 


la=81,Tj (5737) 1.=871,T) (57.38) 


Puesto que la cantidad de calor que llega al paso y se 
marcha de éste, es diferente, en el paso transcurre o bien la 
absorción de calor o bien la liberación de éste. Asi, pues, al 
pasar la corriente eléctrica a través del paso entre distintos 
conductores sucede o bien el enfriamiento o bien el 
calentamiento del paso. Este fenómeno se denomina efecto 
Peltier. A condiciones isotérmicas la temperatura del paso se 
mantiene constante a expensas del intercambio de calor con 
el medio ambiente. 

La potencia del calor que se absorbe o libera en el paso 


es 


Lys = Allo — lya) = AT (Ers — Eradj = Anaje | (57.393) 


donde 


Ra = TEn Er (57.39b) 


es el coeficiente de Peltier. 

EFECTO THOMSON. Mantengamos el gradiente de 
temperatura a lo largo del conductor, por el cual va la 
corriente (fig. 150) El flujo de energia Ig a lo largo del 
conductor se compone del flujo térmico 1, [véase (57.36)] y el 
flujo de energía ọj, relacionado con el movimiento de las 
cargas eléctricas. Por lo tanto, el fujo total de energía 


L H0j= —ATOT/Ox + (ETT +0) (57.40) 


Examinemos una capa cilindrica del conductor de un 


le 
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Fig. 150, Explicación del efec- 


to Thomson 


grosor dx (fig. 150) La energía que se libera en esta capa, 
aparece debido a la diferencia de los flujos de energia 
a través de las superficies que lo limitan. Por lo tanto, en esta 
capa durante 1 s se desprende una energia 


E 
2 Alle + dx)— Iel] = AE ax, (5741) 
de dx 

donde A es el área de la sección transversal del conductor. Al 
sustituir Ig de (5740) en esta igualdad, obtenemos 
definitivamente para la densidad de potencia que se despren- 
de en el conductor al pasar la corriente, una expresión 


dg af è 06 
Pra” lo)" Dax y ag 
donde ðọ/ðx= — jj. 

El último sumando en el segundo miembro de la igualdad 
(57.42) describe la cantidad de calor que se desprende según 
la ley de Joule -Lenz en el conductor al pasar la corriente, El 
signo menos, conforme a la regla de los signos (véase el $ 14) 
significa que el calor se desprende del sistema. El primer 
sumando describe el movimiento del calor que no depende de 
la corriente eléctrica. La existencia del sumando medio 
muestra que al haber el gradiente de temperaturas, en el 
conductor además del calor de Joule, se libera o se absorbe 
un calor complementario, denominado calor de Thomson. 
A base de (57.40) la densidad de la potencia del calor de 
Thomson es igual a 


(57.43) 


t=T (57.44) 
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Fig. 151, Termopar (T, >T,) 


Tı 


Gay(Ti TTo Te 


Ta 


Ti 
es el coeficiente de Thomson. 

El desprendimiento o absorción de calor comple- 
mentariamente al calor de Joule al pasar la corriente por el 
conductor con gradiente de temperaturas se denomina efecto 
Thomson. 

TERMOPAR. Examinemos un circuito abierto que consta 
de dos conductores diferentes, los pasos entre los cuales se 
mantienen a diversas temperaturas T, y T, (fig. 151) La 
presencia aei mismo gradiente de temperaturas en los 
conductores conduce a la aparición en ellos del efecto 
Seebeck de distinto valor, o sea, a la aparición en ellos de la 
diferencia de potencial. La combinación de dos efectos 
Seebeck en distintos conductores conduce al surgimiento de 
la fuerza clectromotriz en el circuito. 

Conforme a la fórmula (57.30), la diferencia de potencial 
Pa cs igual a 


T T Ta 
— Quo = | EdT [Er dT+ | SrpdT. (57.45) 
Ta T T 


donde Te, y Tez son las temperaturas de los extremos de los 
conductores entre los cuales se mide la diferencia de 
potencial Qa, Para Tay = Tp la fórmula (57.45) toma el 
aspecto 


0 = f [en-ergar. (57.46) 
Para T,—T,>0K 
de /AT=8T5- 8 Ta2 ta (T), (5747) 


donde a, (T) es el coeficiente de Seebeck. Con ayuda de 
(57.39b) aa (T) puede expresarse mediante el coeficiente de 
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Peltier na: 
Oa =nalT. (57.48) 


La fórmula (57.46) enlaza univocamente las temperaturas 
T,, T, con la diferencia de potencial p,. Por eso tomando 
en calidad de base de referencia la temperatura conocida Tz, 
reducimos la medición de las demás temperaturas a la 
medición de la diferencia de potencial. Esto hace que los 
termopares sean un procedimiento tan cómodo para medir 
las temperaturas. 


PROBLEMAS 


6.1. Un gas de una componente de una masa molecular relativa 
M,=29 se halla a p=10% Pa y T=273 K. Considerando el 
radio gasocinético de sus moléculas ro = 1,87: 107 9 m, hallar 
la frecuencia de colisiones en el volumen de 1 1, la frecuencia 
de colisiones para una particula aislada y la longitud media de 
recorrido libre. 

6.2 El radio gasocinético de los átomos de helio puede tomarse 
igual a ro=1,09-10"!%m. Hallar la cantidad total de 
particulas en el volumen de 1 m? que en el transcurso de 1 s 
pasan sin colisiones un camino de 0,5cm. La presión es de 
100 Pa y la temperatura de 0°C. 

63. Hallar la probabilidad de que la particula pase sin colisiones 
un trayecto igual a la longitud duplicada, triplicada, q 
tuplicada de recorrido libre. 

6.4. ¿Para qué presión a temperatura de 0°C la longitud media de 
recorrido libre de las moléculas de hidrógeno es igual a un 
cm? 

6.5. Considerando los radios gasocinéticos de las moléculas de Hz 
y CO, iguales, respectivamente, a Fo, = 1,35-107 1% m y re cd 
=23-107 '9 m, y sus presiones parciales p, =1,96-10' 
pa =098-10* Pa, hallar las longitudes de recorrido libre entre 
las colisiones de las moléculas de diferentes géneros. La 
temperatura es de 0°C. 

6.6. La viscosidad dinámica del hidrógeno a T=273K y p= 
=1,01-10% Pa es n=86-10"%Pa:s Hallar la longitud 
media de recorrido libre de las moléculas de hidrógeno y el 

67. ¿Cuál es la viscosidad dinámica del nitrógeno a condiciones 
normales si su constante de difusión es de 1,42 m/s? 

68. Hallar el radio gasocinético de las moléculas de oxigeno si 
a 0°C su viscosidad dinámica es de 18,8-107* Pa-s. 

6.9. Considerando el radio gasocinético de la molécula de un gas 
igual a 1,5-107'% m, hallar la constante de difusión y la 
viscosidad dinámica a 101-103 Pa y T= 283 K. 

6.10. Hallar la conductibilidad térmica de un gas, cuyo radio 
gasocinético de las moléculas es de 1,5-10—9m, la 
temperatura t=10*C y la presión de 0,98-10* Pa. 
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RESPUESTAS 


6.11. Considerando el radio gasocinético de las moléculas del aire 
igual a 1,5-107 ° m, hallar la presión, para la cual en el vaso 
de Dewar (la distancia entre las paredes es de 0,8 cm) se 
establece el estado de vacio a temperatura de 290 K. 

6.12. Un extremo de una barra de hierro se mantiene a temperatura 
de 100°C y el otro se apoya en cl hielo de temperatura de 
0*C. El área de la sección transversal de la barra es de 1 cm? 
y la longitud, de 20cm. La barra está aislada térmicamente, 
por eso pueden menospreciarse las pérdidas de calor a través 
de las paredes. ¿Qué cantidad de hielo se derrite durante 
30 min? 


10 s71; y =68-10057 1; <D =6,7:107® m. 
7 63.0135; 005; 0006. 64 p=12Pa 65 hom 
22-107 * m; l, =9,6-107%m. 66, 1,7-107? m; 1,1-10—'m, 
6.7. 178-107 * Pa-s. 68,1,5-107! 69. 1,48-107* m?/s; 
1,85-107* Pas. 6.10. 13,2 mW/(m-K). 6.11, p= 1,26 Pa. 
6125258 


APÉNDICE 1 


Unidades SI que se usan en la fisica molecular 


Masa atómica relati adimensional 
Masa molecular relativa adimensional 


Magnitud Unidad 
Nombre Dimensión Sap Nombre 

principa! 
Unidades fundamentales 
Longitud L 1 metro m 
Masa M m kilogramo kg 
Tiemi T 1 segundo s 
Corriente 1 1 amperio A 
Temperatura e A Kelvin K 
Cantidad de sustancia N y mol mol 
Tntensidad luminosa J 1 candela cd 
Unidades complementarias 
Velocidad ur vu metroporsegundo m/s 
Aceleración LT" a metro por segundo m/s? 

al cuadrado 
Fuerza LMT? F 
Presión L'MT-? P 
Impulso LMT"* P 
Energia EMT WE J 
Potencia EMT P w 
Energia interna ÉMT? U J 
=m E 4 ) 
Función de Gibbs ÉMT> G J 
Cantidad de calor EMT? Q J 
Trabajo EMT? Á Julio J 
E s metro cuadrado m? 
Volumen É v metro cúbico m? 
Volumen rholar ÉN“ Y metro cúbico — m*/mol 
por mol 
Volumen especifico LM” v metro cúbico por m*/kg 
F i kilogramo 
Densidad ME? p kilogramo por, kg/m? 
metro cúbico 
Calor de transformación de fase EMT? L Julio , 
Capacitad ori EMTO' c J IK 
calorífica Ost julio por Kelvin 

Entropía BMT 0- S Julio por Kelvin J/K 

A, 

M, 
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Continuación del apéndice 1 


Magnitud Unidad 
Designa- z 
Nombre Dimensión ción Nombre Dote 
principal 
Masa molar MN"! M kilogramo por mol kg/mol 
Cantidad de uni estructurales adimensional n, m 
de una sustancia 
Concentración p no metro en la poten- m~? 
cial menos tres 
Índice de la a adimensional Y 
Índice de la politrópica adimensional n 
Rendimiento adimensional n 
Tensión superficial MT? o Newton por metro N/m 
Presión osmótica L ‘MT? P Pascal Pa 
Potencial quimico EMT u Julio 
Compresibilidad EMT * Pascalen la poten- Pa”! 
ciamenos uno 
Coeficiente térmico de dilatación li- 071 a Kelvin en la po- K`! 
1 tencia me- 
nos uno 
Coeficiente térmico de dilatación volu- 97! Y Kelvin en la po- K~ 
métrica tencia me- 
nos uno 
Coeficiente térmico de presión e! B Kelvin en la po- K7! 
tencia me- 
nos uno 
Alargamiento relativo adimensional e 
Desplazamiento relativo $ 
julo de Young Pascal Pa 
Tensión normal a Pascal Pa 
Módulo de desplazamiento G Pascal Pa 
Tensión tangente 1 Pascal Pa 
Coeficiente de Poisson N 
Módulo de compresión volumétrica Kk Pascal Pa 
Longitud media de recorrido libre <i>, 1 metro m 
Frecuencia de colisiones y segundo en la s 
potencia 
menos uno 
Conductividad térmica à vatio por me- W/m x 
tro x Kelvin x K) 
Viscosidad dinámica Pascal por segun- Pa:s 
do 
Constante de difusión D metro cua- m/s 


drado por 


APÉNDICE 2 


Constantes fisicas* 


Nombre Poy Valor numérico 


Velocidad de la luz en el vacio 


© 299792458 -10° m/s 
Aceleración de la caida libre 9,80665 mjs? 
Volumen molar normal % 2241383 m>/mol 
Número de Avogadro NA 6/022045-10% mol! 
Constante de Loschmidt NE 20686754-10%5 1/m> 
Constante de Boltzmann k" 1380662- 10-> J/K 
Constante de Planck h 6626176107" J- Hz“? 

h 1,0545887: 10-34 1-5 

Constante de gas molar R 831441 J/(mol:K) 
Constante eléctrica to 88541878110" Dm + 
Constante magnética E 125663706144: 107® H/m 
Unidad atómica de la masa m,  1/6605655-10"* kg, 
Constante de Stefan- Bolizmann a° 5/67032:107* W/ yar K‘) 
Carga eléctrica elemental e 16021892-10-" 
Masa en reposo del electrón m,  9.109534-10-% E 
Masa en reposo del protón m,  1,6726485-107% 


Masa en reposo del neutrón 


116749543. 10-3 kë 
Constante 


6,6720- 107"! m*/(kg-s*) 


la gravitación 
5 Constantes fisicas fundamentales. 


Mir edita libros soviéticos traducidos al español, inglés, francés, 
árabe y otros idiomas extranjeros. Entre ellos figuran las mejores 
obras de las distintas ramas de la ciencia y la técnica, manuales para 
los centros de enseñanza superior y escuelas tecnológicas, literatura 
sobre ciencias naturales y médicas. También se incluyen monogra- 
fias, libros de divulgación cientifica y ciencia-ficción. 

Dirijan sus opiniones a la Editorial Mir, 1 Rizhski per, 2, 129820, 
Moscú 1-110, GSP, URSS. 


INDICE ALFABÉTICO 


Agentes tensoactivos 312 
Aleaciones 398 
Ángulo de contorno 309 


Calor 144, 177 

- de disolución 332 

-- de transformación de fase 
212 

- latente de fusión 389 

Cámara de burbujas 321 

- de Wilson 322 

Cantidad de sustancia 16, 17 

Capacidad calorifica 155-160, 
223, 248, 371, 382, 387 

Ciclo de Carnot 142 

Célula de Bravais 356 

- primaria 352 

Coeficiente de cizallamiento 365 

=- Onsager 452 

-- Peltier 457 

- Poisson 365, 368 

-- Seebeck 459 

Thomson 459 

Coeficientes viriales 278 

Compresibilidad 277 

Concentración molar 331 

Conductibilidad térmica 
447, 449, 456 

Conjunto canónico 45, 76 

Costante de Avogadro 16, 17 

Boltzmann 84 

difusión 425, 446, 448 


41, 


Loschmidt 109 

~- normalización 102 

- molar de gas 107 

Constantes de Van der Waals 
279, 284, 288 

Cristales liquidos 327 

- macromoleculares 407 

Cuerpo termométrico 115, 122 


Defectos puntuales 361 

Deformación de tracción, de ci- 
zallamiento 362 

— plástica 368 

Densidad de probabilidad 27 

, condición de normaliza- 

ción 29 

Desigualdad de Clausius 203- 
205 

Diagrama de estados 336, 345, 

398, 399 

las fases 274, 344, 390-391, 

39 

Dislocaciones 362 

Dispersión 35 

Distribución binomial 65 

= de Boltzmann 9, 99, 
104 


103, 


Bose-Einstein 242 

la densidad de probabilidad 

839 

electrones 247, 248 

-> Fermi-Dirac 239-241 

fotones 251 

Gauss 86, 88 

Gibbs 77, 240 

los impulsos de electrones 

247 

-- Maxwell 83, 84, 91, 99, 170, 
415, 429 

—- Poisson 63 


Ebullición 319 

~ de las soluciones 336-338 
Ecuación de Boyle-Mariotte 107 
-— Clapeyron-Clausius 273 

-- Clapeyron-Mendeléiev 107 
continuidad 376 

— difusión mutua 424, 434, 445 


Fick 425 
Fourier 421 
Mayer 159 
Poisson 167 
teoria cinética de los gases 
105 
- transporte 420 
<- Van der Waals 278, 279 
politrópica 171, 172 
Efecto Joule-Thomson 298 
Seebeck 455 
Eficacia de la máquina 181, 186, 
187 
Energía de activación 446, 449 
Fermi 246 
del sistema 200, 212 
interna 144, 145, 156, 222, 227, 


248 
=- del gas de Van der Waals 
286 
libre 220 
superficial 306 


- potencial 326 > 

Enlace iónico, covalente 257 

Entropia 174-177, 205-211, 220, 
222, 128 

Equilibrio de fases, condición 
de 342 

Escala de temperatura 115, 118, 
122, 194 

Estado critico 267, 270 

- de agregación 17, 18 

— equilibrio 43, 65 

Estados metaestables 282 

Evaporación 315 


Fase 267 
Fenómenos capilares 311 
Fluidez 369 

Fonones 375, 385 


Índice alfabético 


Fórmula barométrica 109, 319 
de Boltzmann 176, 206 
aplace 311 
- Planck 252 
Stirling 61 
Stokes 137 
Thomson 319 
Función de estado 157 
par de distribución 324 
Fusión 389 


Índice de la curva politrópica 
1 
Isómeros ópticos 351 
lsotermas de la ecuación de 
Van der Waals 280 
sustancia real 270 
experimentales 267 


Ley de Avogadro 109 
Dalton t08 
desplazamiento de Wien 253 
Ley de distribución $9 
Dulong-Petit 371 
estados correspondientes 285 
Fourier 421 
ussac 107 
Henry 334 
Raoult 332 
Stefan: Boltzmann 252 
Limite de resistencia 369 


Licuación de los gases 301 

Líquido recalentado 282, 320 

Longitud media de recorrido 
libre $13 

Masa atómica relativa 16 


natar lt 
a mbeal 20 
molecubar rel 
Model 
wepo nta 
Debis 


-- Maxwell-Boltzmann 232 

Módulo de cizallamiento, de 
Young 364, 367 

Módulo de compresión volu- 
métrica 366 

Movimiento browniano 134 


Opalescencia critica 270 


Par termoclectrónico 460 
Paradoja de Gibbs 431 
Polímeros 406, 407 
Polimorfismo 395 

Postulados de equiprobabilidad 


Potencial químico 342, 343 
Potencial termodinámico 218 
Presión bajo una superficie 


encorvada 310 
crítica 267 . 
osmótica 338 
Principio de Le Chatelier-Braun 
227 


Nernst 305, 306 
Termodinámica, primero 
145, 147 

-- . segundo 183, 206, 207 

tercero 305 

Proceso adiabático 167 

ciclico 179 
isohárico 165 
isocórico 167 
isotérmico 167 
politrópico 171 


Procesos de desequilibrio 153, 
20 


librio 154 


H ccein 416 


=~, base, ángulos 352 

—-, primaria 352, 353 

Regla de fases de Gibbs 344 

-— la palanca 270 

Relación de dispersión 376 

Relaciones de Maxwell 221 

Relación de Onsager 452 

Rendimiento 181, 182 

-de un ciclo 182, 190, 191, 
201 


Solubilidad 331 

Soluciones liquidas 331, 332 
- sólidas 398, 400 
Sustancias anómalas 391 


Temperatura 78, 84, 116, 119, 
195, 196 

= crítica 267, 301, 335 

- de Debye 383 

=- inversión 300, 301 

Einstein 373 

—- inversión 300, 301 

Tensión superficial 363 

Teorema de Carnot 201, 202 

-de la equipartición de la 
energía 131 

Termómetros 120 

Tiempo de relajación 410, 434, 
436, 438 

Tipos de redes 356 

Trabajo 142, 143, 147, 169 

del ciclo 179, 180 

Transiciones de fase 272, 273, 

3% 


Vacio 438 

Vapor saturado 268, 316, 317 
suhenfriado 321 

Vector de translación 354 

Velocidad mås probable 86 

Viscosidad 411, 422, 424, 449 


Volumeu enteo 267 


